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刖 a Preface

数学是全国硕士研究生招生考试工程类和经济类考生必考的一门课程，且数学课程分值 

为150分，与专业课的分值相同，数学考试的成败直接关系到整个考试的成败，而高等数学是 

数学试卷中分值最大的一门课程，其中高等数学在数学一、数学三试卷中的分值为90分，占总 

分的60%,在数学二试卷中的分值为120分，占总分的80%,所以高等数学的复习是整个考研 

数学复习的重中之重。

高等数学所涉及的内容非常多，知识体系系统性非常强，题型多，方法技巧性高，很多同学 

虽然在复习高等数学上花费了大量的时间，但收效甚微，甚至对数学产生惧怕心理。高等数学 

的复习要有正确的方法，抓好复习的几个关键环节，系统全面掌握高等数学的理论体系和方法 

体系，善于归纳和总结，通过努力可以很好地掌握这门课程。本书是根据作者近三十年考研数 

学辅导的心得和教案精心总结而成的，使理论更加系统化、通俗化，便于掌握和记忆，对题型和 

方法进行了全面总结和概括。认真阅读此书，可使考生分析问题、解决问题的能力得到大幅度 

提髙，尽快进入最佳学习状态，达到事半功倍的复习效果。

本书的特点有：

1. 每章给出考查要求，便于考生了解各个知识点的考查范围和要求达到的程度。

2. 对每章的基本理论都给出了系统的归纳和总结，理论部分包括基本概念、基本原理、基 

本公式，同时配备基础题，以加强对所学知识和原理的理解，对重要的原理给出了新的理论证 

明，对需要重点掌握的知识点给出了延伸解读。

3. 重点题型讲解部分给出每个部分的基本题型和综合题型，通过重点题型的掌握使大家 

对考查的重点和形式有非常深入的了解，更加适应考试要求，尤其重要的是，重点题型部分给出 

了很多新视角的题型，很多新的题型在过去的考试过程中也被证明是命题者思考的方向。

本书适用于数学一、数学二、数学三，并对不同数学种类考试内容不同的部分给出了说明。

本书作者在若干年教学过程中，借鉴和参考了若干国内外的优秀著作，得到很多的收获和 

启发，在此作者对这些书的作者表示衷心感谢 ！

由于作者的水平有限，教学过程中及本书中仍然有很多地方需要改进和提高，恳请读者和 

广大同仁提出宝贵的批评和建议。

汤老师微博 汤老师微信公众号

汤老师一直播ID ： 186288809
汤家凤

2021年1月于南京
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第一章极限与连续

考查要求

1. 理解函数的概念，掌握函数的表示法，会建立应用问题的函数关系.

2. 了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性.

3. 理解复合函数及分段函数的概念，了解反函数及隐函数的概念.

4. 掌握基本初等函数的性质及其图形，了解初等函数的概念.

5. 理解极限的概念，理解函数左极限与右极限的概念以及函数极限存在与左极限、右极限 

之间的关系.

6. 掌握极限的性质及四则运算法则.

7. 掌握极限存在的两个准则，并会利用它们求极限，掌握利用两个重要极限求极限的方法.

&理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的比较方法，会用等价无穷小量求极限.

9. 理解函数连续性的概念(含左连续与右连续)，会判别函数间断点的类型.

10. 了解连续函数的性质和初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质(有界性、最 

大值和最小值定理、介值定理)，并会应用这些性质.

第一节函数

—、基本概念

1. 函数一一设变量工的取值范围为D,若对任意的工C D,按照某种对应关系总有唯一确 

定的值夕与z对应，称夕为久的函数，记为y =/(^),其中D称为函数3/ =/(jc)的定义域.

2. 复合函数--- 设 u =(p(x ) (jc C D1) =f (“)(" W D2),且对任意的工 W D i 有 <pU
6 L>2，称夕为工的复合函数，记为y =兀卩(広)].

3. 反函数——设夕=于(工)(工e D)为单调函数，其值域为/(D),对任意的夕e /(D), 
有唯一确定的工e D与之对应，称工为y的反函数，记为J： =f~1(y).

【例】 求函数y =lnQ+丿产匚I)的反函数.

【解】 由y = ln(z + \/jr2 + 1 )得

x + 丿工？ + ] = J ,

因为(工+丿十+ 1 ) (— z + Jx1 + 1 ) = 1,所以有

—z + a/jc2 + 1 = e~y ,
两式相减得原函数的反函数为

-e~
x

2
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全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义\.........................................

'xa ,

a”(a〉0，q H 1),
4. 基本初等函数----称y logajr(Q〉C)9aHl)9 为基本初等函数.

sinjc 9 cosh 9 tana： ? cotz 9 secjr 9 cscz ?
arcsinj： ^arccosj：, arctanjr , arccotjc

5. 初等函数 —— 由常数及基本初等函数经过有限次的四则运算和复合运算而成的式子 

构成的函数称为初等函数.

二、函数的初等特性

1. 有界性——设夕=/■(工)(工6 D),若存在M>0,对任意的工6 D,总有|于(工)IWM, 
称函数f(JE)在D上有界.

【注解】

(1) 若存在常数Mi，对任意的工6 D,有/'(工)NM],称/'(工)在D上有下界；若 

存在常数“2,对任意的t E D,有产(工)WM2,称在D上有上界.

(2) 若| |<2,则y(z)鼻一2且/■&) £2,即若于(工)有界，则fS 既有下

界又有上界；

反之，若/'(工)$—2且f (工)£4,则| /(t) |<4,即若fG)既有下界又有上界，

则/(^)有界，故y(工)有界的充分必要条件是/(^)既有下界又有上界.

2. 单调性----设y ) (j； G D),若对任意的工1，工2 W D且工1 <孔，总有/(j：i ) V
/"(工2)，称夕二八力)在D上单调增加；若对任意的力1口2 W D且21 <工2,总有/(^1)> 
于(工2)，称夕=于(2)在D上单调减少.

3. 奇偶性----设y = /(jr) (je C D),其中D关于原点对称，若于(一工)=—/'(•z),称
y =/(j?)在D上为奇函数；若/(— a-) = f (h),称y = f(j：)在D上为偶函数.

【例1】 设/(^)=esinr-e-sinr,判断其奇偶性.

【解】显然工€ (—°°, +°°),且

/(-j：) = esin(^5 - e-5in(_x) = e_sinj - = — fC
故fCx)为奇函数.

【例2] 设/'(工)为连续函数，判断FQ) =p：f(O -f(-O]dz的奇偶性.

【解】 令 g&) =/(O -/(-z),则 F(h) =fg(/)ck,

由 g(—£)=/(— t ) — /(^ ) = — [/(^)—于(一t)] = — g(t)9 得 g(£)为奇函数；

F (— J?) = f g(t)dt - ,= [ g (— u ) (— dzz )
J a J —a

= g(u)du = g(u)du + g(u)du 9
J —a J —a J a

因为g(t)为奇函数，所以[g(“)d“=0,于是F(—工)=[g(“)d" =F(z),
J —a J a

故FQ)为偶函数.

4. 周期性——设夕=/■(#)& C D),若存在T > 0,对任意的^6D,jr + T6D,有 

f © + T) — f(x),称y = f〈工)为周期函数，T称为；y = f(Q的周期.

• 2・



*第一章极限与连续丹

三、特殊函数

［—1 V 0,
1. 符号函数----称sgruz —S 0 , x — 0 ,为符号函数，显然| x | = jrsgna'.

［1,工〉0

仃工G 0
2. 狄利克雷函数一一称DQ)='厂为狄利克雷函数.

\0 ,x t R\Q
3. 取整函数——称y =［工］为取整函数，其函数值为工左侧最大的整数值;若工为整数, 

则函数值即为z ,如:［—施］=—2,［岛］=2, ［3］ = 3.

【注解】

⑴［攵］W x.
(2)［広+》］ = ［#］ + ［)］不是总成立的，但［工+加］=［2］+加(其中m为整数)是 

一定成立的.

第二节极限

—、基本概念

1.极限的定义

情形 定义

数列极限的定义(e — N)
若对任意的£ >0,存在“>0,当/2>“时，有丨s—A |<e,称A为数列 

{an }的极限，记为lima” = A.”f 8

函数自变量趋于有限值的 

极限定义(£ —5)

若对任意的£ >0,存在5〉0,当0VI工一Q \<8时，有| /(h)-A |<e, 

称A为/(j：)当h — a时的极限9记为) = A.
x-^a

函数自变量趋于无穷大的 

极限定义(e -X)

若对任意的e > 0,存在X > 0,当h>X时，有 "(h)—A |<e,称A为 

fCx )当工f + 00的极限9记为lim f (x ) = A.

若对任意的£ >0,存在X > 0,当2 V—X时，有丨|<e,称A为 

/(j;)当工f — 00的极限，记为lim /(j: ) = A.

若对任意的e〉0,存在X>0,当丨工|>X时，有丨|<e,称A为 

f〈工)当x fx的极限，记为lim/(j; ) = A.

【例1】证明
n—8 07? O

n — 2 1 2 2
【证明】 对任意的E >0, --- ------- ---- <£等价于n>—,6n 3 in 3e

~ 9 "I n — 2 1
取N = — + 1 9则对任意的£〉0 9当Ti〉N时，有- ------- —V £ 9

,£」 in 3
72 — 2 1由数列极限的定义，得lim—上二斗.

in O
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备全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义

【例2] 设lima” = A 9证明：lim | an |=| A |，反之不对.
n―► oo fi—► oo

【证明】对任意的E > 0,
因为lima” = A，所以存在N>0,当”>N时，有|a”一A |<e.”一►8
因为 I I an l —I A I I M a” 一 A | , 
所以当 n〉N 时，有 1 1 a” l-l A I |<£. 
由数列极限的定义得lim丨a” |=| A |.

”一*oo

设 a” = C— 1)"，显然lim | an \ = 1，但lima” 不存在.
n ~► oo ~a oo

【注解】

(1) lima” = A的本质：即当n — oo时，a”与常数A无限接近.故''若对任意的e >0, 

总存在自然数N>0,当”>N时，有

| a” 一A |<Me (其中M为正常数)”

为数列｛a”｝以常数A为极限的定义.

X Q 9 如:lim 2 = 0.
\x a 口 一► a 9 x~*° jc

(3)极限存在与f(a)存在与否无关，如:■r-*■ a

(2)-* a 包含

x — 2 1

但函数于(工)

A | V £ ,

2 — 3a: + 2 [. (乂一1)(工一2) [.
lim 5---------- =lim 7-------- ---------—7T =11 m , _ 小•r-*l X — 1 工~*1(2 — 1 )(JC + 1 ) x-*l 工 + 1 2

t 2 Q 丁 .. 1.. 0
-一 在工=1处没有定义.

X
(4)若对任意的e > 0,总存在5>0,当工6 (a- 5,a)时，有

I心)一

称A为f(x)在工—a的左极限，记为f(a — 0)；

若对任意的e > 0,总存在8 >0,当z E (a,a+ 5)时，有

I fCx)-B |<E,
称E为/(je )在z =a的右极限，记为/(a 4- 0),

lim/(a：)存在的充分必要条件是/"(a — 0) ,/(a + 0)都存在且相等.jff a

或a(5)对lirn/Cr),若yQ)的表达式中含a岀或a弊 时，一定要讨论左、右极限, 
x~^b

如：于(工)

1
戶
----，研究) 9 

l + e~ z
1 丄 .

当 jc —► 1 时，---- -f一 ，从而 e"T —>09 于是 于(]—0) = 0；
x — 1

1 丄
当 z —► 时，----- -f + 00，从而 e"T f + °°9 于是于(1 + 0) = 1,

因为/(1-0)工/(1+0),所以lim/(^)不存在.

2.无穷小

(1) 无穷小的定义 若limaQ) =0,称aQ)当工—a时为无穷小.
x~*-a

(2) 无穷小的比较
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«第一章极限与连续丹

设 a f 0 9 P T" 0 9 则

若lim — =0,称0为a的高阶无穷小，记为0 = o (a );
a

若lim — —k(k工0,°°),称〃为a的同阶无穷小，记为/3 =O(a),
a

特别地，若lim — = 1,称为a的等价无穷小，记为a〜仔.
a

二、极限性质

(一)极限的一般性质 

定理1(极限的唯一性)若极限存在，则极限一定是唯一的.

定理2(极限的保号性) 设lim/(^)= A >0(或A V0),则存在5>0,当0 V|工一a |<^
x~*-a

时，有 /(^) > 0(或 /(工)< 0).
A

证明 不妨设A > 0,取& =寿>0,

因为lim/XH ) — A ,所以存在5>0,当0 <|工一a |<5时，

A A 人

I /(^)-A |< 或一刁 </&)—A Vg,

A
从而 f (j; ) 0.

推论 1 设 7"(工)豪0(或/'(工)£0)且 )=A,则 A $0(或 A = 0).
推论 2 设 /'(•z)Mg(H)且 lim/Crr ) =A , limg (j? ) =B ,则 A M _B.

【注解】

(1) 极限第一保号性口诀“函数极限正，则去心邻域正；函数极限负，则去心邻域负”.

(2) 极限第二保号性口诀“函数不负，极限不负；函数不正，极限不正

(3) 极限第三保号性“函数的大小次序与极限的大小次序一致”.

1
(4) 若 /(x ) > 0,且 ) —A 9 则 A >0 不一定正确.如 ) =----- - > 0,

1 + x
但lim/(a：) =0.

【例1】 设于(工)为连续函数，且lim心斗>=—1,工=0是否为函数于(工)的极值点？
L 0 X

【解】 由lim "小匕-----=—1得lim/Xz )=1,再由f (工)连续得/(0) - 1 ；
工~> 0 X x-*0

因为1曲八")2_1 = _] < 0,所以存在& >0,当0V|h |V5时，
工-*0 X

f(x ) — 1
V0,即 /(rr) < 1=/(0),

x
故h =0为函数)的极大值点.

【例21 设于(工)连续可导，且lim〔3 = 1,工=1是否为函数fQ)的极值点？
x—i sinirjc
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【解】 由lim册=1得凹")=0,再由心)连续可导得r(i)=o.

因为lim 42
Ll SiriTTH

=1 > 0,所以存在5 > 0,当0 VI IV& 时,匚g>0,
sinzcj?

x 1

当工 6 (1 — 5,1)时，由 sin 兀工〉0得 f' (a-) >0；

当 h W (1,1+5)时，由 sing V 0 得 f\x ) V0, 
故h=1为函数f(.x )的极大值点.

定理3(有界性)

(1) (数列极限的有界性)设lima”存在，则数列仏”}有界，反之不对.
”一>oo

(2) (函数极限的局部有界性)设limf(^)= A,则存在& >0及M>0,当0 V| z—a |<5
H f a

时,\ fix} |<M.
证明 (1)令lima” — A ,取e =1,则存在N >0,当n > N时，有8

I a „ — A |<1,从而 \ a„ | 1 +1 A
取 M = max { | a i I ,丨 a 2 丨‘…，I a| , 1 +1 A | },则对一切的"，有 | a ” | M M ； 

反之，取a” =1 + (― 1)",显然|a” 2 ,但lima”不存在.”一*■8
(2)取 e = 1,因为 lim/1 Q ) = A ,所以存在 5>0,当 0 <|_z—a | <C 8 时，有x-^a
I /(j： ) — A |<1,从而 | /(j；) | < 1 +| A | ,
取 M = 1+| A | ,则当 0 <丨工一a |V5 时，有 | /(^) |<M. 
定理4(列极限与子列极限的关系)

(1) 若列极限存在，则该列的任一子列存在相同的极限.

(2) 若某一子列极限存在，则该列极限不一定存在.

【注解】

(1) lima”存在的充分必要条件是lima?”与lima2»+i都存在且相等；类似地，lima”
幷 fOO 8 nfg 8

存在的充分必要条件是lims” , lima3n+i > lima3«+2都存在且相等.
九—*►8 九一*00 力一>00

(2) 若列极限存在，则该列的任一子列极限存在，如：

1 . 1. p “ “ ------ sm ——
1. x — sinz 1 v 3/I • 1 \ v n n 1lim-------------= -^•，贝limn I------- sin — I = lim-------- -------- = —；
x-*o x 6 n-*g \ n n ' n—g 1 6

反之9若某一个子列极限存在9则列极限不一定存在，如:limcos丄，
jt-*O X

取 乂” = J-----O(zz 显然 limcos — = limcos272K = 1 ；
LYlTt “fg X n n~»g

但因为z = 0为cos —的振荡间断点，所以limcos丄不存在.
X X—0 X

(二)极限的运算性质

1.四则运算性质

设 lim/Czr ) =A ,limg(z ) =_B ,则
(1) lim[/(j;) 土 g(7)] =A 土 _B；

(2) lim/(j; )g (工)=AB ；
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4-心）

&（工）

【注解】

若lim/（工）或limg （工）不存在，则极限的四则运算性质不成立.

2.复合函数极限运算性质

（1） 设 lim/X" ） = A , lim= a 且卩（z） Ha,则 lim 代爭（工）］=A.
u~^a 工一*工0 x-^x Q

（2） 设 lim/（w ） = /（a ）,又 lim 爭（.）=a，则 lim 兀卩（工）］=/ （a）.

【注解】

设P(x ) —aQxn + ai J：n_1 + …+ a”_iH + a”，

Q(J；) ^boxm + + ••- + bm^x + bm ,其中 aobo 工 0,

Oo,
..PQ)九' 
lim —-=< 
乂-8 Q(x ) 0,

m = n

m > 7i 9 
m <Z n.

（三）极限存在准则

1.迫敛定理（夹逼定理）

（1）（数列型）设
a H W bn W C n 9
lima” = lime” — A 9 则 limb” =A.

(2)(函数型)设辽心;则limg&)=A.
Uimj (工)=limn (工)=A ,

【注解】

夹逼定理中 Jim/(jc) =limA(j：) =A 不可用 limEA (jt ) — f{x )] = 0 代替.

如：e° — e~x W e° W ex + e~T ,且 lim [A (j: ) — /(jc )] = lim 2e~J =0 9但 lim ex = +°°・
x —►-J-OO 工，A"]，8 x —>4-00

丄 
【例 1】 设 a > Q,b >Q,c > 0,求极限lim(a" + bn + cn Y .”f 8 
【解】 不妨设a,b,c中最大的数为a,

_1_ 丄
由 an < a" +bn +cn < 3a "得 a < (an +6" +c")7 < 37a ,

丄
因为lim3" =1,所以由夹逼定理得lim(a,1 + b" + c")" —a ,H—a OO ―► OO

—般地，有 lim (a" + b"+c")" = max {a 9c}.
TJf OO

【例2］ 求极限lim
TJf OO

'儿+总+…+忌

【解】令b
n . n . . n 口 右卜

z7+l + ^ +…+产不？显然
2 

-F2— 

n 十7?

2

<_2!J 2 I 1 9 
n + 1

(3)lim H 0).

则

因为lim -y丄一= lim —^ = 1,所以由夹逼定理得
"f 8 n + " L8 77 + 1

lim8
n n n

'Z22 + 1 n2 + 2 n2 + n
=1.
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2.单调有界的数列必有极限

【注解】

(1) 若存在M>0,使得I a” |<M,称数列｛a”｝有界.

(2) 若存在Al】，使得a” 称数列｛a”｝有下界；若存在,使得a” < M2,称

数列｛a”｝有上界，数列有界的充分必要条件是数列有上界和下界.

(3) 情形一：｛a”｝单调递增

若数列｛q”｝无上界，则lima” =+°°;

若数列｛a”｝有上界，即存在M,使得a” 存在.
”一»8

情形二：｛a”｝单调递减

若数列｛a„｝无下界，则lima” = —

若数列｛a”｝有下界，即存在M,使得a”鼻M, lima”存在.
8

(四)无穷小的性质

1.无穷小的基本性质

a ± 0 f 0 9
(1)设a 一0,/?一 0,则令0-0, 即有限个无穷小的和、差、积仍为无穷小，常数与无穷 

小之积仍是无穷小.

(2) 设| a | £ — 0,则— 0 ,即有界函数与无穷小之积还是无穷小.

女口 : lima*2 sin 丄=0.

2. lim( 1 + △)以=e.

x-*0 X

(3) lim/(j?) =A的充分必要条件是/(rr ) =A + —其中a — 0.
2 •等价无穷小的性质

a〜〜a，

[a〜仔90〜、亠a〜/.

(2) 若 a 〜5 /〜且 lim — —A 9 则 lim — =A ・
a i a

(3) a ~ 的充分必要条件是0 =a + o (a).
3.x  -0时，常用的等价无穷小

(1 ).z 〜sinj?〜tanjr 〜arcsinjr 〜arctanjr 〜ln( 1 + jc ) ~ eJ 一 1;
2

(Z； 1 一 cosjc 〜—91 — cos x 〜—x ;

(3) (1 jcY 一 1 〜ax ;
(4) a° — 1 ~ x Ina.

三、两个重要极限

利用两个极限存在准则，可以得到在极限计算过程中非常重要的两个极限:
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]

【例1】求极限lim( 1 + sinjr2 )1_co&r・
0

1 1 sinr2 Hm siru-2

【解】limd + sin^2)1^ = lim I (1 + sin^c2 )8inj2 | =e2.
■z->0 x-*0 L 」

丄

【例2】求极限+
工一o' 1 十 sinjr /

【解】 lim
x-*0

1 + tanjr
1 + sinz

【例3]

【例4]

【解】

i
~3 [. I . tanj? — sinz = lim||1+ 1 + sin.'

x-*0

l+sinj lim -
=严

l+sinj 
tanx—siar

1 tanr—sinr
3 * 1+sinx

.. taar 1—cost 
lim  • o— 1

=eT

求极限lim (cos丄)
OO \ JQ /

【解】 =lim 1 +lim (cos — 1
cos —

i12

=e =e

求极限lim
x -*-0

lim
jc —*0

=lim
才一* 0

【注解】

jr ]
(1) 如图1 一1所示，当0 时，由S mob =㊁sinz ,

S mob = y-r , S RtAAoc = y tanz，得 sinr < jc < tartr.

(2) 记住如下三个常见的不等式：

① 当工$ 0时，siaz W x ；

② 当 x >0 时,ln( 1 + j;) Vh;

1 + 2乂
-2~

3

2

1
1 + 2J \ ~

2

③当工H0时，e’>l+°.

第三节连续与间断

—、基本概念

1.函数连续性概念

(1) 函数/Xz)在点z =a处连续----设/'(工)在工=a的邻域内有定义，若lim/(jr )=x-^a 
/■(a),称函数/(jc )在工—a处连续.

(2) 函数/'(工)在[a,刃上连续——设函数/(^)在匕，刃上有定义，若满足：

① 于(工)在(a,b)内点点连续；

② f(a) = f(a +0),/(&)= fCb —0),称函数/'(攵)在[_a ,b~\ 上连续，记为 f O G C[_a ,bj.
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【注解】

(1) 函数/ (工)在点x =a处连续的充分必要条件是/(a—0)=/((2)=/(a+0).
(2) 若函数/Xz)在点工=a处连续，则函数| f{jc ) |在点乂 = a处连续，反之不对. 

若函数/(jc )在点z —a处连续9即) =/(a ) ?

显然 0 <11 f(x) l-l /(a) 11^1 fdx)-f(a) I，

由夹逼定理得lira | ) | = | / (a ) |，即函数| f(,jc ) |在点工=a处连续.
x-^a

反之，设/(jr )= 对任意的一点x =a ,显然lim/{x )不存在，即
\—19 x G R\Q, x~*a

/(j：)在点z =a处不连续，但| /(j; ) I = 1处处连续.

(3) 若函数f Cx)在点攵=a处连续，则f O 在点工=a的去心邻域内不一定连

(0, 工 W Q, ” .
续，如：/(,z )= 显然lim /(^-)=/(0)=0,即于(工)在点、工=0处连续，

\x , jc G R\Q, I
但对任意的x —a工0,因为Iim/(J7 )不存在，所以/(^ )在点工—a处不连续.

2.间断点及分类

若lim)工于(a),称/'(z)在H=a处不连续，且x =a为f(jc)的间断点.间断点的分 
类如下;U

(1) 若/(« -0),f(tz +0)都存在，称工为f(Q的第一类间断点，其中

① 若fCa —0) = f Ca + 0)(7^= /(a)),称=a为/'(工)的可去间断点；

② 若/Xa—0)Hy(a+0),称工=a为/'(工)的跳跃间断点.

(2) 若f(a — 0), f(a + 0)至少有一个不存在，称x =a为/'(工)的第二类间断点.

■ir 3   3 T —I— 2
【例1】 设心= — ，求/Q)的间断点并分类.

X — 1

【解】7= — 1,工=1为/(JT )的间断点，

因为lim/(jc ) =°° ,所以攵=一1为)的第二类间断点；
■Z f—1

qr 3   § -r —I— 2 3 了 2   3
因为limy(g ) = lim------ ----- ----- = lim   -------=0,所以工=1为f {x )的可去间断点.

工-*1 才-*1 X, — 1 X-*—1 乙 OC

1 n I jr I
【例2】 设/•(工)=匕工J,求/(^)的间断点并分类.

X 一 1
【解】X = — \.x = 0“ = 1为/(JC )的间断点.

由 lim/(jr ) = lim ------ -
工—一1 才—一1 x — 1

ln(— x )
JC + 1

1 ]. In口 一(jc + 1)] 
畀巴―r+i_ 得 H = —1 为 f\x )

的可去间断点;

由)= + °o得工=0为/(J?)的第二类间断点；
x -*0

由 lim/(jc ) = lim —^―- • —=寺 lim 山口 十〔_■—=斗 得 2=1 为 f (j:)的可去
工一1 工一* 1 a* ~r 1 x —— 1 Z 工〜1 x —— 1 Z

间断点.
]

1 —已二1 1
【例3】 设/(工)=—巳匸•于，求/(工)的间断点并分类.

1 +戶

【解】鼻=0,工=1为/(a：)的间断点.

• 10 •



«第一章极限与连续丹

由 /(0 — 0) = lim -------- —
y 1 + e~

, ］一 e"T 丄/(0 + 0) = lim -------- -- • e1
工-* 0十 11十e

=+ °°得工=0为/(J：)的第二类间断点;

由 /(1 — 0) = lim
］

1 +尸 厂1 + e占

1 — eJ_1 1 1 — e"
/(I + 0) = lim -------工• e" =e lim -------- -- = — e得工=1为f (工)的跳跃间断点.

1 +e~ 1 + eE

二、闭区间上连续函数的性质

1. (最值定理)若f d 6 C[<2 ,6],则/(J7)在[a,b]上一定存在最小值和最大值.

2. (有界定理)若/'(工)6 C[a,6],则f(^)在[a,b]上一定有界.

3. (零点定理)若 /(j? ) C C[a,b],且 f｛a )/(6) < 0,则存在 g G (a,b),使得 f (^) =0.
4. (介值定理)若/'&)e c[a,刃，对任意的"e [加，m],存在w e [a“],使得y(e)= 7.

【注解】

(1) 设于(工)e co』],证明关于w e a,b)的命题时，一般使用零点定理.

(2) 设/'(工)e C[a,b],证明关于w c 0,刃 的命题时，一般使用介值定理.

(3) 设/(J7)e C[a』],若出现函数值相加的条件时，一般使用介值定理.

【例1】 设函数于(工)在[0,叮上连续，且/(0)=0,/(1)=1,证明：存在C 6 (0,1),使得

/(c) = 1 — 2c.
【证明】 令cp(.x) =/(rc) — 1 + 2jt,S然爭(工)在［0,1］上连续,

°(0)= —1,卩(1)=2,
因为爭(0)卩(1)<0,所以存在c E (0,1),使得爭(c)=0,即7"(c)=l — 2c.
【例2] 设/'(工)在[0,2]上连续，在(0,2)内可导，且/(0)=1,/(1)+2/(2)=3,证明： 

存在 £ 6 (0,2),使得 /(^) =0.
【证明】 因为函数/'(工)在[1,2]上连续，所以于(工)在口，2]上取到最小值m和最大值 

M,由3加</(1)+2/(2) W 3M,得血£ 1 再由介值定理，存在c 6 [1,2],使得/'(c)
=1.因为/(0) =f (c) =1,所以由罗尔定理，存在$ 6(0,c) CZ (0,2),使得=0.

重点题型讲解

题型一 极限的概念与性质

【例1】“对任意的£ > 0,存在N >0,当"鼻N时，| a” 一 A |<3e ”是数列｛a”｝收敛 

于A的( ).

(A)充分条件

(C)充分必要条件

(B)必要条件

(D)既非充分又非必要条件

・11・



【解】 本题考查对数列极限定义本质的理解，事实上对任意的e>0,3e> 0也是任意的， 

| a” - A |C 3e表示当n趋于无穷大时,a”与A无限接近，与数列极限的原始定义本质相同， 

应选(C).
【例2】下列结论正确的是( ).

(A) 若数列｛a”｝，仏”｝都无界，则｛a”b”｝无界

(B) 若数列｛an｝ , ｛b„｝都无界，则｛a” 土 b„ ｝无界

(C) 若数列S”｝趋于无穷大,｛bn｝无界，则仏”久｝趋于无穷大

(D) 若数列｛a”｝ ,｛bn｝都趋于无穷大，则仏”久｝趋于无穷大

【解】取如屮'"弓二'「” =『'"=覚'「’显然｛山与血｝都无界，但也

IO,/? =2,4^6<* ・9 \n jTi = z ,4,6 , •••,

= 0,(A)不对；取a” = 1 [卩,b” =1 •。上，显然｛a”｝与仏”｝都无界，但a” + b” =1, (E)不对；取

I r\ 7? — "| Q 5 • • •
'显然｛a”｝趋于无穷大,｛bn｝无界，但｛anbn｝无界而不趋于无穷 

\n , n = 2,4,6,…，

大，(C)不对，应选(D).
【例3】 设/"(工)在(一3,+*)内单调有界，｛a”｝为数列，下列命题正确的是( ).

(A)若S”｝收敛，则｛/Xa”)｝收敛 (E)若｛a”｝单调，则｛f(a”)｝收敛

(C)若｛/(a”)｝收敛，则｛a”｝收敛 (D)若｛a”｝有界，则｛/Xa”)｝收敛

【解】 因为于(工)单调有界，所以若S”｝单调，则｛/(a”)｝单调有界，故｛/(a”)｝收敛，应 

选(E).

【例4】lim —cos丄等于( ).
Z—0 X X

(A)0 (B)l (C)oo (D)不存在但不是*

【解】本题考查列与子列极限的关系，若存在两个子列极限不同，则列极限不存在.

取工” =—--- 0(” —► °°), lim —cos — = lim2?z 兀cos2”tt = 00 ；
2t! 7t w-*°° 3C n X n

取几 -* °°), lim ——cos — = lim 12?? tv + 
yn yn ”y\

=0 9-------------f 0( 72
2/?7T + -|-

则lim -cos丄不存在但不是*，应选(D).
•rf0 x X

题型二左、右极限

【例1] 设/(工)=』

arctan3<z + — 1
----------------- ，工 < 0,

2,
(1 + sin^),an5x 一 1
-------------- :---------- 9 X

=0,且lim/(j;)存在，求a的值.
•r f 0

x arcsinj?
> 0,

【解】/(0 — 0) = lim

/(0 + 0) = lim

arctan3jr + eax — 1 .. arctan3jr — 1-------------------------- =lim r lim --------- = 6 + a 9 
■o_ x x—0~ x

tan5x ln( H-sinr ) -\e — 1
2~

X

X

(l + sin^)tan5j -1---------------:-----------=lim
•r f ()+x arcsinjr

X

• 12 •



«第一章极限与连续

tan5jr • ln( 1 + sinj? ) .. 5乂 • sinjr
= lim --------------- -------------- = lim -------- ------

工~()+ X 工一0+ X

因为lim/Q)存在9所以3 +(2 = 59故a =2.
x-*-0

| X 3 一 X

X

1,
【例2] 设于(2 )= 研究lim).

x =0,
•0

l ［・ S1FLZ 厂=5 lim ------= 5 9
lo+ 工

,工 H 0,

x2 一 1 | = lim —— = 一 1,
x-*0_ X

x2 一 1 | = lim ' X ' = 19
才 ~o+ x

S1ILZ

【解】 /(0 — 0) = lim /(j;) = lim - ---- • |
x->0— 2

"I 
/(O + 0) = lim/(j: ) = lim ------ • |

•r-*o+ 2
因为y(o — o)工y(oo)?所以lim/Xz)不存在.

•z-*0
1

i —

【例3】设fS=----- ，研究
1 + 2- 宀

1 1

【解】 由 lim 2^ =0,得/(1-0)=1；由 lim 2冃= + *,得于(1+0) = —1,
工-*1 + 

因为/(I — 0) # /(1 + 0)，所以limy(工)不存在.
J-~*l

2

(2 — cx sinjc \
二^ +百一订幻)存在，其中O］为对工取整，求a的值. 

丄
/2 — eJ sinjr 厂

［解］lim I + —心」
l0- '1 + e”

/2 — ex sinz 厂 n上寸=+百-3

丄
/2 一 sinz 「n\
---- +「7T_ 匕」存在，所以Q =0.
1 + eJ 1 1 '

1

2-e7
=lim ------- g--------1 — Q (— 1) = 2 + q — 1=q + 1,
Y 1 + e7

1

2-e7
=lim ------- + 1 = 19

1 + e7

因为lim
工一＞ 0

题型三不定型极限的计算问题

【思路分析】

(1) 不定型极限的计算应该是极限计算中最重要的类型.不定型极限的分类 ： 

基本不定型：+型、1°°型.

OO
其他不定型：一型、0XX型、00 — 00型、oo°型、0°型.OO

(2) +型极限计算常用方法有：等价无穷小替换、洛必达法则、麦克劳林公式等.

彳型极限计算注意如下习惯：

出现“时，一般化为e"5"S；

・13 •



用全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义 ........................................ .

出现ln(l + △)时，一般使用ln(l + △)〜△；

出现△ — 1时，一般使用誉—1 ~ cp及(1 +竿)"一 1〜acp ; 
x，taru? ,arcsinj? ,arctanj;中任两个函数之差为三阶无穷小.

(3)1°° 型极限计算时按如下两个步骤进行 ：
丄

第一步，凑(1 +△尸 的形式；第二步，恒等变形.

【例1】 计算下列极限:

(1) lim
•z0

(3) lim
■r f 0

(1 + 2工产-1
2~

J3
_ 2

+ cosjc 一 2

zn. - tanz — sinj?
(2) lim

x —*0 X 3

(5) lim
•z f O

x arcsinjr
(4) lim

•rf 0

vT+taKr 一 vT~Hz

JC 3

arcsirtr xe ——e
3X

(6) lim
H f O

1 x
In - ----

sinz
-2
X

1 十 COSZ

(7) lim
•zf 0

2
3*

X

-1

(1 + 2 r )sirir — 1
【解】(1) lim打十/弋

才f 0 X
= lim -

工一*0

sirtr • ln( 1+2h )

lim
sinj? • ln( 1 + 2工)

=2.

(2) lim
J--*O

tanjc 一 sinjr tanjc
lim------
•rf 0 X

1 — cosjc 1
I

(3) lim
h-* o

_ 2
e-^ + cosh — 2

lim
T~*0

_ 2
e_J + cosjc 一 2

x arcsinz

lim
2

e J 一 1) 一 (1 一 cosjc )
- X 1 2----X 2

1 [. tanjr 一 x 
V limLi H— 0

lim
工-*0

3_

-1

X 3 X 2

X 2

X 2 X 2

X 2 X 2

(4)
vT+tanz 一 \/1 + 无

lim
•r — O

lim ________
L。a/1 + tanx + 丿1 + h

tanj? 一 x
3XX 3

1

-1 丄4^x3

2 sec x
2

(5) lim
j--*0

arcsiar e arcsinr—x -\P --- 1
lime" •-------- -------
工~*0 x

[. arcsinj?——x 
=lim

x-*0x3 X 3

1
1

=lim
yi—x2

~2

1 (1 —工 2厂丁 一 1
—丁 hm 2

o 工―o x

£ lim
3 工-*• o

3x

小i

X 2

lim
x->0

ln-^- 
sinj?
x 2

=lim
x-*-0

1 /_. . x 一 sinj? 
In 1------- :-------

sinj? x ― sinjr
=lim

0 jc 2 sinjrJC 2

lim
—0

x 一 sinj? 1 一 cosjc
lim
工一>0

丄

(6)

x 3 3/

• 14 •
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1 + cos 无

(7) lim
H—0

=lim

.I+cosjx • In---- 2----P — I
-----------------=lim

3C o

i 1 + COSJT 
x • in

【例2] 计算下列极限:

ln(l + C0S"-1

(1) lim
J7-*0

1 一 cosj： • cos2h

(3) lim
x-*0

sin(sinjc ) 一 x

【解】⑴

(2) lim
•r-> o

(3) lim
H-*0

=lim
Hf 0

[. 1 一 COSJC • cos2j?
lim
x -*-0

/c、- [sinz — sin(sinz )]sinz(2) lim
工-*0

(4) lim
L 0

2 2 • 2x cos X — sin x
4 

X

[. 1 — COSE .[.
=lim------ --------H limcosg •

J?-*O X X-*O

1 — cos2je
JC 2

1 . 1 — cos2jc 1 .[・
=—4- lim------- 2------=百十 hm

Z X-*O X / X-*O

sirtz —sinCsinj? )]sinjr [sinz —sin(siriz )]sirir
---------------- -----------------=lim------------------------------------4 亠 • 4x 工—0 sin jc

sinjr .. t 一 sint lim
r->0

[. 1 — cos£ 1=lim
L0

sin(sinz)—x sin(sinj? )—sinz
=lim

0C 3
+ lim

H f 0

S1FLZ — 3C

,v sinCsinz) — sinz sinCsinz ) — sirir
ffl lim----------- -----------= hm

工~° JC x-*0

sirir =

•Z3 sin3j?
v sin/ — t 
lim
i-*0

[. cost — 1 
lim----- ；—
-0 3z2

lim
J7-*0

sinj? 一 x
=lim

J7~*0

COSH — 1 ■4得

2
3 

X

-1
2

~3
X

X 3

X 2

X 2

X 3

2

2
~2
X

1 [. COSH — 1 丄

X 4

X 2

X 2 X 2

£

3 6

X 3

3

丄

[. sinCsinj? ) — jc 
lim
■Zf 0

2 2

丄 
IX 3

(4) lim
•zf 0

2 小~ -x cos jc 一 sin jc
4 

X

1. x cosjc + sinj; x cosx 一 sinjc
=lim-------------------- • lim

■z~*0 JCJC JC 3

liml cosj: +
•rf 0 \

sinz
JC

x cosh — sinjc
• lim

x->0 JC 3

c — cosh — jc sirtz — cosjc =z lim
0 3*

【例3]

2 sinj? 2
=----- lim------- =----- .

3 工->0 x 3
设/(工)连续，且/(0) =0,/，(0)=兀9求

(1) lim
•Zf 0

一 t)dt
o (2) lim

•If 0

tf{x 2 — t2 )dz
o

X 4

【解】

(1)由 — t)dt =
J 0

(h — u)/(u) (— du) = a: \ /(u)du — 
J o

uf (u)dw 得
0

jc 3

*0

• 15 •
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lim
jr-*O

tf^jc — £)ck x
= lim-

L 0

/(u)du —
o

uf(u)du
3 ----------------= lim

X L °

=+1口心小—八 °2=£ 十(0)=»
o x->o 工 b bX —0 工

(2) 由 tf{x2
J 0

t2)dt =---- 2 — t2 )d(jr2
o

2*2 i
9 x X — t = U 1

—f )      —
丿 2

.2

/ ( u ) dw 得
0

lim
工一*0

tf{x2 — t2 )d£
=lim

x-*0

【例4]

X 4

求下列极限:

* • 2工• /'3)]

I4工3
lim
J?-*O

于(工2) —于(0)
J7 2

= »；(0)=鲁

丿1 +工—e2
吧工一ln(l+_z)；

工2

⑵ Um e7 - cor
lo x — sin jc

2

【解】(1)由 ln(l+«z)=7 — + o (jc2 )得 z — ln(l + z )
X 2

T9
2

由(1 xY =1+处 + ~~ x2 + o (jc 2 )得 %/l + h = 1 +----? + o (工2 ) 9
zs! Z o

2 三 2

再由 eJ = 1 + J7 + £----0(工2)得"—1 + ^- + ^- + o(jr2),
Z J Z o

于是丿1 +工一"--- 宁9故lim f升,
4 x->o x — ln( 1 十工) z

2 _£ 2 4

(2)由于= l+ «z + £----0(工2)得已 2 =1— ? + 务 + o(*),
2! Z o

2 4

由 cosjc = 1 — £----F 壬-- o (才)得 e
2! 4!

2

2~e — cosh
2 • 2x 一 sin x

于是lim

1

【例5]

(1) lim
0

=2 lim
2 4 工 f o

计算下列极限：
1

arcsinjc \ 尹

(3) lim
+OO

(2) lim
•z—*■ 0

2

T

4
X

2 -~2~
x — sin jc

3
X

-g〜訂

1 x
=乔lim 丄•-1Z x-*o x 十 sinjr

2
X

工3

x — sinjr

1=£ lim ------------ =—
x — sinjr 8 工一o 1 — cosjc 4

(2) lim
H f 0

1 + taru?
1 + sinjr

1
~3

1+丄)
X】

【解】⑴lim
x~*0

e

/arcsinj; \ 尹 一 (r , arcsinjr — x \ arcsinr —
---------- =lim n--------------------

\ 工 / —0 [ \ x !

3

1
2 ~~2..(1-x ) -1

lim ----------- ---------
=e— 3J

arcsiru 
lim ----------

arcsiru—工
3

—=e^

i
1 + tanjr \
1 + sinjc)

- /. . tanjr — sinx
=lim (1 H---- ——:-------1 十 sinjr-*0

1
~3

• 16 •
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（3）方法一 lim
Hf+oo

1_

甘由1 ]• (1+/)'
其中一 lim------------e f-*o t

所以原极限 =e

方法二 lim
工〜+8

[. / . tanjr — sinjc=lim|(1 + -r+sin.
工-*0

—sinz
lim -7-------------

(1+sirw)

】+丄)
X /

e

1 + sirtr 
tanr—sinr

tan-r_sin.r

丿(1+sior)

lim •

=e_
tartr—sirtr

丄lim

=e

.. tanr 1—cosx .
lim ----- ・----- o—
e" / =/

=lim
X_»_|_OO

=lim(

3

1

吩）J

X

(吩)
1
7 e

_1_
1 .. (1+z) 1 -e
—lim------- --------
S-0 '

卍）

ln(l+C 、
—e . e ~ 一 — 1 .
-----=lim---------------- = lim

/f 0 t r-*0

ln(l + £) — t
2

=lim
—o

IT7-1

2t
1_

1 +丄

e

【例6】计算下列极限:

lim
z-*0

(1)
1

tan2jr

1 • _ sin2j?lim X
r->0+

(3)

(5) lim \nx ln( 1 —工)；
r f °+

【解】（1） lim
工一＞0

1
tan2jr

（2）方法一

方法二

=lim
+OO

=lim
_r-*0

=lim

八（心） 2ln(l+y ) -X

2
1

[3T T = z !. In(l+t)—/ 
hm------ «------

e'f° ' =e

-- ---- 1
..1+t 
hm- 

Z->0 "

(2) lim (2一 J虹? + 4工 + 2 )；
•Zf+°°

(4) lim ^+2 + ^2+2^-l
工一» _OO J工 2 — 2«z + 4

1

= e_T

(6) lim 
lo+

. 2 2tan x ——x
x 2 tan2 jc

tanjr + x

lim (2jc —丿4工$ + 4工 + 2 )=
工~*+°°

lim (2jc — J0工 $ + + 2 ) = 一 2
x_»_|_oo

taar

, 2 2[. tan jc — jc=lim-------- -------
•rf 0 X

tanj? 一 jc
=2 lim

x->0x 3

sec2 一 1 
3jc 2

—4工一2lim

1+1+占-1

_____________= — 1.
2w + J\x2 + 4jc + 2

十Y)
—2 lim------------------

z-*o t

i
7

_ 11
3C

• 17
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由（1+工）"一1 〜ax （
2 丄

0)9得(l+t+?) — 1 ~

故 lim (2jc —丿4工$ + 4工 + 2 ) = — 2 lim
j. 00 r->0

朴+9

----------------=—1.

(3)
lim sin2x lar 2 lim x lor

1 • sin2x J-*。 小 j-*0lim jc = e = e
r-0+

(4)
1. 2 + 2 + J 4工 2 + 2 工一
lim

(5)

(6)

Jx2 — 2jc +4

=e

lim
1 + —-X

2 lim 竿 
■rf0+ 7

1

]_ __________
H 1 1. 1+2/ —丿4 + 2t —厂 r

....... ... lim----------------------------------- = 1.
z -丿1 — 2r +4厂

lim Inj; • ln( 1 — jc ) = lim x \nx • 山"】 ")

X-*0~*- Hfo + 工

[ [. ln( 1 —工)
=—lim x lnj? • lim

zfo+ a-->o+ —x
1

【例7]

【解】

由lim
•Z—o+

lim 
r —*•0^"

i [. Inz
=一 lim x \.nx =— lim —— 

x-*0+ =-*()+

X
taar lim tanr • ln~7=

1 tanr .—石 lim ----- •! lar

a -0+ =e

lim 手=limjc
1 T-*0+

3C 2

=0.

设lim
x—0

—■57 lim i lor 
z+=e

2_ 

ln(l + 27)

ln(l + 27)

1 .. Inz
—y lim -7-

0 n=e = e = 1.

+ 存在，求k的值.（其中Cz]表示工

2_ ]

,v ln(l + 2J ) $
由 lim ------------—=

^°" ln(l + 27)

2 • 22,ln2
..ln(l + 22z) .. 1 + 2"
lim ------------ ---  = lim —-—-—

ln( 1 + 2 ) /—8 2 • ln2

1 + 2’

lim k[_jc~\ =k lim [h ]=—怡 9 得 li
r-*0_

2_
ln(l + 27)

~T""
ln(l + 27)

1—=i

1+2’

=2 lim 2Z •亠’—=09
—g 1 + 22r

2_

…卩n(l + 2、心 

■o1 hn(l + 27)

2 ・ 2Zt\n2

im
X

的取整函数）

2’ + 22tlim ?(l + 2：)= Hm 1+ 22/. =2 lim - | ； =2,
L+00 ln(l + 2 ) l+oo 2 ln2 ^+°° 1 + 22

lim k\_x~\ =k lim \_jc ] = 0 9 得 lim 
r~*()+ Hf ()+ 工-*。+

1 + 2，
2_

ln(l + 2；)+g

ln(l + 27)
=2,
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_2

(ln(l + 27) , ,r J
因为lim ------------ +如门 存在，所以k =一2.

Un(l + 2^ ) 丿

题型四"项和或积的极限计算

【思路分析】

n项和或积的极限计算的一般方法 ：

（1） 先计算和或积，再计算极限.

（2） 夹逼定理（分子或分母次数不齐时，一般使用夹逼定理）.

（3） 定积分的定义（分子及分母次数都齐时，使用定积分定义求极限）.

【例1］ 求下列极限:

⑴哩比+衣+…+ （2「1；（2“ + 1）

(3)

(2) lim
1

2 + 1)

limcos —cos 
” f OO 2

x 工
—7・・・COS —(工工0)；
22 2”

=lim8

(4) lim(l + 工)(1+兴)・・・(1+工2 ) ( | J? |V1)・8

【解］(1)因为 1 X 3 + 3 X 5 卜(2〃 — 1)(2“ + 1) ~2\1~2n + l
，所以原式=*.

(2) 因为£宀5 =】-尙，所以原式巳匹］（】 1
/? + 1

一（卄1）-

(3)
X X JC

limcos —cos 飞…cos — 
— 2 22 2”

X JC JC
COS —COS 匚…cos 一

2 22 2” 
=lim-----------------------------

n—>OO 丁
2nsin — 

2"

2"smF

X
• q nsinjc — Z 

------lim------
X n->oo . x X

sin — 
2〃

sinjc

(4) lim(l + jc)(1 + j：2)e,,(l + jc2 ) = lim
n-*°o

（1—工）（1+工）（1+工2）・・・（1+工2 ）

1 — 3C

］一工旷七

1 — x
1

1 — x

(1) lim8
+ ••• + —

丿 + z?

【例2】求下列极限：

1 +-————
“2 + 1 a/4t? 2 +2

,,1,2
⑵ hm ( ~+ -TV+ …

woo'兀十卅十］ n 十刃十Z

【解】(1)因为——
a/4t?2 + n \/4zz2 + t

+1— ------ )・
n2 n n '

W —Ci = ］ g2 9 …，并)9
74n2 + 1
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n 1 n

n n

所以 --W -  ~\..    + - ---- -丄 - £ _________  ,

丿 4兀？ + 7? J Gri1 + 1 a/4h2 +2 y4n2 + n 丿加？ + 1

又因为lim , =lim ," =斗,所以由夹逼定理，得原式=£.
i 74^7 + 7 L8 丿4/ + 1 L 2

(2)因为 一—
n + 72 + 7?

冬^+；+2・ W 庐丄;+ ］（・=1，2,•••，〃），

~rn(X + 1) 
所以=

■~rn (?? + 1)
又因为lim —-------------= lim

”一 8 n * ” + ” ”f 8

【例3】求下列极限： 

l2+22 + -+n2
lim
n-*8

(1)

(2) lim
oo

(3) lim”一►8

(4)

i 9 -^-nCn + 1)

----------------- 1-------------------... ----------- - -------v  _________  
n2 + n + 1 n2 + n + 2--------------------------------- 7?2+n + l

4(并 + 1)] 1
丁一■ =石，所以由夹逼定理，得原式=£・
72 十兀十1 / /

sin

n3

T
-----+--------- H-------F-

、后+22
7T .2兀 .72 7T
— sin — sm —
n n n

"十㊁

2 +n2

lim-------
n-*°° Yl

n + 1
n + —/

n

1

(5) •2limS---一7
n ~\----------

n

【解】

(2)

=ln(j： + yi + )JC 2
1

=ln( 1 + a/2-).
0

⑶显然一-空si 
n + 1 —

7TZ 
sin — 

n

7T sin —
71

72 + 1

.2k . nrc
sin — sin — * .
------Y H------- 1--------y < — 2j sin —»
“+* “丄丄”n-----

n
且 lim—kfsinU

”foo n + 1 z = 1 n
n

=帆+1
•丄fsin叵

兀『1 兀
=lim —工 sin

X i = 1

i

sinTTj? dj?
o

7T
sinj? dj;=—

0 7t .

=・」 2 sinjc dr =—
0 7t

20 •
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所以由夹逼定理，得lini8

兀 .2兀 .H7T \
sin — sin — sin —

“ ++•••+—
1 1

/? + — n H---- /Z n
72 + 1

2
7T

1 2
n n

(4) lim ■ = lim
n->oo 72 ”f 8

而［Inj? dr = h Iflz I — | djr = — 1,所以原式=e-1 
J 0 Io Jo

(5)因为£
:=1

1
.(/ + 1)2

72 H--------------
71

- 亠-

i = 1 | 2 十丄 i = 1 t = 1 IIn ~\---------- n H-------------------------------  丄十
n n

又因为工
1 = 1

1
,(i + 1)2 

n H------------n

,(n+1)2 
n ~\-------------n

0(n — oo),

:亠七+-
n ~\---- ri --------- n -

n n

——气- ► 0(n — °°),
n-----

n

1_____
I G + l)2

n
/ = 1

且
1

1
/： \ 2

所以由夹逼定理，原式=lim丄$

心8 n ： = 1
dj?

0 1 + H 2

_ 7t

7
1 + n

1

题型五 极限存在性问题

1
/ • x 2

n

【思路分析】

数列极限存在性证明通常分为： 

情形一：不存在递推关系a卄1 =/(a„ )； 
情形二：存在递推关系a卄i =f(a”).

证明数列｛an｝单调性证明通常有如下方法：

(1) 数学归纳法；

(2) 使用重要不等式；

(3) 判断a„+1 — an的符号；

(4) 若 <2„+1 ，令，n/Xz),若/"'(•r)》。，则仏”｝单调，

其中若5 Wa2,则数列S”｝单调递增；若5鼻如，则数列S”｝单调递减；

(5) 若—+1 =f(a„)中f(a„)具有中值的形式，可以使用中值定理.

【例 1] a !〉0,且 a”+i = ln( 1 + ) (/? =1,2,…).
.a”
In-----

(1)证明：lima”存在，并求此极限；(2)求lim _邑二.
n-*°° ” f 8 a n

【解】(1)已知s〉0,设<2人>0,则a&+i =ln(l+a*) >0,由数学归纳法得

an > 0(/2 = 1,2 ,…)；

因为工〉0时,ln(l + ) <工，所以a”+i = ln( 1 + a ”)V a„ ,即数列｛a ”｝单调递减,

故lima”存在.
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令lima” =A ,q”+i =ln（l +a”）两边取极限得 A = ln（l + A）,解得 A =0.
oo

t — ln( 1 + £ )
.十 ln(l+/)

【例2]

t — ln( 1 + Z) _ 1

设Q1 C （0,兀）山卄1 = sinan，证明:\iman存在9并求此极限.

【证明】 因为a】C （0,兀），所以a” 6 （0,1]（“ =2,3,…），即数列｛a”｝有界.

因为当工$0时，sinz £工，所以a”+】=sina” £a”，即数列｛a”｝单调减少，根据极限存在 

准则得lima”存在.

令lima” = A，由 a卄】=sina” 得 A = sinA ,于是lima” = 0.

【例3] 设ax =^2 ,a2 =丿2 +©" ,a3 2 +丿2 +施9…，证明：lima”存在并求之.
8

【证明】 显然a ”+i =丿2 + a”，令_y =丿2 +工，因为y'=—】>0,又因为a】 <Za2,
2-/T+7

所以数列｛a”｝单调增加.

现证明a”《2.

fli =麗W 2,设a& £ 2,则ak+1 =丿2 + a& W丿2 + 2 = 2,由数学归纳法得an £ 2,即 

｛a”｝单调增加有上界，根据极限存在准则得lima”存在.8
令 lima ” = A ,由 an+l =丿2 + a”，得 A =丿2 + A，得 A = — 1（舍去），A = 2.8
【例 4】 设 5 = 2,a”+i = £（a” + 丄）（n =1,2,…），证明：lima” 存在.

/ \ Cl n ' n-*°°

【证明】 由a” +丄3 2得5+1 =寺£”+丄）M1，即数列S”｝有下界；

再由a”+i — a„ = £（a” +丄）一a” = --- ---- - W 0,得数列｛an｝单调减少，

2 ' a„ / 2a”
故lima”存在.

n ~°°

【例5】 设0 V a】V 2,又q”+i = Ja”（2 — a”），证明：lima”存在.
n-*oo

【证明】 由a卄1=厶”（2—a”）:C ---- =1,得数列｛a”｝有上界;2
2a„(1— a

故lima”存在.

=亍.fd — /(jr )dj; (n =1,
【例6] 设/'（工）在[（）,+*）上单调减少、非负、连续,a” =

2,…），证明:lima„存在.

【证明】 a„+1 — a„ = /(n + 1) f(j：)dj：,
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「卄1 「卄1

因为 f(.x )单调减少，所以 /(j;)(lz /■(" + l)dr=/'(“ + l)，于是 a”+i ~a„ W 0,
v n n

即数列S”｝单调减少.

又 Q〃=[/(l)—[ /(j?)dj7] + E/(2)— \ ] + ••• + [/(?? — 1) — [ /(j: )dj? ] +
J 1 J 2 J n-1

「2 C2 「2
f Jn)、因为 J /(j： )dj? W j / (1) djr =于(1),所以 /(l) — J /(jc )dj： $ 0,同理 /(2)— 

[/(j： )dj? 0 , •••,/(/? — 1) — [ /(jc )djr $C)9 且 /(n ) $0,所以 a” $ 0 9 故lima” 存在. 

J 2 J n—1 “f 00

(2)设 a

【例7】
T

(1)证明：当工 >0 时,ln(l+^) > —
1十工

= l + £ + ・・・+---- Inn，证明：lima”存在.
Z 71 n-*°°

【证明】(1)令 /(jt) = ln(l+^) --^,/(0) =0, 
1十JC

1
1 + H

]
(1 +x)2

(2) 若 lim 弓"]— A 工 0,若 limg (j? ) = 0,则丘m/(j; ) = 0；反之亦然.
g(#)

> 0(H > 0),

/(0)=0,
(z ) > 0(h > 0)

得 > O(jf > 0),故当 >0 时，ln(lD > ——
_L十工

(2)a”+i — an
1

/? + 1

由 X

-ln(l + £)

丄

由ln(l +丄)—=-^ 得a+ <a”，即S”｝单调减少.
\ nf 1 〃十1

]---n
1 i C2 1 f3 1 「卄 i 1

由 1 —-—  -----〉 —dj? + —cLz + ••• + —cLz = ln(n + 1) 得
2 n J i x J 2 jc j n jc

an > ln(7? + 1) — Inn〉O9即｛a”｝单调递减有下界9故lima”存在.
n-*oo

题型六含参数的极限问题

"九".、 >n(cosz — 5)sin_z + ，砧居
【例1】 设hm--------；------------- = 3 ,求a ,6的值.

乂―o e 一 a

【解】 由lim «。程二沁王=3,得lim(e’ 一 a) =0,于是a =1.
工―o e — a 工-* o

由3二恤“如厂处叶二恤宀 -(gw工—小=1—b,得b= —2.
x-*o e — 1 x-*o e — 1

【注解】

(1) 若 lim存在且 limg (z ) = 0,则 lim/(j; )=0.
g(z)
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fli全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义抵_

【例 2】 设 limQ—3 sin3_z + ax~2 + 6) = 0 ,求 a,b 的值.
x —0

【解】方法一：洛必达法则

,sin3z +az+ bx3 3cos3j? + a +36工？ 2
由 0 = lim------------- ------------ = lim---------------- 2----------- U#lim(3cos3j?十 a 十 6bx )=0,

HfO X hT 工-*°

于是a = — 3.
hl - 3cos3j: + tz + 3bx2 , — 9sin3jr + ^bx 9sin3jr . 7 , 9
再由 0 =hm---------------------------=hm---------- -------------= —v lim 二-----乩侍 b =—.

工->0 3工 x-*o b«z Z x->o 6jc Z
方法二：麦克劳林公式

_3 . o . _2 | 7 sin3j： + ax + 6a*3
x sinojr 十 ax 十 Q =----------------- ，

由 sinz = x
T 3 9

——----o (工3)，得 sin3jr = 3工---- jc 3 + o (工3 ) 9 则
*j ； 乙

9
sin3j? + ax + bx3 = (a + 3)工 + (6---- )工3 + o(e3)9

因为皿込土竽土空=0,所以。=_3,心专.

工-*0 X /

【例3】 设lim仁 升 +b) = 3,求a,b的值.

.5、 jc 2 + 1 (1 — a)x2 + (6 — a) j： +1+6
十1 工十1

/ y' 2 -I— 1 \ [ 1 — a=C)9
因为lim (-----—---- ax +6) = 3,所以 故 a = 1,6 = 4.

工->00 \ 工十1 ' \b — a = 3 9

题型七中值定理法求极限问题

7C
【例1】求limn?

”f 8

7T
arctan------ arctan ]・

n 7? + 1 /

【解】令/(JC ) = arctanjc，则

7t 卄亠亠一/ 兀 兀山+ 1），其中W w（RG1
1 + e2

)=limn2 . —-~- •
/ ”~8 1+F

兀 兀 £ (兀\ £( Xarctan 匚-arctan r =/•(匚丿-y (r

故 lim???
00

【例2]

7tarctan------ arctan
n

]
求 limjc 2 (e2j_1

工f8

7T

77 + 1
1

小2工+1一 e

7T

7?(H + 1 )

【解】

).
]

令 f (r) =e‘，则 eE — e
1

2工+1 占)" 4—]'其中乂

冇T宀）•于是!空° %占―。
]

!2j+1 ) = limj： 2 ■ £
工f8

【例3] 求 lim x2
工_>+8

ln(l + sin 丄)

2
4 无2 一 1 

—ln(l + sin 士)]

【解】 令于(/) =ln(l + /),/'(t)= ]'；】-，则

-ln(l + sm 士)=ln(l + sin 丄) 1
r+7

.1sm------ sin
3C

1
2工一 1

2

1 丄

2

1
•Z + 1
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其中 sin —y— V W V sin 丄,
工十1 x

原式=lim -~~— • lim x2

3 cosh — 1 一 x
=——limZ x-*0

2 3 2 ]

春—F 春— o (z3) 9 cosh = 1 —春— o (工 2 ) 9 得 e cosjc = 1 + 无-- x3 +
乙！ 0! 乙！ <5

+8 1 十 g J._>_|_OO

令 g(t) = sinZ，g'(t)=

1 • 1sin------sin----- ---  = cosn •
十1

/ . 1 . 1 \ / . 1 • 1 \sin------ sin I = lim x21 sin — sm ,)
\工 工+1丿 X -*+8 \ X X +1/

cost,则

&—丄
\无 + 1

则原式 =lim cos^ • lim x2
j- ■» I oo 工--■» I oo

(1___]_
\工 J7 + 1

)=lim =
/ +oo工十丄

【例4] 设 /Q)二阶可导，且 /(0) =0,/,(0) =2,求lim 心工)—/Dn(l +_z)]
H-*0 JC 3

【解】 由拉格朗日中值定理得

f(<x ) — /[ln(l + x)] — ln(l + h )]，其中 ln( 1 + jc ) V g <C x.
/(jc) —/[ln(l + jc —ln( 1 + j;) f(g)

=lim--------------------——
工f 0

lim
JC 3

1-----------
x — ln( 1 + j: ) 1 +

lim---------------------=lim
x-*0 x->0 2x =_2X 2

hm 皿=hm 空輕(0)・ l=r(0)lim 土 = 21im .
x->0 X h—O g JC x->0 JC 工~0 JCx-*0 •r—o jc

则

X

)'其中士！＜乃

f+ 8 X

X 2

X

当工 VO 时9 由 ln(l+H)VW<jr 得 1 v'v + >r ) 由夹逼定理得 ljm — = 1 ； 

t x * 工-0一 x

]n (] —I— 7 ) 右 P
当工〉O时，由ln(l + ) < ^ < j?得--------- V — V 19由夹逼定理得lim — = 1,

工 —o+ zJC 

于是lim匚=1，故恤厶匕丄―龙[$(丄1门 
= -►0 X x-*0 jq

=£ • 2 lim — = 1.
2 工-*o x

题型八 含变积分限的函数极限问题

' x JC 2

e cost dt 一 jc----- —
o 2

【例1】求lim _____
l。(jc 一 tanjr ) 工 + ] — 1)

■ w , .. x —tanjc .. 1 — sec2Jr _ tan2
【解】 由 lim--------——=lim —「一 = — lim

Hf° JC J-*0 3jc 2 工-*° 3jc 2
—9 得力—tanj?

_____ 丄
再由丿1 + z —1=(1+j?)2 — 1

lim
x-*O

4 

寻9得(无 —tanjc ) 工 + ] — 1) 〜一9于是
6

卜 jc 2
e cost dt — jc----- —

= -61imJ° 2
(工一tanz ) 工 + ] 一 1)

e costdt — jc
0

2 '
2 

JC 

T

X

X 4

JC 3

由= 1 +工
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o («z3),于是 eT cose — 1 一 x

丄3

1 3 3" 1
丁工3.故原式=——lim---- 3—=
0 Z lo jc /

【例2】 设/（工）连续，且/（I） =b求lim 3 .
工〜1 X — 1

【解】
+ U = Xt 1
f )==—

1 X

则lim
X-*1

「=—

J 1 工・
j_

----- --------- = — lim 9 —
X 3 — 1 l 1 3C (2 +无 +1)(工一1)

=-----  lim/(j?) =----/(I)=—
3 工-* 1 3

/(u )dzz
1

【例3]

【解】

/(u )dzz

——lim
3 z—i

设 /(jc )可导，且 /(O) =0,/z(0) = 29求lim

tf(.jc2 -厂)dt = —

工2

x X — t — u
/(J7 — t )dt =

0

由lim
•Zf 0

tf {jc 2 —八)ck
o

4 X

2JC
lim——
工~*0

【例4]

【解】

/(u)du

/(u)du
1

X — 1

tf E 
o

•0 2 X

—t $) dr

/(x — i )dz
0

-f(x2-t2)d(x2-t2)
,J 0

2 _ 1
=_7

—t =
2/(W)d« =y

/(u ) (— du)=

上2

f(u)du 9
0

f(u)du9
0

1
f(u)du —f{jc2) • 2工

———=lim ——-一
JC H-*0

=伴=+ lim 心「(0)=打(0)
4 j--*o jc 4 工->0 x 4

_1

= lim -
x-*0

X 2

f{jc — Z )dz
------------------ =lim

x X-*O

o/（M）dM 心）

g二02=冷（。）=i 得
x 2

lim
0 2 JC

tf(.x 2 — t2 )dt
o r----------------- = lim —

— t)dt x x1
o

tf{x2 —厂)dr 
o

4 X
x-*0

丄

fCx -t)dt ” 
0

4X

设 /(x )连续 9且 /(0) =0,/，(0) = 2 9求lim I cosh + | — t)dt
•0

x X — t u
f(jc — t )dt

0
= f(u)du J o

~2
lim I cosh + J f Qjc — t)dt
H-* 0

=lim「cosh + [ /(u)du^
1

~2

■0
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1 + COSJC — 1 + /(u)du] 5+加“冷

co&r—1+Jq /(«)du

^2

cosx—1+|q / (u) du

lim

=e

血
lim -——«—

x—0 x

题型九间断点及其分类

ln( 1 + jc )
9X

【例1】设f (工)=< O'

vl-Hz — \! \ —攵 

、 a
讨论函数于(工)在工=0处的连续性. 

【解】/(0) = 0,/(0 + 0) =1,

f(0 - 0) = lim — = lim
工->0 ' x-*0

•z > 0,

H =0,

—1 M 工 V 0,

_____ _____  = 1 , 
丿]+ 匸 + \J\ — X

2

因为f(0 + 0)=/(o-o)工7(0),所以工=0为于(工)的可去间断点.

【例2】讨论/(工)=<

1

27 — 1
~2_~

27 + 1 '在工=0处的连续性.

1, 工=0

27 — 1
_1_

27 — 1 厶 丄

【解】 /(0 — 0) = lim -- ------ = — 1 ?/(0 + 0) = lim --- ------ = lim
X~*0~ 2： _l_ ] 工-*()+ 2 x _|_ ] H-*o+

x 一 arcsinz 〜-- x3 9 于是 /(0 + 0) = — 6a.
6

因为y(o — o)h yxo + o)，所以工=0为f o 的跳跃间断点.

2’ +2 =

ln(l + qh3 )
X — arcsine

•z > 0,

【例3】设f G ) =v
6,

ax 1 Ie — ax ―丄十h

” =°'就a的不同取值，讨论函数/(^)在
2

•z V 0，
.jcx sin —

4
x — 0处的连续性.

■ "p 丄工—arcsinz 工=sin, sin£ —
[解] 由 lim --------- 3------- _一 lim

工-►()+ 工 /-►()+
• 3* =H 巴 

sin t lo+

sin/ — t v cos£ — 1 
lim
—0+ 3t2X 3

3
T得

由lim
0_

ax 1 I 一 2e — ax 一 1 十 z ---------------------------=4 lim
-*o-x sin —

4

ax _e — ax
2 x
11 2 ax+ x ，一 a e — a 

=4 lim
工一*0

+ 2工

2无
2/十4得

6 9艮卩a =

f (0-0) =2/ +4,又 /(0) =6.
(1) 当 2 + 4 = 一 6a
(2) 当 2a2 + 4 = — 6a H 69 即 a = — 2 时，工

1时,f 在攵=0处连续.

=0为f O 的可去间断点.
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(3)当2d2 + 4工一6a ,即a工一1且a丰一2时,久=0为/(^)的跳跃间断点. 

【例4】 设•吗叮，求于Q)的间断点并判断其类型.

X — 1
【解】 当力=0= ± 1 = 2时，/'(工)间断.

因为) = °°,所以x = 0为/(J：)的第二类间断点. 
工〜0

由 ) = e 3 lim
•Zf—1 J?-*—1

In(— ^ ) _ ln[l — (j: + D]
<2 _] = © 起(工 一1)(工 +1)

1 ~T i.—(工 + 1) 1 -y
=—存 lim ------ pe

L 工一1 h 十 J. Z
得工=—1为yQ)的可去间断点.

lnz _! ln[l +(H—1)] l-ii. 工—1 1 一ie lim - ------ 777---- - ---  = —e lim------ - = —e
■r—i Q — l)(x + 1) 2 x—i x — 1 2

由 lim/Xj：)= e_1 lim 2
•r-* 1 T-*l JQ  ]

得_z= 1为yCz)的可去间断点.

由f(2-0) =0,/(2 + 0) =+oo得工=2为 D 的第二类间断点.

【例5] 设 /"(z) lim
sinjr
sin/

(1)求于Q);
⑵ 讨论/'(工)的间断点，并判断其类型.

【解】
⑴心心凹(需) =lim [(- sinz — sinZ 

sinZ
siar—sin/

(2)工=kTi(k W Z)为f O 的间断点，

由lim/(jc ) =e得兀=0为f{x )的可去间断点；

由lim /(t ) = + °°得z =兀为/ (工)的第二类间断点 ，
x-*-n

同理工=Ek W Z且怡H 0)为/(^)的第二类间断点.

题型十闭区间上连续函数性质

【例1】 设于(工)6 C[a, +*)且lim/(^)存在，证明：/(^)在[a, +®)上有界.工―+8

【证明】 令lim/(^)=A,取£。=1,存在X°>0,当hAX。时，丨y(工)一A丨<1,于是
工-*+8

I /a) KI a i+i；
因为6 C[a,X°],所以存在怡>0,对一切的工6 [a,X°],有丨于(工)|£匕 

取 M =max{【A |+1,^},则对一切的工 € [a , + ^), "(z ) | W M.
【例2】 设/'(工)在[a,门上连续，任取p>O,q>Q,证明：存在£ 6匕，刃，使得

pfCa ) + q/Cb) = (p + q)/"(£).
【证明】 因为/(^) e 所以于(工)在[a,幻上取到最小值加和最大值M.

因为加£"«)严(仁皿,所以由介值定理，存在W 6匕，刃，使得

P + q
/($)=以3丁〃⑹，艮卩 py(a)+〃(方)=(力 +g)/(g).
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考查要求

1. 理解导数和微分的概念，理解导数与微分的关系，理解导数的几何意义，会求平面曲线 

的切线方程和法线方程，了解导数的物理意义，会用导数描述一些物理量，理解函数的可导性 

与连续性之间的关系.

2. 掌握导数的四则运算法则和复合函数的求导法则，掌握基本初等函数的导数公式.了解 

微分的四则运算法则和一阶微分形式的不变性，会求函数的微分.

3. 了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数.

4. 会求分段函数的导数，会求隐函数和由参数方程所确定的函数以及反函数的导数.

第一节导数与微分的基本概念

—、基本概念

1.导数 ----设函数y =/(,z ) (j? G D),其中攵。C D且2° + Ajc € D ,称
△y = o + △h ) — f(.x0) 

为函数y )在工=工0处的增量.

若lim 存在，称函数y = f )在z =°o处可导，极限值称为函数，=/"(工)在攵=攵()
Ax—0、工

处的导数，记为r(^0)或学

若对任意的工竺土 存在，称函数y=f^ )在0内可导，极限记

为/'(z),称为导函数或导数.

【注解】

(1)设y = f(jc)在工=a处可导，则/(a:)在工=a处导数的等价定义为

fa) _jim f〈a + △# ) — /~(a )
Aj—0 △工

= limA—0
f(a + /i) — f(a) 

h
二亠

•r-*a X — a

(2)若lim 学•(或lim 了工'--- )存在，则称此极限为函数在=工。

、工 工-*工 J 2 X Q

处的左导数，记为八(工。)；

若lim仝2(或］im ---- —~ )存在，则称此极限为函数/"(h )在x =jc0处的

心一o+ 5 工一H 0

右导数，记为/+(ar0).
函数/'(■z)在_r= x0处可导的充分必要条件是f'_ (如)与f+ (工。)都存在且相等.
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(3)若/Xz)在无=a处可导，则/(j;)在无=a处连续，反之不对. 

若fQ)在无—a处可导，即lim---- 存在，

T — T
—lim -------- = 0 9

x-*0— 力

X X

x-*a X — a
则 ) — /Xa )] = 0 9 或 limfix ) — f(a ) > 即 fkx )在工—a 处连续

x-*a 
如：/(jr ) —x +| x |9显然于(工)在工=0处连续， 

咒(0) = li巴g二炬

x~*0 "
/；(0) = lim 心)—心°)= lim ^-^=2,

工-*。+ 工 工-*()+ 力

因为/L(o)工/；(0),所以/•&)在X =0处不可导； 

又如) = \fx，显然)在H = 0处连续9 

因为lim /W---- 丁(°)— lim 不存在，所以/(re )在工=0处不可导.
工~» o •rf 0 X

x~*-a
(4) 设函数 / (a：)连续，且 lim ---- -  = A，则 /(a) =b , f' (a) =A.

x — a
(5) 设函数fQ)可导，若fG)为奇函数，则厂(工)为偶函数；若为偶函数，则 

f'3为奇函数.

(6) 函数于(工)可导与于(工)连续可导不同，前者表示/(工)处处有导数，后者表示 

/■'(攵)为连续函数，如：

工H 0,
fO =

•z =0.

‘2.1x sin ——9
x

(0,
当 x HO 时 (h ) = 2工 sin - ---- cos 丄；

x x
当无=0时9f/ (0) = lim壬丄---- f££2 =linLzsin丄=0,即f(x )处处可导，且

HfO X x-*o x

|9 . 1 ° 1z sin------cos——9
f (j; ) = x x\ o,

工H 0,

x =0.
因为lim/z (jc )不存在，所以ff {x )在= 0处不连续.

所以函数/(JC)可导，但/(JC)不连续可导.

(7)函数/(J；)在h —a处的导数即曲线y =/(j;)对应图象上在点工—a处的切线斜 

率，且切线方程为

a

f^x ) — /(a ) = f' — a').
(8)设函数f (工)在x —a处可导，则| /(j? ) |在x —a处的可导性如下：

若/'(a)=0,则| fCx) |在x —a处可导；

若 /(a) = 0,则当 f\a) = 0 时，| /(jc) | 在 x = a 处可导；当 f\a) # 0 时，| fO | 在 z = 
处不可导.

【例I】 研究函数/(J：) = J： + | sinjr |在工=0处的连续性与可导性.

【解】 因为lim/(j： ) =0 =/(0),所以/(j?)在工=0处连续；
x-*0

由 lim /^)-/(O)= lim^ + .|sind=1_lim sm£ = 1_1=Q 得 A(°)=o； 
工-* 0 工 x—*0 ' jrf 0 力
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【例2】设心）=

J, .. /(J7 ) — /(0) .. x + I sin_z I 1 sin J： c m c
由 lim -------------------= lim -------- !-------- L = 1 + lim ------=1 + 1=2 得于；(0) = 2,

工-*()+ H 工_».0+ 3C h_*，o+ 3C

因为/L(o)所以yQ)在工=o处不可导.

ln(l + az ) + b ,工 > 0 , r . 亠亠亠 “亠
2’ ” °且/(0)存在，求a,b的值.

e ? 工 W 0
【解】/(O + O) =b J(0) =/(0-0) =1,

因为/"Q ）在工=0处连续，所以6=1,即/"（刃二
ln(l + ax ) + 1 口〉0， 
e2x ? 无 W 0.

/C (0) = lim
x —0~

3"=応

工—0一x
/(^)-/(0)
-------------------=lim

•0+

2x _  -1^-^=2,
JC

ln( 1 + ax ) + 1 — 1 
--------------------------- =a ,x

/+ （0） = lim
lo+

因为/（工）在工=0处可导，所以fL （0） =/+（0）,故q=2.

【例 3】（1）若 /7a）存在，求 lim /（a +A）~/（a Z h }-
A-*0

（2）若存在，问y=f（x ）在2 =a处是否可导？
/if 0 K

x

h

h
【解】

⑴応也如占山=讪呂斗二也2 +恤色二悝二也2] = 2八a）. 

A-*0 h A->0 h h-*0 — h

（2）不一定.如：八工）=— 1）“ H J取 Q =],
〔1 9 H = 1 9

1. y （1 + A ）—/（1—h ） [. 2h — （—2A ）
lim  ------------------------------=lim--------- ----------= 4,

A—o h —0 h
因为lim/'（工）=0H /（l） =19所以/（工）在工=1处不连续9故/Xz）在h=1处不可导. 

工―1

2. 高阶导数——设/（工）在D内可导，导数为十（工），若对任意的工e D, 
lim 了 & +△：）—/ &）存在，称3；=/（^）在D内二阶可导，极限记为厂（工），称为二阶导
Az-*O 、工

数，类似可以定义各阶导数，二阶及二阶以上的导数称为高阶导数.

3. 可微 设 y =/（^7） （jc & D） o G D,且攵（）十△•z W D ,称0 + Ax ）— 
/（^o）为函数在工=xQ处的增量.若=A^x + o（Ajc ），称j/ =/（x ）在z —xQ处可微，其 

中 A Ax 称为 y = f {x ）在 z =x0 处的微分，记为 dy |x=x（）=AAj?，或 dy |J=J.o =Adjr.

【注解】

(1) y — f{x )在鼻=2。处可导与可微等价.

(2) A =//(x0).
(3) iZ y = f (a:)处处可微，则 dj; —df(x) = f' ( j? ) Ax 为 y = fCx )的微分.

(4) 若/"(z)在 # —ocq 处可微，则一dy =o(Zkz ).

二、连续、可导、可微的关系

1. 若/"（工）在x =xq处连续，贝q | /'（#）|在h=zo处连续，反之不对.
（] 工 e o

如：/（^）= \ 厂簽二 显然yCz）在每个点处都不连续，但"&）|= 1为连续函数.
I— 1 ,x t R\Q.

2. 若f （工）在工处可导（或可微），则/（jc ）在z =2。处连续，反之不对.
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第二节求导公式与法则

一、求导及求微分的基本公式

导数基本公式 微分基本公式

1. (C)' = 0. 1. d(C) = 0.

Z. (z ) = ax 2. d(xa) = axa X dr

特别地，（^/^）'=― ,（丄）'=—.
2VT '工） 工

特别地) = —-—dr ,d (丄)=-- dr ・

3. (aJ y = aJ Ina ,(q > 0 工 1) 3・d(a°) = ax Ina dx ,(a〉0,aHl)

特别地，（『）'=e\ 特别地,d(ex) = e’cLr.

4. (logaj; Y = —f—,(a > 0,a H 1) 
x Ina

4. d(logajr ) = ——Ajc , (a > 0,a H 1) 
x ma

特别地，（ln_r）'=—. 特别地，d（lnz）=丄dr.
X X

5. (1) (sinz Y = cosh , 5. (l)d(sinr) = coszdz ,

(2) (cosh)' = — sirur, (2)d(cosjr ) = — sinzdr,

(3) (tanz y = sec2 » (3)d(tartz ) = sec2x Ax »

(4)(cotz)‘ = — csc2 j:, (4)d(cotz) = —csc'zdr.

(5) (secj; Y = secjr tanj?, (5)d(secj; ) = seer tartr dr ,

(6)(csch)‘ = — cscrcotr ・ (6)d(cscz) = — cscjt cotjr djr ・

6. (1) (arcsine Y = ------------- , 6. (l)d(arcsinjr ) = ------------- dx ,
J \ — x2 5/1 — x2

(2) (arccosjr Y =--------- ------- , (2)d(arccosjr ) =--------- -------djr ,
J \ — x2 J\ — x2

(3) (arctanj?) — 八 (3)d(arctanj： ) — 9 djr ,1 +/ l+x2

(4) (arccotjr ) — ° ・ (4)d(arccotjr ) — pdr.1 +工2 1 +•!

二、求导四则运算法则

设况（工）9讥无）可导9则
四则求导法则 四则求微分法则

1・(u + vY = U . 1・ d(u ± v) = du + du.

2. (l)(zw)‘ = u v uv ,

(2) (ku)f = ku {k 为常数)，

(3) (uvxv)f = u vw + uv^w + uvwf・

2. (l)d(u?7)= uAv + vdu »

(2) d(^u) = kdu Ck 为常数)，

(3) d(ui;w) = vw du + uwdv + uvdw ・

o ( U \ f U V — uv

3, \ V / 甘.
y / u \ vdu — udv3.d( 1 = 2 •
\ P / v
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三、复合函数求导法则 链式法则

四、反函数求导法则

1.设y — 可导且f' (jc )工0,又工=卩(歹)为其反函数，则X =(p(y)可导，且

2.设夕=)二阶可导且f\x)工0,又x =(p(y)为其反函数，则x =卩(夕)二阶可导，且

第三节隐函数与参数方程确定的函数的求导

一、隐函数的导函数

定义----设工,y满足方程F(z ,y)=0(其中工的取值范围为D),若对任意的工G D,由
方程F(z,y) = 0确定唯一的y值与之对应，称方程FQ,j/)= 0确定，为z的隐函数.

隐函数存在定理——设函数FQ,y)在点Q。，％)的某一邻域内具有连续偏导数，且 

F&o ,夕0)=0 ,Fy (j;0 ,y0) H 0,则在(jc0 ,y0)某一邻域内由方程F(jc ,y) =0恒能唯一确定一 

个连续且具有连续导数的函数夕=于(工)，它满足条件％ =f(x0),并有字=—
cLz Fy

【例1】 设e『+y =工2 +夕2十1,求字.
dj? *

【解】eW =jc2 + + 1两边对x求导得

【例2】 设夕=夕(攵)由\r\y/x2 + y2 — arctan 乂确定，求乎■.

【解】In Jx2 y2 = arctan —两边对x求导得
x

二、参数方程确定的函数求导(数学三不要求)

设夕=g)是由厂二紆八确定的函数，其中旳)，以)可导且卩'(刀H 0,由

卩确定的函数称为参数方程确定的函数，且

dy _ dy/dt __ 0z(i)
djr dr / d£ 卩'(t )
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若卩0）,0（/）二阶可导且卩'（r） H 0,则
(乜) d /dy \ 卩'(/)]'

d2 y _ 'cLz 丿 _ dt'dz 丿 _ _卩'(丫)_ 

dj?2 dj? dj? / At 卩'(/)

= /（£）/（£）一以0）卩〃（刀

C （t）

■ i ■ 、r , \jc =t — sin£，心亠 d2 v
【例1】设y=夕(工)由 确疋9求~~I

\y =1 — cost ax

【解】
Ay _ dj// ck 
dx djc / dt

sinf
1 — cost

d2y 
dz2

sint
1 — cost

djc / dt 1 — cosZ
]

(1 — cosi )2

【注解】

以下两种情形也归结为参数方程的导数：

（1）由『（"）"，确定的 Q）,求兽.

【G（_y,/）=0 dx

【例21

【解】

设
Ij: = arctan?, d2 vL=ln(l+6求 /

2t
dy _ dy / ck _ 1 + / $ 
dj? djr /dt 1

1 + z2

【例3】

【解】

d:r2 dj-
d ⑵）/dr 2 —2、
石矿=工=2（1+'）• 

1+八

求字.

djr
” \x —t — ln( 1 + /), 
设r 2

丨 e，= y + 八 + 1,

dy dj^ / „ do- 1 t--- --------- • |—I ----  --  1     --  ------  9 
djc clz /ck ck-----------t + 1 t + 1

eyt =y +12 + \两边对t求导得

U+哼）鞘+ "得篇
故dy _ (2i — yeyt)(t + 1)

dr (teyt —

(2)设函数y=y(jc)对应的极坐标形式为厂=厂(0),求叟■・ 
djr

, .(JC =厂(0)COS0 9
先将厂=厂(&)转化为参数形式 . 则

\y — r (d) sind ?
dy _dy/dd _』(0)sin0 + 厂(0)cos0 
djc dj? / dd /(0)cos& —厂(&)sin0

【例4］设L ：r =20 ,求0 =中对应点处的切线方程•
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/ 了 — 2 f） q/9
【解】 曲线L的参数方程形式为L： —

\y = 2&sin& 9

9=j对应的曲线上的点为M。俘兀，晋J ,

字=字缥=遐土笄%则切线斜率为1+k 
dr dz/d& cos0—9smd dr 丨 &=了 4 —兀

故切线方程为夕一哼兀=戶・一姪

4 4 — 7T \ 4 /

重点题型讲解

题型一导数与微分的基本概念

【例1】 设于（工）连续，且lim 0丄二Z = 1,求/''（0）.
工—0 S1FLZ

【解】由limd—2=],得于（o）=2.
x—o sirtz

再由 2=恤丄•心）_ “°）= lim ，得十（0）=1.
sinx x-*o sinjr x 工—o x

【例 2] 设/Q) =x (x — 1) (j: + 2)(e — 3) ••• (j： — 99) {x +100)9 求 厂(0). 
【解】方法一：导数的定义

/z(0) = lim f ®---- = lim(j: — 1) (j; + 2)••• (jc — 99)(无 + 100) = 100 !.
x-*0 JC 工->0

方法二：求导乘法公式

由 — l)(«z + 2) ••• ( j: — 99) (jc + 100) + xcp (j：) ?得十(0)=100!・

【例3】 设lim圧泌舌二型 =一2,问/(D是否存在？
—0 h

【解】不一定. 

由 _ 2 = lim/(cosb) —•⑴=lim 兀1 + (cos/z — 1)] —/⑴
A-*0 ■ °

H—0

h2

工—0 S1ILZ •r—0

cosh — 1
h2 ¥二 cosh — 1

1 i・ 兀1 + (cosA —1)] — / (l) 1 £f 宀、
=-V lim------------- —7—i-------------- ⑴‘L —o cos/i — 1 L

得 A(l) =4,故lim 口泌2二空)=—2只能保证/L(l)存在，而不能保证/(I)也存在.
—0 7

/i-*0

cosh — 1

h2
【例4】 设/(0) = 0,则/"Q )在攵=0处可导的充要条件是( ).

(A) lim ^/(1-cos/r)存在 (E) limt/Xl —J)存在
h_0 h A—o h

(C) lim ^f(h-sinh)存在 (D) lim 芦⑵)-/(人)存在
hT h h-^0 h

【解】因为 1 — cosh o+ (A 0) 9 所以 lim 1 — cosh) = lim
h-*0 h h-*0

1 — cosA 
h2
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1 — cosA
y（l —cos/OT（0） _ 1 lim/（l—严）：“0）存在只能保证y（H）在工=0处右可导，不 

1 — cosh 2 a—o 1 — cosn
能保证可导，（A）不对；

lim^/CA-smA ） = lim "严 g , A-smA，因为丘口 匕評=°,所以 
a->o h a->o h — sin/i h /»-*o hh — sinA

lim 不一定存在，故lim -If (A — sinh )存在不能保证于(工)在工=0处可
a->o h — sinA /i—o h

导，(C)不对；

取/'(工)=$+1‘ °'显然lim "2h)_f〈h)=】，因为产(工)在乂 = °处不连续,

(0 9 工=0， 力f o h
所以也不可导,(D)不对，应选(E).

【例5】 设/Xh)在工=0处连续，下列命题错误的是( ).

(A)若lim心以存在，则/(0) =0
工―0 X

(B)若lim 心)+屮(二丛存在，则/(0) =0
•rf 0 X

(C) 若limZg 存在，则/(0)存在
工―0 X

(D) 若lim 心)_于(_上?存在，则_/'(0)存在
■rf 0 X

【解】 由lim勺O 存在，得limy (工)=0,再由fCx)在z = 0处连续，得/(0) =0.
工->0 X X-*O

由lim八"'土心——存在，得)+/(— rr)]=0,再由/(□?)在工=0处连续，得
x-*0 X H — 0

2/(0) =0,即 /(0) = 0.

由lim力⑴存在，得f(0) =0,于是/(0) =lim 心)_心°)存在，故(A) ,(B) ,(C)正 
工->0 X 工-*0 X

确，应选(D).

【注解】

利用导数的定义研究函数在一点处的可导性时，注意如下三个条件：

(1) 保两侧，即改变量Az要保证从0的左右两侧趋于0.

(2) 不能跨，即lim /(Q+△：)=/(①中ya)不能有增量.
Az-*0 Aj?

(3) 阶相同，即lim / a +电)二厶9?中，△与△]必须为同阶无穷小.
△f 0 △]

______ 工鼻0
【例6】 设/(工)=< ]+ 土 ' ’讨论/"(工)在工=0处的可导性.

、0, x —0,

【解】
二丄

•r~*0 X,
= lim

工一*0

1

e7

1+e7
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由 lim --------；- = 0 得 (0) = 0；由 lim --------- = 1 得 f'+ (0) = 1,
…厂 1 + e7 “ 1 + e7

因为/I（0） H /+ （0），所以/（a-）在工=0处不可导.

【例7］ 设/（^）连续，且对一切的工有/（jf +1） =2心）,又当工W ［0,1］时, 

/（□： ） = J? （1 — X2）.讨论/（J7 ）在Z = 0处的可导性.

【解】当e ：-i,o］时，

f〈工）=*/"（工 + 1） = +1）［1 —（Z +1）2］ = —（攵 +1）（工 + 2）,

因为/L(o)/+(o),所以心)在工=0处不可导.

【例8】 设/(J7 ) =| JC3 — JC | + 1，求/"(工)的不可导点.

【解】/'(工)=|攵3—"Z I ^/x + 1 =1 X I»|j7— 1 I»|j：+1 I »工 + 1 ,

由 lim = lim LO 吕」• | 工 |-U-1 |.^7TT =0 得 jC(—l)=0；

攵一厂 x —(— 1) 才一厂 x ~\r \

由 lim L^LL_ =0,得 f；(—1 )=。9 所以 /Z(— 1) =0；
—1+ x — (— 1)

由 lim 八于)---- f^22. _ ”皿 _L^_ . | jc — 1 | • | + 1 | • x + 1 = — 1 得 /I (0)=—],
X-*0— 2 07->0 “

由 lim f ---- Z££2 = ljm J_£_L . | x — ] | , | x \ | • y/j： + 1 = 1 得 (0) = 1,
乂一 o+ X z-o+ x

因为A (0) H/；(()),所以工=0为fdx)的不可导点；

由 lim "z)---- = lim  丫 • | x | • | 工 + 1 | • \/x + 1 = —23 得 f'一 (1) = 一 2 3 ,
z —1一 x 一 1 乂〜厂 x 一 1

由 lim 心)_ flim - *1 -r H 工 +1 I • - 2^ 得 仁⑴=2 令，
一 1+ H — 1 —1+ 工 一 1

因为仁⑴ H /；(1),所以工=1为/(a-)的不可导点.

【例9】下列结论正确的是( ).

(A) 若/'(•Z),g(H)在Z = a处不可导，则/(J： ) + g(J7 )在Z =<2处不可导

(B) 若/(J； ) ,g (j:)在工=a处不可导，则/'(•z)g(j')在鼻=a处不可导

(C) 若/(a-) ,g (j?)不可导，则f\_g (a：)]不可导

(D) 若于(工)在攵=a处可导,g(_z )在x — a处不可导，则/'(2)+&(攵)在工=a处不可导

【解】 取+ \ x \ , — x — |工|,显然/(J? ) ,g(JE )在2=0处不可导，但

+ g (j?) = 2x 在 = 0 处可导，(A)不对；

取 f(.x}—\x | ,g(z) = |z |，显然 /'(•z),g(z)在工=0 处不可导，但 /'(■Z)g(H)—x2 在 

x = 0处可导，(E)不对；

显然/（JE ） ,g （j?）不可导，但

/Eg （j?）］三1处处可导，（C）不对；应选（D）.
• 37 •



丹全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义冬

【例io］ 设于(工)在(一oo,+oo)内连续，且对任意的工，夕e(-oo,+cxd),有于(工+夕) 

=f{x ')f(y'),又 yz(0) = 1,求 ).

【解】 取 x —Q^y = 0,得/'(0) = 0 或 /(0) = 1.
若 /(0) =0,对任意的工 G (―00» +°°),有/"(工)=_/(工 +0)=于(工)/"(()) =0,于是 ff (j：) 

三 0,与 (0) = 1 矛盾，故 /(0) = 1.

由 f'd= lim
A-*0

f G + A ) — /(jc ) 
h

=lim—0
)/(/l ) — f(x ) 

h
rcz)曲n —i 

h

=f © ) lim ,~~心22 = f (工)/z (0) = f (jc ),
a—0 n

得 f'(jc)—f0=0,解得 /(j： ) —Ce —Cex,由 /(0) = 1,得 C = l,于是 fCx) =ex . 
【例11】 设于(工)可导，曲线y=fG )在点(aj(a))的切线与直线工+y =3垂直，则 

在x =a处dy与△z是( ).

(A)高阶无穷小 (B)低阶无穷小

(C)同阶但非等价的无穷小 (D)等价无穷小

【解】 显然(a ) = 1,而djy |x=a =/，(a ) Aj? = ,于是lim学^ = 1,故dy与、工为等
Ar —0 Ajf

价无穷小，应选(D).

【例 12】 设 y = y(jc)满足―Ajc + 0 ( Ajc )，且 _y(0)=兀，求 y(z).
1 +攵

【解】 由= —-_丫、工+ o (△■)，得y = yCx)可导，且字 =—-—~ .

1 + 工 d_z 1 + 工'

由尝—:—r— y ~ 0’得夕=Ce 1+j2 = C ©曲皿，再由j/(0)—兀，得C =兀，于是

dz 1 + jc
/ 、 arctanrykx)= 7re ・

题型二基本求导类型

情形一：显函数求导

【例11 设y =e吩+|^三尹，求
1 — JC

W ^77、丿 1 s*n~ 1 I 2 I 1 ~~H "
［解］y =----- e • cos------ F —------- e + --------

X X (1—工) X

设丿=(sing Y，求 yf.【例2]

•尹 1
2 \J~x

【解】 由歹 =e'rlns,Ilr 得 3/ = (siaz ) (、 . | JC COSJ：• I Insinjc H----- :-----
\ sinz

【例3]

【解】 

【例4]

【解】

设 y =xa + ax + aa 9求；/・ 

由夕=才° +e'aina +eflJlna，得 $ =a

设 y = ln2tan(^2 + 1) 9求 /・

yf = 21ntan(jc2 + 1) • -------- :-------  • sec2 (jc 2 + 1) • 2工・
tan(g +1)

【例5】 设/(工)可导且lim "2“-----£---- - = 2,又y = /3(工')，求j/(l)・
X->1 X ——1

aa —1 | xa
x ~r a • ax a_1 Ina + a • ax ln2<2・
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【解】 由1曲八加—1）—2=2,得于（1）=2.
•rf 1 X — 1

于（2鼻一1） 一2
x — 1

又由2 = lim
X->1

=2
/[l + 2(x -!)]-/(!)

2(工 一1)
=2/,(1),得 (1) — 1,而

yf (.x) = 3/2 (j;2) • /，(j;2) • 2x = 6j?yz (j: 2 )/2 (a：2),故 j/(l)=24. 
情形二：隐函数求导

【例 1] 设 xy — yx （工 > 0,y > 0），求*.

【解】 由xy — yx ,得_ylnz =z lny ,两边对工求导，

得字十2 = +三学，解得学=——.
Ax x y ax 0.x x .

丿 ---- In j;

【例 2】 设 exy + tan(j；3/) =y ,求字 | .
dr I x=o

【解】当#=0时,y — 1.
exy + tan(z_y ) = y 两边对 jc 求导，得 e" • (y + z 学")+ se(：2(工夕)

将_r=0,3/= 1代入，得学| = 2.
djc 丨 z=o

【例 3】设 2xy + x = y ,求 dy |’=o.
【解】当2=0时,y=l.
2^ +工=y两边对工求导，得2~ln2 •卜+工兽） + 1=总,

将 x =0,3/ = 1 代入，得学J = 1 + ln2 ,于是 dy | x=0 = (1 + ln2)dj-.
dr I h=o

y + dy ) = dy
dz) dr

【例4] dt =xy 9 求 dx

【解】

2

U +， 2

原式化为 e_M du =xy 9两边对r求导得
J 0

e-L+Q （2匚+警）=夕+工 字,解得字 

ax djr
2 — y

7 —
【例 5】 设 + ye" =z_y + 1,求 y〃(0).
【解】工=0代入得夕=1,
x ey + _ye" =Jcy + 1两边对x求导得

J + 攵 • yf y'+ j/eJ =y + Jcy，.
将攵=0,j/ = 1 代入得 _y'(0) = — e；

ey +攵e，• 3/ +夕它 + ye* =y + ry'两边对z求导得

2ey • yf xo.y • y，2 x ey • y" + y" + 2,yf ex + j/eJ = 2j/ + 工 y". 
将 x = 0,y = l,_y'(0) = —e 代入得夕"(0) = 2e2 — 1.
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设【例1】

情形三：参数方程确定的函数的导数(数学三不要求)

z =t — ln(l +/), dy d2y 
?=几 求石'百.

旳

字=%=^7- = 2(/ + 1),
dj? Ax 1— 1 —-------

dz 1 +1

【解】

【例2]

djr

d

jc =te 9
.占=夕+八+ 1,

dt 2 2(/ + l)
dx 1 t
d7 1_i+7

求学.

djr

d2 y =f

dj?2

设

分析：本题工是关于/的显函数，J/是关于/的隐函数，先分别求出工，夕关于t的导数，再 

利用参数方程求导的公式即可.

【解】竽=(+疋.

ety =y +八+ 1两边对t求导，得ety [y + t
te,y - 1

dy
于是dy = dt = 2t —夕占 

dz ir (t + l)ez (tety — 1)
It

情形四：分段函数求导数

【例1】设/(^)=

sinj? z 小
----,工 H 0,x

1, 工=0.
(1) 求/

(2) 讨论fr (jc )在z = 0处的连续性.

【解】(1)当工工0时J'Q) "cosh—sinz
3C 2

当工=0 时，由 lim 2 —3 = lim Sinj： 一 °
H—0 x x-*0 X 2

=!映竺二二^=0,得/"(0)=0,
2工

x cosjc — sinjr
JC 2

0,

⑵因为TCz)= lin/ca _SinZ
x->0 x-*0

于是=
H工0,

X =0.

T2

1. —J7S1HT
忸飞— o= y'(o),所以y'Cz)在工=o处连续.

【例2】设

丄

X
cost2dt, 

o

1,
2(1 — cosj;)

•Z > 0 9

•z =0,求 f'a).

X 2
•z V 0,
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cosZ2 di
 =lim cosz 2 =], 

■0+ 工---------- —o+
/(0-0) = lim/(jr) = lim 2(1_囂久)=】,

j：-*0 x-*0 工

因为f (0 + 0) =y(0 — 0) -/(0),所以于(工)在H =0处连续.

【解】 /(0 + 0) = lim/(jr ) = lim
工〜o+

cosz2dz
J 0
飞-------------；X

当 z VO 时，尸 Q)=2Hsin_z—4(1 —cos"

x cosjr2 —
当无〉0时，于/（无）=---------

X 3

由lim
Hf 0 +

心 T(°)f
Z lo+

由lim 心)T(°)= Im
•r-* 0X

得 /I(0) =0,从而 /z(0) =0.

jc cosjc 2

于是）=<

cost 彳 ck — x
=lim

0+

2(1 — cosjc ) — x2 }

X 2

COSH 2 — 1

2工

lim
r-^0

=0,得 /+ (0) =0,

2sinz —2 工 2 sinj? —x
Y hm -------2-----=°，
J JT-*0 力

sinj?
3工2

cost? d£
J 0

~2X
工> 0,

0,
sinj? — 4(1 — cosh )

x =0,

【例3】设心）=

JC 3

♦・1x sin — 9
x

•z < 0.

I 0,
【解】当a〉0时，/Xh )在h 

v /(^)-f(o) r -・lim-------------------= hmjc sin
X x-*0

■y- ,/ Q
'在工=0处一阶连续可导，求a的取值范围.

工=0
=0处连续.

丄，显然当a > 1时，于（工）在工=0处可导且厂（0） =0, 
X

ax "T sin - ---- jca~2 cos — 9
x x

z H O9

x =0.
> 2.

I 0，

显然当 a > 2 时,lim/z（x ） =/z（0） = 0,所以 a
X—0

【例4】 设于（工）在工=a处可导且y（a） =0,证明："（工）丨在工=a处可导的充要条 

件是 f' （a ） =0.
【证明】 令 FQ） =| /（J；） |，则 F（a） =0.

I f（^）I ，- ------------ =lim
X — a z-a +

I f（8 ） I ------------ =—lim

F； (a) = lim
—e +

F(2 ) — F (a ) 
--------------------=lim

+

/(■Z ) — /(<2 )

F'- (a ) = lim

jc——a
F(h) —F(a) r
--------------------=lim

x 一 a
f G ) — f (a )

x — a x — a x — a
=—| /7a) | ,

则丨f（^） I在乂 =a处可导的充要条件是丨| = -|十（a）丨，艮卩厂（a）=0・
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【注解】

设/'(•z)在工=a处可导，则

(1) 当 0 时，| f{x) | 在 x =a 处可导.

(2) 当 y(a)= 0 时，若 /z (a) = 0,则 | f{x}\ 在 x =a 处可导；若 /z(a ) #0,则 

I f (x ) |在工=a处不可导.

ax + b ,工〉0， ， 亠，,
2 / 且/ (0)存在，求a,b的值.

e , j; < 0,
【解】 因为/(0)存在，所以于(工)在工=0处连续.

由 /(0 + 0) = b ,/(0) = /(0 — 0) =1,得 b — 1.

/；(0)= lim fZW(0)= lim 竺=a,/t(0)= lim
工-*°+ H x-^0-*" H

因为/z(0)存在，所以a =2.

11x2 — t2 |dt,求fy并研究)在攵 
o

【解】当0 VhV 1时，

t | x2 — t2 | dt =
0

【例5】设/'(z )=

nm^=2.
LO- 工

=1处的连续性.

(乂)=
t ( j: 2 — t2)dt + [ t {t2 — 2 )d^

Jo J I
4 4 i 4 2/1 2\3C JC . L — X X ( 1 — J：)

—------ ------ -------- —I—-------------------------- -----------------------

2 4

2 -1-1

【例6】设/"(z )=

4

2 X
2 "

r

4X
T

当工$ 1时，

fi T 2 1
/(jr ) = t(x2 — t2)dt ――---- ，即

Jo 2 4
T4 J；2 1

、 ~2 十"P

x2 1
T_T,

0 V# V 1,
心)=乂

h $ 1.

当0 V工V 1时9厂(工)=2无3 — x ； 

当e >1时/'(工)=工；
4 2X X 
y 2八⑴= iimZW_)—孑⑴=咕

z-l- X — 1 x-1"3C — 1

/+(1) = lim
H f 1 +

则厂(1) = 1 9故

心)T⑴= lim
Hf 1 +

_±_ , 1_1
2 4 4
x — 1

丄—丄
_T_T 1 ..

lim i
2 「1+ h — 1

=-y- lim jc
2 x->i~

2"7=1,
•Z — 1

工2

T
X — 1

2
工2 _]

2工3 — x ?
X 9

0 V 工 V 19 
工$ 1.

因为 lim fr (j：) = ) =/，(l)=】9 所以 f'd 在工=1 处连续.
X-*1- 工->1+

情形五：变积分限函数的导数

【例1] 设连续，则丄『 t3 f(.x2 — t2)dt = 
0

【解】[t3f(a:2 — t2)dt =----
J o Z

t2 f{x2 — t2 )d(j：2 — t2 )
0
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X2-/2 = U 12 J 2 Q? — «)/(u)dw =*
&2

(x2 — u )/(u )du
0

t3 f(x2 — t2 )dt = x
0

，工2

ufCu)du 9则
0

f(u)du + j:3/(j;2 )----\ • 2x • jc2/(j:2 ) = 3C
o 2

1 2=---- T
2

fx2 .2

y(u)du.
0

【例2] 设/"（工）连续，且/（0） = 0,厂（0） = 2,且卩（工）= ,求爭'（z）,并研究
0

（p\x ）在

【解】

=0处连续性.

当x = 0时，卩（0） = 0

当X H 0时，卩（攵）=
0 3C

xt — u 
)d(j?Z)… …… 

o

0,

/(u )du
--------- ，即

工

当X 丰 0 时,(p\x )

当工

即

工=0,

竿（攵）=< /(u)du
-------------------------9 g H 0.

x

JC f (工)—f(.u)du 
J 0

2X

/(u)du 
o

—0 JC LO X 2

=寺臥心)Z-(22 =异(o)=],
2 lo e 2

xf(jc ) — I /(w )du
, J o

=0 时，N(0)=lim°&)_ °(°)=lim
一 -0

X

卩'（工）= X 2
攵工0,

11，

xf(jc ) — I /(u )du 
因为lim卩'(工)=lim

j--*0 j?-*0

J 0
L 2

H-*0 X

f(^)-/(0)
=lim

x-*0 x
所以）在工=0处连续.

工=0.

/(u)du
・.J 0

1 2
X 工〜0 JC

_ £ lim 于Q)(°)(o)=] = /(()),
2 x->o x 2

=lim
Zf 0

fa) —lim
x->0

X

【例1] 设y

【解】 由J =nu

题型三 导数的几何应用

2丿+1

在工=1处的切线与工轴交于点（工八0）,求lim（s）"・
ZJf 8

1-1，得 _y'（l） = n，则切线方程为 y — 1 =n（x — 1）.
2,+1 

n2 -2=e ・

21 2”'+1

令夕=。9得工”=1------ ，则” = limTi 8 n—8

【例2】 设于（工）是以5为周期的连续函数，在攵=0的邻域内满足/（I + siz）- 
3/（ 1 — sinjc ） =8工+ o（h）9且/'（1）存在9求夕=f （龙）在（6 ,/（6））处的切线方程.

• 43 •



斤全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义

【解】 令工=0得y(l)=0.
/(I + sin# ) — 3/(1 — sinx ) =8z + o (jc )两边同除以sinz并对工f 0时取极限，得

[. 于(1 + sinz ) — 3/(1 — sinz ) 「 8z+o(z) -
工~0 sinjc 工~0 sinj?

甬 /(I + siriz ) — 3/(1 — siriz ) /(I + siriz ) — 3/(1) /(l — siriz )-/(1)
lo sirir x->o siriz 工一o — siriz

= 4/71),
于是厂⑴=2.
因为 f Cjc)以 5 为周期，所以 /(6) — /(I) = 0,/''(6) =7"'(1) = 2.
于是曲线在(6,/(6))处的切线方程为y =2Q — 6),即y =2_z -12.

【例3】 设y=f(x)是由f =6 ' 2确定的函数，求/=0对应的曲线上的点处的切线

b =2t+3t2
方程.

【解】 当/=0时,x —1 ,y —0.
又学=)俘=当，切线的斜率为〃=卑| =2.

dr (±z / at e dr I t=o

于是切线方程为y = 2(j: — 1),即》=2h—2.

【例4] 设曲线L：r=e°,求0=召对应的L上点处的切线方程. 
0

【解】 曲线L的参数方程为L；[X~e C°S3 '
b =e°sin0.

当时,L上对应点处的直角坐标为(^ef ,|ef).

d^y = dy/d9 
dx dx / d9

吧+cos：切线的斜率为k I =2+府，切线方程为
cosc/ 一 sin" dr I e=*

了-护=(2+站)6_¥打

题型四高阶导数

【思路分析】

求高阶导数需要掌握如下几个公式 ：

(1) (" 土 =u(n) 士

(2) (iw)⑺=CnuMv + C\u^-u，H-------

(3) (siriz)"" =sin(a: + 子) (cosj; )<n)
= COS(x +y

/ 1 \(n) 一(一1)"“！ a"
♦•z + b 丿 {ax + 6)"+1

需要掌握如下几种常见的方法：

(1) 公式法.

(2) 归纳法.

(3) 泰勒公式法.

・44・



«第二章导数与微分Tb

【例1】 设) = J：2sin3x »求/'⑸(工).

【解】 严(□;) =C^2(sin3x)(5) +C：2H(sin3_z)⑷ + C]2(sin3# )⑶

=35 j? 2 sin(3z + 罗)+ 10 X 34jc sin(3；r H— ) + 20 X 33 sin(3z ~\— )

=35工 $ cos3h + 10 X 34 sin3工一20 X 33 cos3h .
【例 2】 设/(0) =0,又 /(^) =e/<x>，求产(0).
【解】 厂(工)=十(工)』3 =严,

严Q) =2尸(攵)严)=2严>,

由归纳法得 /<n)(^ )=(n-l)! en/(x),故广)(0)=G — l)! en/(0) =(n-l)!.

【例3】设夕=石±，求八〔 

【解】y=(2_z +3)-",
『=(一 1) x (2工 +3严 X 2, 
》〃 =(_1)(—2)(2h +3)t x 22,

_ (- l)nn ! 2n
—(2工 +3)"

2「匚，求严
x — x 一 L

_ _______ 1_______  
(•z + 1)(攵一2)

丄
T \_(x -2)"

设 /(j;) —jc~ ln( 1 + 2工)，求 f ⑻(0). 
方法一：公式法

由归纳法得y

【例4]

【解】夕

(”)
l+l •

=丄(_______ L_
3匕—2 工+ 1

(-1)5 ! (- lYn !'
,+1 (工+1)"+1

【例5]
【解】

广8)&)=c；8工2[in(l + 2_z)]( 18) +C；82_z[ln(l + 2_Z)]Z + %2[ln(l + 2工刀的

9 92
—,[ln(l + 2^)r
1 + Zjt

[ln( 1 + 2z )]' d + 2”，由归纳法得

Eln(l + 2.)T-(-1)1515! 216
(1 + 2# 严 

于是 /(18)(0) =-15! Ci8 X 217 =-18!X 212.
方法二：泰勒公式法

则夕⑺

设y

由

得

于是

2 16

ln(l + 无)=匚一寻' + •••— ~T7~ + o (工")，
2 16

p2 n 16

ln( 1 + 2jc ) = 2jc----x2 + ••- — —" + o(乂")9z lb
c\ 2 n 16

/() = 2x3---- jc 4 + ••• — —jr 18 + o (jc 18 )・
2 16

严18)(°)

因为/(^) =/(0) +/(0)^ + ••• + —+o(m及麦克劳林公式的唯一性，得
lo!

/(18)(0) _ 216
18!= _!?，

于是 /<18>(0) =-18!X 212.
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考查要求I

1. 理解并会用罗尔(Rolle)定理、拉格朗日(Lagrange)中值定理和泰勒(Taylor)定理,了 

解并会用柯西(Cauchy)中值定理.

2. 掌握用洛必达法则求未定式极限的方法.

3. 理解函数的极值概念，掌握用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法，掌握函数最 

大值和最小值的求法及其应用.

4. 会用导数判断函数图形的凹凸性(注：在区间(a,b)内，设函数/(x)具有二阶导数.当 

/'〃(工)>0时，/'(工)的图形是凹的；当严(工)<0时，/'(工)的图形是凸的)，会求函数图形的拐 

点以及水平、铅直和斜渐近线，会描绘函数的图形.

5. 了解曲率、曲率圆与曲率半径的概念，会计算曲率和曲率半径(数学三不要求).

第一节中值定理

一、中值定理引导知识

1. 极值点的概念

(1) 设 y = )(j： G D),#。6 D，若存在 & >0,当 0 <|_r—攵。1<5 时，有 f (.x) <Z

_/(工0)，则称S为于(工)的极大值点.

(2) 设 y =/(j? ) (j? G D) ,jc0 E D，若存在 & >0,当 0 <|工一工0 |V5 时，有 /(jc ) > 

于(工。)，则称工。为f(x)的极小值点.极大值点和极小值点统称为极值点.

2. 讨论f'(a)的两种情况

情形一 /(a)>0,因为 f(a)= 所以存在&>0,当 0 V&—a <5 时，
•rf a JC Cl

x — a

当 z G (a —5,a )时，因为 z—aVO,所以 /(j? ) <； /(a )(左低)；

当 G (a,a+&)时，因为 J； — a > 0 ,所以 /(j; ) > /(a )(右高)；

即：) > 0=>左低右高，工=a不是f(x )的极值点.

情形二 _/'(a) V0,因为 /'(a)= lm/S—E V0,所以存在 5>0,当 0 <&—a |VB 时,
x-^a JC CL

/•&)—y(a) VO.
x 一 a
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当 z W (a —5,a )时，因为 jc — a < 0,所以 f > /(« )(左高);

当 z & (a,a+&)时，因为 a>0,所以 /(□;)< /(a )(右低)；

BP ：/Z(a) V 0=*左高右低,h =a不是/(J：)的极值点.

结论1 设/ (工)在X —a处取极值，则/z(<2 ) = 0或f' (a )不存在，反之不对.

【例 1】 如图 3 - 1,设 /(J；) =x3,由 ) =3j;2 =0,得広=0,但工=0 不是 /(J7 ) =z3

的极值点.

I x ,工 V 0 9【例2】如图一2，设心)=丄心°,

心—八0)=2,/1(0) = lim ")_ £3? = ], /；(0) = lim
x->0~ X 力X

因为fl(0) Hy；(0),所以工=0为/(^)的不可导点，但工=0不是/■(・)的极值点. 

结论2 设/'(g)可导且在x =a处取极值，则/z (« ) = 0.

【注解】

(1) /；(«) >0=> 右高 ^3x0 >a，使得 /(^o)>y(a).

(2) /+ (a) V 0=> 右低=> 3 jc0 > a，使得 /(^o)< /(a).

(3) /L (a ) > 0=> 左低=>曰工0 < a，使得 f Cx0) < /(a).

(4) fL(a) < 0=> 左高=> 3 < a，使得 /(x0)> /(tz).

二、中值定理

(一)罗尔定理

定理1 设_/"(工)6 C［a,b］,在(a,6)内可导,/(a ) = f (b)，则存在EC (a ,b)，使得

f ® =0.
证明 因为/(^)在［a上连续，所以于(工)在［a,b］上取到最小值加和最大值M. 
情形一：加=M
显然 /(J；)三 Co,则任取 W E (a ,有 /"'(£)=0；

情形二:加< M
因为/(a) = / (6),所以加，M至少有一个在(a,b)内取到， 

不妨设M在(a』)内取到，即存在£ E (a』)，使得_/(W)=M,
因为工=2为f(Q的极大值点，所以f'®= o或yz (^)不存在，又因为于(攵)在(a,b)内 

可导，所以有Z(e)=o.
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【注解】

(1) 罗尔定理的几何意义：即曲线段y =y(z)(a 上至

少存在一点，且过该点的切线水平，如图3-3.
(2) 罗尔定理的中值g位于区间(a,6)内，即(a,6),且中值F至 

少存在一点.

(3) 罗尔定理的条件只是罗尔定理成立的充分条件，若函数/■&) 

在上不满足罗尔定理的条件，£也可能存在，例如：

£.、 J* , — 2 W 攵 < 1,
f kx) = \ ‘ ‘

〔心，1=2 = 2,

显然/'(#)在x =1处不连续，但/"'(0)=0,即g存在，且g=0.

【例3】 验证函数于(工)=sinz在巨，罟]上满足罗尔定理的条件，并求中值e.

【解】 心)=sinx在取纠上连续，在&，警)内可导,

_6 6」

且/'(罟)=于(¥) = +，则了⑺=sinz在R，平 上满足罗尔定理的条件.

令 f'〈工)=cosz = 0,得 £ =守.

(二) 拉格朗日中值定理

定理2 设于(工)C C[a,b],在(a,b)内可导，贝§存在W G (a,b),使得

b — a
证明 令cp(工)=fO—f(a)—心马--- (工—a),显然卩(工)在[a,b]上连续，在

b 一 a
(a,b)内可导，且伞(a)=卩(b)=0, 

由罗尔定理，存在W 6(a,b),使得卩'(£)=0, 
而 /&)=厂&)—卑二空，故/(e)

b — a b 一 a

【注解】

(1) 拉格朗日中值定理中的g在开区间(a』)内不一定唯一.

(2) 若满足/(a) =/(6),则拉格朗日中值定理为罗尔中值定理，即罗尔中值定理 

为拉格朗日中值定理的特例.

(3) 若产(工)6 C[a,b],在(a ,6)内可导且 y'Q)三 0,则 /'Q )三 C(a €6).
(4) 拉格朗日中值定理的其他形式有

/(6) — f(a ) = — a),其中 a V 方，

f(b) — f(a ) = f'\_a + (b—a)0](b—q),其中 0 V 0 V 1.
(5) 拉格朗日中值定理中£与端点a』有关，若

fd) — /(a ) = f'〈工—a),
则e是一个与工有关的函数.

(三) 柯西中值定理

定理 3 设 /'(_z),g(H)G C[a,b],在(a,b)内可导，且 g'(z) H0(a *< jc Vb),则存在

• 48・



«第三章一元函数微分学的应用

【注解】

(1)若 g'(工)# 0(a <C x < 6),则
(g (a ) H g (b),
1g，(g) H 0.

(2)柯西中值定理中只要g'Q)在(a ,b)内不等于零，即使g'(a) =0或g'(6) =0, 
柯西中值定理也成立.

(四)洛必达法则

法则1 设

(1) /(j;) ^g(x)在jc =J；0的去心邻域内可导且g‘(工)工0；

(2) lim/(x)=0, limg(j;)=0；

(3) lim —7-■—- 
—o g (工)

法则2 设

(1) /(J7)»g(T)在攵=工0的去心邻域内可导且g'(z)H0；

(2) lim/Xz) = 00, limg(工)=00；

【注解】 

f '(工)(1)洛必达法则1中，若lim厶X 不存在，只能说明洛必达法则不适用，不能
—0 g(工)

(2)洛必达法则2中，若lim厶不存在，只能说明洛必达法则不适用，不能

—° g&)

显然lim = lim(2 + cosh)不存在 9•r-*8 g (7 )
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(五)泰勒中值定理

定理4 设于(工)在X —x0的邻域内兀+ 1阶可导，贝I」
f (X ) f (n+l) (p)

/(jr) =/(j；o)+ 厂(工0)(2 — JC0)+ …H------- ;~ (H —口丫 + ;--- (工一20)”+]
n ! 5 十 1) !

Z' ( n+1)( g )

其中"于2°之间'称恥7严为拉格朗日型余项•余项W)也 

可表示为R”(g) = o((h —工0)")'称R”Q) = 0((H — x0 )")为佩亚诺型余项.

【注解】

彳(”)(°)
(1)当 #0=0 时/(0)+/z(0)j： + ••• + -— ----xn +_R”(工)称为 f(jc)的

n !
麦克劳林公式.

(2)常用的麦克劳林公式：
2 n

X + …+ —；----- 1- 0 (工")・
n !

| ( — 1) 2兀+1 I / 2 九+1、
X 十0(乂 )・

① 『=1 +工,2〕

工3

② siaz — X ———
J !
r 2 .—..

③ COSJC == 1 — ——F …+ —~~ xin + 0 (尹).
L! (2n)!

(2z? + 1)!

(-1)"

④ ；~~-— = 1 + + $2 + …+ Xn + o(h")・
1 — X

⑤ ；_:— = 1 一 h+h?—・・・ + (— 1)"工"+ o (xn )・ 
1十工

n

2 3 /___ -1 \ n—1

⑥ln(l + 工)=x ---- --- ---------------- xn + o (工").
厶 O

处/1 I 、a n I . <2 (<2 — 1) 2 I (a— ]_)••• (a— ” + 1) „ / ”、0(1 十広)=1+处----- ----工 ------ 1----------------------------------- X +o(z ).

r3 T5 (— 1 V
⑧arctanz —jc----- — + —----- -- + —— x2n+1 + o (a-2n+1).

3 5 2n +1

n !

(-1)"

(六)中值定理的几个推广形式

推论1(导数零点定理) 设/■&)在［a“］上连续，在(a,b)内可导，且/；(a)/i(6)<0,则 

存在 W 6 (a ,b),使得 /(^) -0.
证明 不妨设 /+ (a ) > 0 ,/C (6) V 0.
因为/；(a) >0,所以存在厂6 (a,b),使得/■(□)>/(a);
因为fl⑹ V0,所以存在工2 6 (a,b),使得于(工2)>/(6).
因为/'&)在［a,刃上连续，所以 g 的最大值在(a,6)内取到，即存在FC (a』)，使得 

/(e> 最大，故 f，® =0.
推论2(导数介值定理) 设/(J7)在,6］上连续，在(a ,b)内可导，且/+(«) H f-Cb),不 

妨设 f；(a) 对任意的 7］ 6(A(a),fl(6)),存在 W € (a,b),使得 _/(£)=耳.

证明 令(pO = f〈工)一耳工，<p'〈工)=F〈工)一耳.

爭；(a) — f'+ (a ) — qVO, (p'_ (b) — f- (6)—耳 > 0 ,
因为 < 0,所以由导数零点定理，存在$ 6 Ca,b),使得/(£) = 0,即

q工,
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F® = %
推论3（泰勒中值定理的推广） 设_/&）在工=和的邻域内兀阶连续可导，则

, f＜n）（^o）
/（j：）=于（工0）+ f（工。）© — jc0）+ …h------- :— Q — z。）” +。（（工一xoyn !

第二节 单调性与极值、凹凸性与拐点、函数作图

一、单调性与极值

（一） 单调性与极值的概念

设函数y =f（x）在D上有定义，若对任意的工1，工2 6 D且口 ＜工2‘有7"（工1）＜ _/"（工2）， 
称/ （攵）在区域D上为严格的增函数；若对任意的xx ,x2 6 D且厂 ＜工2,有于（攵i）＞7"（工2）， 
称/（^）在区域D上为严格的减函数.

设S 6 D,若函数/（工）在x =x0处左、右去心邻域的函数值小于f （工烏,称工=攵（）为 

/（J：）的极大值点称为/（J?）的极大值；若函数/（^）在x =x0处左、右去心邻域的函 

数值大于/"（工0）,则x —Xq为f （工）的极小值点,f （工称为/"（力）的极小值. ,

（二） 单调性判别法

定理 若在区间I内有/7^）＞0,则函数y=f（x）在区间/上严格增加；若在区间I内 

有fd ＜ 0,则函数夕=/（^）在区间/上严格减少.

【注解】

（1） 若在区间I内有则yQ）在/上严格增加，反之不对；若在区间I内 

有尸（工）V0,则心）在I上严格减少，反之不对.

（2） 若在区间Z内除了有限个点外有/z（x） ＞0,则/（^）在I上仍为严格增函数.

（三） 极值点的判别步骤与方法

1. 确定函数的定义域z G D；

2. 求尸（工），求出于（工）的驻点及不可导点 ；

3. 判别法

方法一：第一充分条件

定理1 若存在& ＞0,当匚e（工。一儿工。）时有厂（工）＞o,当工e（工。，工。+&）时有 

f' Cj： ） ＜ 0,则工=xq为f （工）的极大值点；若当工G （匚。一5，工0）时有/''（z）VO,当工G 
（工0，工0 + &）时有/z） ＞ 0,则攵=工0为f〈工）的极小值点.

方法二：第二充分条件

定理2 设函数f（.X ）在z =工（）处二阶可导，且/■'（■Zo）=O,则
（1） 当f'GJ ＞0时,工=工（）为/（j：）的极小值点；

（2） 当f"（工品V0时,攵=攵（）为f O 的极大值点.

方法三：泰勒公式判别法

定理3 设_/（攵）具有n阶导数（九为偶数），且/'"＞（工0）=0（怡=1,2,“・，"一1）,贝!]

（1） 当/（n）（x0）＞0时口 =工。为fG）的极小值点；

（2） 当ys（zo）vo时,攵=攵0为f a）的极大值点.
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二、凹凸性与拐点

（—）基本概念

1.凹凸性的概念一如图3-4,设》=/■&）定义于区间/上，若对任意的厂，工2 6 /且

工 1 H X 2
丁 I）〉[二•丁/工2）,称y = fd ）在I上为凸函数

图3 - 4

若对任意的G，s 6 /且厂工工2有■/•（仝「2）J（S）,称夕=于（乂）在/ 

上为凹函数.

2.拐点 ——设y = fG ）定义于区间/上，若yCz）在工=工。两侧凹凸性不同，称 

（•To，_f（Zo））为曲线夕=/（久）的拐点.

（二）曲线凹凸性判别法

定理1 若当e I时，厂（工）＞ o（个别点除外），则》=于（工）在/内为凹函数；若当 

•z 6 I时，厂（工）＜ 0（个别点除外），则夕=fCx）在/内为凸函数.

定理2 设八工）三阶可导，且/'〃（工。）=0,但/■〃（©） H 0,则（□，/■（□））为曲线夕= 

/（^）的拐点.

三、渐近线

1. 水平渐近线----若lira f （jc~） = A ,称》=A为L ：y = /（j-）的水平渐近线.
oo

【例1】 求y =arctarur的水平渐近线.

jr rr

【解】 由lim arctanz = ，得；y =— 为曲线夕=arctamr的一条水平渐近线；H-* —8 Z Z

7t 7V
再由lim arctanjr =百，得y = ~也为曲线y = arctanz的水平渐近线.工~+00 乙 Z

【例2] 求夕+1的水平渐近线.

【解】 由limy =1,得》=1为曲线_y = + 1的水平渐近线.・ 工~*8

2. 铅直渐近线----若lim/（jr ） = °°或/ （a—0）=°°或/'（a+Oln00,称工=a为曲线
■r~*a 

y=fM 的铅直渐近线.

■jr —I— 1
【例31 求曲线$ =耳二的铅直渐近线.

X 一 1
1 T -U 1

【解】 由limy = ，得久=—1不是曲线y =—--- 的铅直渐近线；
L 一1 Z X — 1

由limy = °°,得J? = 1为曲线y = --- -的铅直渐近线.
L1 X ——1
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1

【例4] 求曲线夕=e^的铅直渐近线.

1 

【解】 因为limy = +兀，所以工=2为曲线的铅直渐近线.
x-2+

【注解】

(1) 若r =a为y — f (x)的铅直渐近线，则x —a为y = 的间断点.反之,若

x =a为y — f(.X)的间断，占、，则x =a不一定为y =/(jr)的铅直渐近线.

(2) /(a +0),/(a -0)只有一个为无穷大时，工=q也为y=f(x)的铅直渐近线.

3.斜渐近线----若 lira 了、工、=a (工 0 ,°°) , lim[/(j;) — =6,称 y = ax b 为 L ：
•r —8 X x —

y = f(工)的斜渐近线.

t* 2 — 2 丁 —I— 4
【例5] 求曲线夕=竽一的斜渐近线.

E十1 

\) 于 2   2 qr —I— 4
【解】 由 lim 一 = lim ------—------- = 1,

J--*00 X …8 X + JC

血 ° —工)=lim F —严广 4 —工)=lim = — 3,得
H-*OO J- — OO \ 工十 1 / JC Y

qr 2 --- 2 T' —I— 4
曲线夕=―各土1的斜渐近线为y =工一3.

2. 曲率半径计算公式:R==
k

•Z十1

【例6】 求曲线y =(2工+ 1)“的斜渐近线.

P 9^ 4- 1 -
【解】 因为lim = lim -^工一「=2,

工—8 X 工―8 X
丄

lim(y — 2«z)=lim「(2«z + l)b — 2x \ = 2 lim -~~-~- + lime ° = 3 9
工—>OO 工->8 [_ 」 工―>8 1 工〜8

X
丄

所以曲线夕=(2工+ l)e7的斜渐近线为y =2工+ 3.

四、弧微分、曲率与曲率半径(数学三不要求)

(一) 弧微分

弧微分的基本公式:(ds)2 = (d)2 + (dj/)2 ,其中：

(1) 设 L ：y = /(jc ),则 ds = a/1 + //2 (j; ) dj?;

(2) 设 L ： [" 9(r)，则 ds =丿爭'2 &)+ ©2(上)曲；
b=0d),

(3) 设 L ：r =r((9),则 ds = ^r2 ((9) + r，2 ((9) d0.

(二) 曲率与曲率半径

1. 曲率计算公式M =— •
(1+^，2>7
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五、函数作图步骤

1. 求函数的定义域；

2. 求 y 并求出驻点及不可导点；

3. 求y〃Q),并求出二阶导数的零点及二阶不可导点；

4. 确定函数在各小区间上/■'&)与严(工)的符号，从而确定函数在各小区间上的单调性 

与凹凸性；

5. 求出函数的水平、铅直、斜渐近线；

6. 找岀关键点(极值点、拐点)，再描图.

重点题型讲解

题型一证明m

【例 11 设/(工)6 C[0,2],在(0,2)内可导，且3/(0) = /(I) + 2/(2),证明:存在g 6 (0,2), 
使得 =0.

【证明】 因为/(J7)e C[1,2],所以f(jc )在[1,2]上存在最小值m和最大值M,
因为 3m </(I) +2/(2) < 3M,
所以 m /(0) M,
由介值定理，存在c E 口，2],使得/(O) =/(c),
再由罗尔定理，存在W e (0,c) U (0,2),使得f(W)=O.

【例2】设/(工)二阶可导，且limZ©? —J,又/'(1)=1,证明：存在W C (0,1),使得 
X—0 X .

/z,(e)=o.

【证明】 由lim -----  =0 得 /(0) = 1 (0) = 0,
x-*0 x

因为y(0)=于(1) =1,所以存在c 6 (0,1),使得/'(c)=0,
因为f(jc )二阶可导且所以存在g 6 (0,c) U (0,1)，使得 

f” ® =0.
【例3】 设/(工)二阶可导，且/(i)=o,令尸(攵)=工2八工)，证明：存在g e(0,1),使得 

F〃(g) =0.
【证明】F(O)=F(1)=O,由罗尔定理，存在c 6 (0,1),使得F'(c)=O；

又 F'(x ) =2xf(x ) + x1 f y
F'(0) =F'(c) =0,由罗尔定理，存在 e E (0,c) (Z (0,1),使得 F"(E)=0.
【例 4】 设 /(j：) G C[_a ,b~\,在(a,b)内二阶可导,/(a) = /(6) = O,/+(a)/L (6) > 0,证 

明：存在g e Ca,b),使得作)=0.
【证明】 不妨设/；(a) > 0,/C(6) > 0,则存在G，工2 6 (a,b)使得

/(J：!)> /(tz) = 0, f(jc <Z fCb) = 0；

由零点定理，存在 c G(2 1，工2)匸(<2,6),使得 /(c) =0,因为 / (a) = /(c) = /(6) = 0, 
所以由罗尔定理，存在& e(a,c),g2 e a』)，使得f,(e1)=/,(e2)=o,再由罗尔定理，存在 

e 6 (“忌)U (a,b),使得 f"® =0.
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【例5］ 设曲线y =于(工)在匕，刃上二阶可导，连接点A(a,f(a)),E(b,f(bR的直线 

交曲线于点C(c,_f(c))(a <c <6),证明：存在6 (a,b),使得f”® =0.
【证明】 由拉格朗日中值定理，存在& 6 (a,c),$2 6 (c,b),使得

g)=")—“),仆“=叫二0丄.
c — a b — c

因为A,B,C三点位于同一条直线上，所以吐2).
因为八工)二阶可导，所以由罗尔定理，存在f e(“忌)u (a,小，使得y〃(g)=o.
【例6］ 设fS 在［0,3］上连续，在(0,3)内二阶可导，且

2/(0) =［ /(j：)djr =/(2) + /(3),
J o

证明：存在£ e(0,3),使得y〃(g)=o.

分析：本题的关键是对已知条件的解读，显然对使用推广的积分中值定理，
J 0

对/(2) +/(3)使用介值定理.

【证明】 令 FQ) = 则 F'Q) =_/■&).
J 0

由拉格朗日中值定理得

P/(j7)d^ =F(2) —F(0) =F'(s)(2 — 0) =2y(g),其中攵。6 (0,2).
J 0

因为fS 在［2,3］上连续，所以/(^)在［2,3］上取到最小值加和最大值M,

因为所以由介值定理，存在c 6 ［2,3］,使得y(c)=W)丁/⑶ 

或 /(2) + /(3) = 2/(c),于是 /(0) =/(x0) =/(c).
由罗尔定理，存在& 6 (0,工。)疋2 6 Qo，c),使得十(")=/''($2)=0,再由罗尔定理，存 

在 £ W (",&)U (0,3),使得作)=0.
【例7】 设yCz)在［a,刃上二阶可导，且/'(a) = /Xb) = ］ f(j：)dz = 0,证明:存在£W(a,b), 

使得 /z(e)=0.
【证明】 令F (工)=［显然F'(z ) =/"(工).

J a

因为F(a) = F(b) =0,所以由罗尔定理，存在c 6(Q』)，使得F'(c) = 0,即/(c) =0.
因为/(«)=/(c)=/(6)=0,所以由罗尔定理，存在& 6 (a,c),f2 6 (c,b),使得厂(“) 

=十($2)=0,再由罗尔定理，存在W E(",&)U (a』)，使得y〃(g)=o.

【例8】设/'(工)在［0,1］上连续，在(0,1)内可导，且/(0) = — 1,_/(*) =1,/(1) =y5 

证明：存在W 6 (0,1),使得/7e)=o.
【证明】 因为在［0,1］上连续，所以/(^)在［0,1］上取到最大值，

又因为/(o)=-i,/(y) =1,/(1) =*，所以f (^)的最大值在(0,1)内取到，

即存在£ e(0,1),使得y(e)为最大值，故/z(e)=0.
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题型二待证结论中只有一个中值W ,不含其他字母

【思路分析】

这类问题通常有如下三种方法构造辅助函数 ：

方法一：还原法

1. 若待证结论为/7e)+ /2($)=o,则辅助函数构造如下：

(1) 将 /z(e)+ /2(e)=o 写为 _/■'&)+ 严(工)=o.

(2) 将/''(■z)+/"(>z)=0 改写为 + /"(z ) = 0.

(3) 将+ /~(工)=0 还原得[ln/Xz )]'+ [J = 0

或[Inf + [1」3丁 =o,即丁 =o.

则辅助函数为(p(x) — f (x )e ° .
2. 若待证结论为yz(e)+ 2/(e)=o,则辅助函数构造如下：

⑴ 将/(^)+ 2/(e)= o写为 尸(工)+ 2于(工)=o.

(2) 将十(工)+2/(工)=0改写为孕孚+ 2=0.
/(工)

(3) 将王? + 2 = 0 还原得[In/(a： )]z + (2工)'=0 或[lny"(H )了 + (lne2^ )' = 0,
/(•r)

即[lne2,/(j; )了=0,故辅助函数为 <p(x) — e2x f(x ).

【例1] 设/(^) 6 C[0,l],在(0,1)内可导,/(1) =0,证明：存在£ e (0,1),使得

2于(W) +b'(W)=0.

分析：将结论改写为2/'(z ) + x f'(工)=0或^―,- H-----= 0,还原得[ln/Xz )]' +
j \x) x

(\nx2y =0,合并得[kiz^Q)了 =0,辅助函数为爭(工)=工2于(工).

【证明】 令伞(工)=工2 f Ijc )，因为爭(0)=华(1)=0,所以由罗尔定理，存在g 6 (0,1),使 

得卩'(£)= 0.
而(p\x) — j? [2/(jc ) + jr/z (x )],于是 £[2/(£) +£/''(£)] = 0,注意到 £ 工 0, 

故 2/($) +b'(W)=0.
【例 2] 设 6 C[a,b],在(a,b)内可导,/(<2)=/(6) =0,证明：存在 £ G (a,b),

使得 _/'(£)—2/0) =0.

分析：将 /z(f) — 2/(^) = 0 改写为 f\x ) — 2/(j? ) = 0 或 d —2=0,还原得 

/(攵)

)丁 + (lne~2^ )' =。9合并得Elne_2r/(jc )了 =0,辅助函数为卩(无)=e~2rf(jc )・

【证明】 令爭(工)=e_2j / (j; )9 因为 /(ez) =/(6) =。9 所以卩(q) =(p(b) = 0.
由罗尔定理，存在E G (a,b)，使得/(£)= 0,而申'(2)= e_2,z \_f\x )—2f{jc )]且「力工。?所 

以 =0.
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【例3】 设yCz) 6 C［l,2］,在(1,2)内可导，且/(1)= *』(2)= 2,证明:存在g 6 (1,2), 

使得=卷2

【证明】 令卩(工)=以学,显然卩(工)在［1,2］上连续，在(1,2)内可导，且爭(1)=爭(2)=
JC /

由罗尔定理，存在F € (1,2),使得/(£)= 0,而/(》)=好&)；2/匕),所以f® =型字.

【例4】 设八工)在［0,1］上二阶可导，且/(0) =/(1),证明：存在£ 6 (0,1),使得

分析：将厂(£)=牛卑改写为y〃(z)=2f ⑴,进一步化为奔三+ ―l_^=o,还原

1 —£ 1 — JC J ) X — 1
得[In/'(z )了 + [ln(jr — I)2]7 = 0,合并得[InQ — l)2/^^)T = 0,辅助函数为 

申(z)=(工—l)2/z(jr ).

【证明】 令申(工)=(工一1)2/z(j; )，9?(1) =0.
因为f (o) =y(i),所以由罗尔定理，存在c 6(0,1),使得y'(c)=o,于是申(c)=o.
因为申(c)=卩(1) = o,所以由罗尔定理，存在e & (c , 1)u (0,1),使得爭'(£) = o,于是

心)=
2/'(£)

【例5】 设) G C[0,l],在(0,1)内可导，且/'⑴—2 2 x2 )dr.证明:存在£ G (0,1), 
J 0

使得 e/,(e)+ 2/(e)=o.

f (丁) 2
分析：将 EflE) + 2/(^) = 0 化为 jcf\x ) + 2fO= 0,从而 ~~~- ~\----- = 0,还原得

[In/ (工)]'+ (lnj"2)' =0,合并得 \\xix2 f (x )] ' = 0,辅助函数为爭(工)=x2 f{x ).

【证明】 令申(工)=工好(工).
rl r i ~

由积分中值定理得/(D = 2 2 )djc = J f(c) 9其中c G 0 9即卩(c)=卩(1)・
J o _

由罗尔定理，存在 W 6 (c ,1) CZ (0,1),使得卩'(W)=0,而华'(h)=h[2/'(h)+z/''(h)], 
于是札 2y(g)+ 钉'(£)] =0,注意到 who,故 2/(e)+ e/(e)=o.

方法二：分组构造法

所谓分组构造法，就是将所证结论进行适当分组，然后使用还原法构造辅助函数.

1. 若所证结论为/7e)-/(^)+ 2e =2,则辅助函数构造法如下：

(1) 将 /•'(£)—/•(£) + 2F =2 改写为 /■'(.)—/'&)+2工=2；

(2) 将 —/(□?) -j- 2 j： = 2 分组为［/(j： ) — 2x ~\r — E/( ) — 2_r］=0,

则辅助函数为爭(工)=e x C/(j: ) — 2攵］.
2. 若所证结论为/7e)-y(e)=0,则辅助禹数构造法如下：

(1) 将 f"® —了® =0 改写为 y〃Q) —/(工)=0；

(2) 将 f" Ijc ) — fCx) = 0 分组为 f'\x ) + fr (je ) — — f(.x )=0,
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即[/"'(工)+ /■(”)]' — [/'‘(％)+ /(x )] —0,

辅助函数为护(z) = e~T \_f\x ) +于(工)].

也可以进行如下构造：

(1) 将 f"® — g =0 改写为 _/〃Q) —心)=0；

(2) 将 f'\x ) — /(jc ) =0 分组为 f"(工)—yz(x) + /"(工)—/(x ) =0,即

\_f' (x ) — f(x )]z + [厂(工)一/(J； )0 = 0,辅助函数为卩(鼻)=ex \_f' (x ) — /(x ) J.

3.若所证结论为=2,辅助函数构造法如下：

(1) 将严(£)+/(£) =2 改写为厂&)+/■'&) =2；

(2) 将 f'\x ) + 于‘(化)=2 分组为[_ff Q) — 2丁 + \_f\x ) — 2] = 0, 

则辅助函数为(±) = ex [_f\x ) — 2].

【例 6】 设 /(a?) G C[0,l],在(0,1)内可导，且 _/(0)=0,/"(*) = 1，/"⑴=*.

(1) 证明：存在 c 6 (0,1),使得 /(c) =c;
(2) 对任意的实数I存在£ 6 (0,1),使得j,($)+^E/(e)-e]=i.

【证明】 ⑴令竿(工)=7"(工)一2,爭(0)=0,卩(*) = *，卩(1)=—.

因为”+)卩(1)V 0,所以由零点定理，存在c e (y ,1)，使得卩(c) =0,故/(c) =c.

(2)令 A(J?) = ekx [/(j?)—工],因为竿(0) =®(c) = 0,所以 7i (0) = A (c) =0. 
由罗尔定理，存在e e(0,1),使得h'® =0,故=

【例 7】 设 /(x) 6 C[a ,6],在(a ,6)内二阶可导,f(a')= /(6) = 0, f'+ (a) f'_ ⑹ > 0.
(1) 证明：存在昌疋2 6 (a,6)(" <^2),使得/(£)+十(臭)=0J(£2)+/■'(&)=0；

(2) 证明：存在 T]\ ,耳2 6 (a,6)(^1 V")，使得 _/'‘(41)一_/'(乃1)=0,/''(处)一/'(°2)=0;
(3) 证明：存在£ e (a』),使得厂(£)=/■(£)；

(4) 证明：存在 s E (a ,b),使得 f"〈q) — 3f' Irf) + 2/(^) =0.

【证明】(1)不妨设 f+ (a ) > 0, >0,则存在 Ci € (a ,b) ,c2 6 (a,b),使得

/(ci ) > /(a ) = 0, f (c2)fCb) = 0.

因为/(C1)/(c2) V 0,所以由零点定理，存在c 6 (a』)，使得/(c) =0.

令 =e* f (工),因为 /(a ) =/(c ) =/(6) = 0,所以爭(a) —(p(c) =(pCb) = 0,由罗尔

定理，存在& 6 (a,c)，5 6 (c』)，使得卩'(")=以($2)=0.

而(pf (x ) = \_f' (z) + f (.x ) J 且 ex H 0,故 f'lEQ + /(^i ) = 0, )+ f(认)=0.

(2) 令—e~xf(.jc ),因为 / (a) = /(c) = /(6) = 0,所以卩(a)=°(c)=^(b)=0,由 

罗尔定理，存在小C (sc),% 6 (c,b),使得卩'(小)=卩'(乃2)=0.

而卩‘(工)=e~x \_f\x ) — /(J；)]且「乂工0,故/''(可1)一/'(乃1)=0,/''(”2)—_/'(少2)=0.

(3) 令 A (je ) —e~x \_f\x ) +/(x )] , S 为 Zi(£i)=力(^2)=0,所以存在 £ G (&,&)，使得 

// (£) = 0.而 hf {x ) = e_x [/'"(•z ) — /(j;)]且 e~x H 0,于是 /，z($) = _/(£).

(4) 令 7i (z )=「"[/■'Q ) —/Xz )],因为 /z (°i) =7i (加)=0,所以由罗尔定理，存在 w G 
(中，％) U (a ,b),使得 7i'(q)=0.

而 h' O =e~2x \_f\x ) — 3/"'(工)+ 2于(工)]且 e~2x H 0,故 — +2/(77) =0.
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方法三：凑微法

所谓凑微法构造辅助函数，即先将结论中W变成攵，再去分母、移项，整理成g(工)=0
的形式，再找出卩'(z ) = g(工)，则甲(H )即为辅助函数.

【例 8】 设 ) ,g(rr )在[a 上连续，在(a ,b)内可导,g(H)H O,g"(z )工 0(a <C x <

b),且 _/'(a)=/'(b)=g(a)=g(b)=O,证明：存在 g E (a,6)，使得弓飲=^77T- 
g(W) g(W)

分析：将=厶黑改写为f ：毛=sy 整理得)g"o)—/z(j：)go)=o,还 

g(g) g(£) g(H) g(H)

原得[于 Q)g'(z)—/"'(#)gQ)]' =0,辅助函数为卩(攵))gz(j：)—yz(j：)g(T).

【证明】 令卩(工)=/(j; )gz (j; ) — /''(•z)g(_z),爭(a) =°(b) = 0.
由罗尔定理，存在E G (a ,b)，使得卩'(g) = 0,而卩'(攵)= /"(H)g"(z) — 且

g(z )工 0,g"(z ) H 0(a < 工 V b)，所以于茫| = Ar/TT-
g(F) g (W)

题型三 结论中含W,含Q"

情形—：a ,b与g可分离

【思路分析】

该类问题通常有两种解法，一种是将a,b与F分离，关于a,b的式子使用拉格朗日 

中值定理或柯西中值定理；另一种方法是将a,6与f的式子还原为一个原函数，并对原 

函数使用中值定理.

【例1】 设于(工)在[0,a]上连续，在(0,a)内可导，证明：存在£ W (0,a),使得 

/(a) -^r(e)= z(e).

分析：将 f(a) —改写为 /(«) — 还原得

E/(a — jcf (j: )]z = 0,辅助函数为伞(工)= _r[_f(a) — /(J；)].

【证明】 令卩(z )=工[/"(a ) — _/(工)], 

因为爭(0)=爭(a)=0,所以存在g C (0,a),使得卩'(€)=0, 
而 cp'〈工)=/(a ) 一 /(j: ) — jcfr (jc ),故 /(a ) — €/"'(£) = /(£).
【例 2] 设 ab > 0(q < b),证明：存在 $ E (a,b),使得 aeb ~bea = (a — b)(l — £)el

【证明】aeb ~bea = (a -6)(1 -：)e'等价于 —— =(1 一£)(

b a
ex i 1

令 /(j: ) = —，F(e) = — ,F‘(h) =----- 7 H 0,
he x

由柯西中值定理，存在w e ae)9使得

£_兰

fCb) — fCa)八£) Hn b a Z1 $
FQ)-即匚工=(ir)e '

b a
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故 aeb — be =(a —6)(1—g)e*.

情形二：a与g不可分离

【思路分析】

若F与a,b不可分离时，一般采用凑微法，即将结论中£改为工，去分母、移项，整理 

成g(_Z)=O的形式，再找出爭'(J7 ) = g (工)，则爭(2 )即为辅助函数.

【例1】 设/(工)，g(° ) & C[cz ,b],在(a ,b)内可导，且g'(z)工0,证明：存在£ 6 (a ,b),

使得
_r(e)

g(F)—g(b) g'(W)°

八+u JS—f® F® afUQ /(-r)
分析：将灵亍二越)=帀改写为PG)-g(b)=〒

/(x )g/(x) — f\x )g(x ) + f' (j? )g (6) = 0,还原得

或 fCa)g，(jc)—

[/(a )g (j: ) — f(x')gCjc) + /'(z)g(b)]'=0,
故辅助函数为

卩(工)=fCa )g(x ) — yQ )g(H ) + /(j? )g(fe).

【证明】 令卩(工)=f〈a) gO — /(j? )g (j? ) + f{x )g (6).
因为°(a)=爭(5) =/Xa)g(b),所以由罗尔定理，存在£ G (a,b),使得卩'(£)=0,整理得 

/(a)-/(e)_/($) 
g(£) — g(b) g'(g)°

【例2】 设/■&)在[a,门上连续，证明：存在£ 6 Ca,b),使得

/"(£)] g(/)ck=g(W)J

分析：将 /($) [ g(t)d/=g(£)[ / (z)di 改写为 /(x ) [ g(/)d/+g(z ) f =0,还
Ja Jf Ja J b

原得[I g(/)ck] =0,辅助函数为 9(_z)=J /(^)dzj g(t)dt.

【证明】 令卩(2)= [ /(^)dz [ g(t)dt.

因为^p(a) =(p(b) =0,所以由罗尔定理，存在g & (a ,b)，使得°'(g) =0,整理得 

y(g)『g(/)ck =g(£)f")ck.

题型四结论中含两个或两个以上中值的问题

情形一：结论中只含/(e),/(7)

【思路分析】

若待证结论中只含/<e)和/■'(◎),先找出函数/(^)的三个点，两次使用拉格朗 

E)中值定理即可.

【例1】 设f O C C[a ,6],在(a,b)内可导,/(a ) =/(6),/+ (a )〉0,证明：存在£诃 

e (a,6),使得/7e)>o,y'5)<0.
【证明】 因为/；(«) >0,所以存在C 6 (a,b),使得/Xc) > /(a) =/(6).
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由拉格朗日中值定理，存在W e Ca,c）,r］ e （c,b）,使得 

八》"）3>0,八沪丫-心vo.
c — a b — c

【例 2］ 设于（工）C C［0,l］,在（0,1）内可导，/'（0） =0,/（1） =1.
（1） 证明：存在 c 6（0,1）,使得/（c）=l-c；

（2） 证明：存在 F诃 6 （0,1）0 H 乃）,使得/（e）/（7）=l.
【证明】（1）令卩（工）=/"（鼻）一1+工，卩（0）= — 1,卩（1）=1.
因为爭（0）爭⑴ V 0,所以存在c 6 （0,1）,使得卩（c） = 0,即/（c） = 1 — c.
（2）由拉格朗日中值定理，存在W e （0,c）诃6 （c,l）,使得

C C 1 — C 1 — C

显然 =1.
【例3】 设/（^）在［0,1］上连续，在（0,1）内可导，且f （0） =0J（l） =1.

（1） 证明：存在0 Vc V 1,使得ya）=*；

（2） 证明：存在 w w（o,c）,“ €（c,i）,使得y4?）+ 777）=2,

【证明】（1）令卩（工）=/（工）—，爭（0）=—，伞（1）=*.

因为（p （0）^（1） < 0,所以由零点定理，存在c G （0,1）,使得爭（c）=0,即/"（门二*.

（2）由拉格朗日中值定理，存在w e（o,c）诃e a,i）,使得 

f（c）-/（o）=/,（e）c 及_/（i）— ya） = y'5）（i — c）, 

即忐 =2c,扁 =2（1—c）,两式相加得鳩 + 扁 =2.

【例 4］ 设 /■（#） C C［0,叮，在（0,1）内可导，/'（0） =0,/（1） =1,且/'（工）在［0,1］上严

格递增，证明：存在& e （0,!）（!<：■ 使得尸而
1

心”）
=n・H-------F

【证明】 因为于（工）在［0,1］上连续，所以/（^）在［0,叮上取到最小值加和最大值M,
2 — 1 27

显然加 /(0) = 0 < — < 一 V…V-----V — =/(1) WA4.
n n n n

又因为y（z）在［o,i］上单调增加，所以存在o Vc】<C2 <…<c”t v 1,使得

/(C!)= —,/(c2) = — /(C„-1)= ----- -n n n
由拉格朗日中值定理，存在& 6（0,5）,乙e （so）,…，g” e（c”_i，i）,使得 

y<ci）— /（o）=/,（^i）ci,

f（c2 ） — y（Ci）=/'（W2）（C2 — C1）,

/（I） —/（C„-1）=/■'（£”）（1 — c”_i）,

1 1
即冷=〃“，产乔=”（C2 =n (1 — c”_i )，相加得

___________ I---------------------- -------------------------------
/(e.) /(^2) /'(代)
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情形二：结论中含两个中值£诃，但关于两个中值的项复杂度不同

【思路分析】

解决这类问题通常的做法是，先将复杂中值的项取出，一般有两种情形，一种是复 

杂中值项为某函数的导数，如：复杂项为该项显然为e~xfCx）的导 

数，此时使用拉格朗日中值定理；另一种情形是两个函数导数之商，如：复杂项为 

h = 口^,该项显然为/（^）,F（ar）= 一丄的导数之商，此时使用柯西中值

1/7/ X
定理.

【例1】 设/（a:） G C［a，刃，在（a ,b）内可导，且/（a） = /（6） = 1,证明:存在E ,r）G （a ,6）, 
使得 +y（“）］ =1.

分析：复杂中值项为"［/'（小+八“）］,该项为eV（-x）的导数，对e丁Q）使用拉格朗 

日中值定理.

b 一 a
【证明】 令卩Q）=e了 （工），由拉格朗日中值定理，存在乃e （a,b）,使得卩⑴）一卩（a）

甲'（”），整理得 —• =e"［/''（?）+ /"（可）］.
b _ a

令bQ）=于，由拉格朗日中值定理，存在6 （a,b）,使得h4—Za）
b 一 a

= //(£),即

b __ a
6 = ef,于是 e"[/'(莎)+ /(7)] = ef,故 e,_f + /(7)H — 1.

b — a
【例2】 设f G） G C\_a ,6］,在（a,b）内可导（a〉0）9证明：存在G（Q』）9使得 

= a +b）厶亠.

2"

分析：复杂中值项为厶卑，该项为/'（工）与F（z）="2的导数之商，对/•&）/&） =

X2使用柯西中值定理.

FCb)-F(a) ~ b2 -a2

【证明】 令F（j?） = jc2,Fz（j?） =2.x H0.由柯西中值定理，存在“ C （a』），使得 

y（b） —/（a） = f 即于⑹一y（a） = f 5 或/~（b） — f（a） =（^ 十方）于'（乃） 

,22 2rj ~ b — a 2q '

由拉格朗日中值定理，存在g 6 （a』），使得3 —八a） =y，（w）,于是
b — a

厂（£） =（a +b）厶解.

2"
【例3】 设_/（工）在［a ,b］上连续，在（a ,6）内可导，且/''（工）H 0,证明：存在g ,q C （a ,方）, 

使得加=
便侍厂5） b-ae ■

分析：结论中复杂项为匚孚，令F&）= ej显然本题对_/'Cz）,FCz）使用柯西中值定理. 

e7

【证明】 令尸(工)=1乂，尸'(工)=声H 0.由柯西中值定理，存在° 6 (a,b),使得 

f(6)-/(g) fz(7) ED/(6)-/(g) /(7) /(6)-/(g) eA - ea .十(乃)

F (b) — F(a) F‘(少) e* — ea e" b — a b — a e7
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由拉格朗日中值定理，存在W 6 （a,b）,使得fg =0] n

于是yz（e） 忤

【例4】 设/'（■z） 6 C\_a ,b~\,在（a ,b）内可导（a $ 0）,证明：存在缶忌疋3 ■& （a ,b）,使

【证明】 令F（z） = x2 ,F\x） = 2_z H 0（a ＜工＜ b）.由柯西中值定理，存在筑G （a ,b）,

使得
fCb)-f(a) _/，(e2)(6)-f («)

2g 2 '或—b~a
r(e2)

25
=(a + b)

令 G(je ) =J：3 ,GZ(J7 ) =3x2 H0(a < X Vb),由柯西中值定理，存在 “ G (a ,b),使得

_/Z(e3)

3^3 b — a
/（e3）

3朽
=(a2 + ab + 八)

由拉格朗日中值定理，存在"6 （a,b）,使得”点“丿汽―3 ,故 
b 一 a

于'（“）=（a +6）厶^2 = （/ +必 + 八）屮号）.

茁2 3^3
情形三：结论中含中值（不仅仅只含厂（£ ）,/'切）），两者对应的项完全 

对等

【思路分析】

该类问题一般先就e构造一个辅助函数（还原法），再两次使用拉格朗日中值定理.

【例1】 设/（^）e [0,1],/（工）在（o,i）内可导，且/（o）=o j（i）= +，证明：

存在w c （°，㊁），"& （㊁」），使得F心）+ F= q — E・

【证明】4^ （^）=/（^）+ 2，卩2（乂）=/（2 ）----X2 9

由拉格朗日中值定理9存在g G （。9另）? 7 € （㊁，1） 9使得

卩1
（p\（W）=—

—卩1(0)

I
化⑴一卩2 

必（“）

1-

「“/、 1 /1 \ r '/ 1 \ 1'y⑴-l （7）+ T =-2 Z(7)+ T

从而有卩'1(€)+泌(可)=0,
而 cp\ (^) =f'(g) + F ,泌(乃)=f〈rf) — 7], 
故 f'铤)f'〈q) = q — E.
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题型五中值定理中关于0的问题

【例 1】 设 /(j; ) = arctanz 6 CCO,a],/(a) —/(O) — f' kQa^a '求 lim(92.
a-* 0

【解】fCa ) — /(0) = ff (9a )a 9 即 arctana = -― 9解得
1 + <2 7

a — arctana
0 =-2---------------- .

a arctana

1-------
十冃- 八2 cl — arctana 一 a—arctana «. 1 + a
于是 limG = lim—2------------ = lim--------- --------= lim------—.

a-*o a-*o a arctana a 3a 3
【例2】 设/■(#)二阶连续可导，且厂(工)ho,又/'(工+小二心工)+f'Q+%M(ov 

0 < 1).证明:lim(9 = £.
h-*0 Lj

a-* 0 a~*0

TCz）
【证明】 因为于&）二阶连续可导，所以fd +A） = /（rr）+/（^）A+^—A2 +o（A2）.

再由 /(rr + A ) — + 9h)h ,得
f〃(工)

/(jc ) + /Z ( jc -V dh}h = f {x ) + /z Cx )h H---- -- ----h2 + o (A2 ),

整理得0 /'&）=弓£2 +蛰2，两边取极限得厂（工）・lim&= 马空

Oh 2! h a-o 2

f”O H 0,所以 lim（9 =
A-*o Z

【例3】 设/'（工）在［—a,a］上可导且厂（0）工0.
（1）证明对任意的工6 （0,a］,存在0 6 （0,1）,使得

Ch2)
，因为

/(z)di +| /(z)dz =工[/(加)—/(— )]

(2)求limO.
•Zf 0

【证明】（1）由 = f (— u ) (— du )=— 
J o

*~X f H
L/0）—/（一£）］曲・

0

由推广的积分中值定理，存在o e（0,1）,使得

/(i )d^ +| /(£)ck =

E/（Z）—/'（—£）］& =攵［于（处）—jf（—处）］9
o

于是 fCt)dt +
o

=x ) — /(— )].
0

o

0

0

a

1

f (— t )dt 9 得
o

(2) [ + f = x\_f {Ox} — f (—处)]两边同除以工？9 得
J o J 0

/(r )dz +[
o J 0 f(<6x ) — /(— Ox )J 0

2~ X

由lim
x->0

f(t)dt +
0 ・

2 X

0 1 于（工）_ 于（_工）
-------------=—lim------------------------

2 •Z-* 0 x
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__1
=1

応八处）-/•（-处）=］歸.

j--*0

r,. /(^)-/(o),/(-^)-/(o) lim--------------------- lim-------------------------
_ Z —0 X

lim——
x-*0 9jc

■r—0 — X _

+ lim----------- - -----------
X —0 — tjx

=于'(0),

=2十(0)忸0,

得 limO = £
x->0 Z

题型六 拉格朗日中值定理的两种惯性思维

•r-* 0

【思路分析】

若函数于(工)e C[a,b],在(a』)内可导，以下三种情形常使用拉格朗日中值定理：

(1) 出现 /(6) -/(a);
(2) 出现/(a),/(c),/(6);
(3) 出现/'(工)与十(工)之间的关系式(也有可能使用牛顿一莱布尼茨公式).

【例 1】 设lim/z(j: ) = e,且— 1)] = lim ("+巴)，求 c.
oo x-*oo 8 \x —— C /

【解】 由拉格朗日中值定理得

/(J7 ) — — 1) =/，(^)(J： — 1 <Z),
则 lim[/(j： ) — /(x — 1)] = lim// (^) = e，又

工—► OO J- —► oo

lim D ' =lim [(1 + 上)〒=/ ,

工—8 \x — c ' 工-*8 |_\ JC — c '

由 e = e"得 c = *•

【例 2] 设 f (工)>0,取x =' jcq , Az > 0,令 dy= f\x0}^x ,^y = f(uco + Zlz ) —/(x0), 
比较dj/与的大小.

【解】 由拉格朗日中值定理得

— f(X 0 + Ajr ) — f(JC0 ) = /Z (^ ) Ax (攵0<€<工0 + Aj?),
因为厂(工)> 0,且工。V 所以

再由 Ajc > 0 得 V /z(^) Ajc，即 djy < △》.

【例3】 设 f) >0,比较//(0),/(1),/(1) -/(0)的大小.

【解】/(I) -7(0) =/，(c)(0<c < 1).
因为严(工)>0,所以十(工)单调递增，

由 0 < c V 1 得 /(0) </(c) </(1),即 /z(0) < f(l)-f(O) </(1).
【例4】 设于(工)在[a,刃上可导，且丨/•'&) IWM,又/'(工)在(a,b)内至少有一个零点, 

证明：| f(a) | + | f(b) |<M(6-a).
【证明】 由题意，存在c E (a,b),使得/(c) =0.
由拉格朗日中值定理得

/(c) —/(a) =//(^1)(c — a),其中 & G (a,c),
/(6) -/(c) =/(^2)(6 -c),其中 5 6 (c,b),

因为 | F(_z) IWM，所以 I /(a) |<M(c-a), | /(6) KM(6-c),
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两式相加得 | fCa) | + | f(6) |<M(6-a).
【例5］ 设f⑺ 在［0,1］上二阶可导，丨|< M，且/(jc )在(0,1)内取最小 

值,证明：

I /(0) | + 1 十⑴ IWM. •
【证明】 因为yCz)在(0,1)内取最小值，所以存在c 6 (0,1),使得/(c)为/(^)在(0,1) 

上的最小值，于是/'(c) =0.

由拉格朗日中值定理，存在& e(o,c),e2 e(c,i),使得

十(c) — y'(o)=/■〃(“)&— o),& e(o,c), 

/(i)-/(c) =y,,(e2)(i-c),e2 e a,i),

于是 I /'(0) 1=1 _/'〃(&) I c W Me , | ⑴ |=| 2) | (1—c)£M(l—c),
两式相加得 丨/70)| + l 771) km.
【例 6】 设y(H)在［0,1］上可导,/(o)= o,又 |y'(H)|《力 | /(^)|(O<P<1),证明： 

/(j:)三 0(0 £ 工 W 1).
【证明】 因为于(工)在［0,1］上连续，所以丨/(^) |在［0,1］上连续，

令 M = max | /"(工)|=| /(c) | (O = c《l),

贝！J M =| /(c) |=| /(c)—/(O) |=| 厂(g) I c W 丨厂(£)丨 W p I /(^) K pM,

由 OVpV 1 得 M=C)9 故 /(jr) = 0(0 jr £1).

题型七泰勒公式的常规证明问题

【思路分析】

使用泰勒公式进行证明时，最关键的是如何确定2 0和攵，一般地，有：

1. 工0的选取标准：(1)与一阶导数相关的点；(2)区间中点；(3)其他.

2. 工的选取标准：(1)与函数值相关的点；(2)区间的端点；(3)其他.

【例11 设于(工)在［一1,叮上三阶连续可导,/(-1)=0,/，(0)=0,/(1)=1,证明：存在 

e 6(-1,1),使得 =3.
【证明】由泰勒公式得

/(- 1) =f (0) + ^7^(- 1 - 0)2 + ^7^(- 1 - 0)3,其中& 6 (—1,0),

/(1)=/(o)+ -0)2 + ^^(i -0)3,其中 5 e(0,1),

两式相减得严(“)+厂02)=6.因为fXx )在［& ,&］上连续，所以厂Q)在［臭忌］

上取到最小值m 和最大值M,因为m <
/〃(")+/•〃(&)

2
<3<M,所以由介值£ M,艮卩加

定理，存在 W 6 (一1,1),使得 /'〃(g)=3.
【例2】 设f (工)在(0,1)上二阶可导,/(0) =/(1) =0,且min /(j? ) = — 1,证明：存在 

e e(0,1),使得 f"® >8.
【证明】 由已知条件，存在c e (0,1),使得_f(c) = — l,y'(c) =0,由泰勒公式得
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f〃(g )
/(0) =/(c) H---- -- ---- cS其中 & G (0，c)，

2!
f 〃( £ ) 

y(i)=/'(c)+亀丄(i —c)r其中& e(ci),

9 9
解得 r(?i)=-，r(e2)=-——-

C ( 1 — c ) 2・

1・

2・

(1) 当 c 6 (o,-| 时,/7ei)>8,此时

(2) 当 c c *，i)时，/〃(5)a8,此时

【例3】 设/(工)在［0,1］上二阶可导，且丨fa) |<a, | 对任意的c w (0,1),

证明：| /Z (c ) I 26i + —.

【证明】 由泰勒公式得

f〃(£ )
于(0) =y"(c) +/''(c)(0 — c)----  (0 — c)2,其中 & € (0,c),

f" (W )f(l) =/(C)+/，(c)(l -c) +^y^-(l-c)2,其中 5 6 (c,l),

两式相减，得 y'(c)=/(i)-/(o)+ -/,(e2)(i-c)2],^ 绝对值，得

I /"(c) I <| /(I) |+| /(O) |+y：| 严(&)丨 C2+| r(e2) |(l-c)2]

W 2a +㊁[c? +(1 — c)?].

因为 c'Wc,(l — cFWl — c,所以 c' + (l — c)2£l,故丨 /"'(c) |£2a +

【例4】一辆汽车从开始启动(速度为零)到刹车停止用单位时间走完单位路程，证明：至 

少有一个时间点其加速度的绝对值不小于4.
【证明】 设运动规律为S =SG),则SCO) =0,S'(0) =0,S(l) =1,S'(1) =0,由泰勒公 

式得

s(y)=s(o)+s,(o)(y-o) + ^y^(y-o),其中& E(0'*)'

S(*)=S(1)+S，(1)(*_1) + ^^(*_1)，其中 £2 6 (*，1)，

两式相减得S〃(W】)一S〃02)=8,于是| S〃(&) 1 + 1 S〃(巳)丨孑8.
(1) 当丨S〃(")|豪| S 〃毎2)丨时，I S 〃(&) |$4,即/="处加速度绝对值不小于4.
(2) 当| S〃(&) |<| S〃02)丨时，丨S〃02)"4,即/=最处加速度绝对值不小于4.
【例5】 设/(x )在［a,b］上二阶可导，且f' (a ) =/z (b) =0,证明：存在£ 6 (a ,b),使得 

I r(O £(a)

【证明】 由泰勒公式得

= y(Q)+
//Z(1)/a + b 
-V 2

a + 6 \
2丿

—Q )，其中Ei
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”¥）="+讐「其2 6 （宁小

两式相减，得g — g） = 5 丁）［厂（&） 一厂6）］，取绝对值，得
O
/ 7   \ 2

I /（&）-/（«）l＜ ~a El r（ei）l+l 11

4
（1） 当 I rce.） l＞l r（e2）I 时，丨厂（&）丨$ ——p I i,取£=“.

{b — a）
4

（2） 当 i /〃（&）丨＜丨 r（e2）l 时，I r（e2）——p I /（&）-/（«）i,取e =5.
lb — a ）

【例6】 设/■（"）在i的邻域内四阶可导，且丨y⑷Q） |£M（M＞0）,证明：对此邻域 

宀 r 于口十 砧 士 、 /（a） + fCb） — 2/（j;0） M “ 甘宀,曰 *
内任一不冋于Xq的09有 f （乞0）------------------------p------  W而（Q—工0）9其中b 是Q 关

（Q — Ho） 丄/

于x0的对称点.

【证明】由泰勒公式得

/（＜2 ） — f + y，（2o）（a - 工。）+ 了 扌：上）（Q -工。）2 + 厂。）（a - 工 ° 屮 +

f ⑷（W ）

―—~ （a —Zo）",其中&介于s与a之间.
4!

/（6）=/（^-0）+ y，（工。）（方—x0）+ 了： °）（6 - s尸 + 了、爲 ° — jc0）3 +

/■⑷（U）

——~~ （b 一 Zo）",其中&介于工0与b之间.

两式相加，得
/   \ 4

fCa） + f（b） — 2/（j：o）= f o）（a 一 工。）'4--------H/＜4）（?i）+ /⑷（&）］或

心4/⑹了 2 —厂&。）= "" •⑷（“）+严@2）］,取绝对值得

（a — x（\） 也4

fCa) + /(6) — 2/(j? o) 
(a — j: o)2

(a —-^0

12
)2

M.

题型八二阶导数保号性问题

【思路分析】

若题中出现＞o（＜0）时，一般有如下两种解题思路：

（1） 若f'\x）＞o«o）,则厂（工）单调增加（单调减少）.

（2） 若 fr\x） ＞ 0（＜ 0）,则 /（j;）玄（^）/（x0） 4-于'（工0）（工—x0）.

【例 1】设 /"（z ） ,g （攵）在\_a , + °°）上二阶可导,f（a ） =g （a ） / （a ） =g' （a ），且 f\x ） 
>g"(z)(>z〉a),证明：/(jr ) >g(z)(z >a).

【证明】 令 F(h) = /( j; ) —g(z),F(a) = O,F'(a) = 0,尸"(工)> 0(z〉a).

由
IF7 (a) = 0,
If"(h )〉0(h > a ) 得 F'(z)〉0(z >a).
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再由[： ' 得 F（z ） > 0（z > a ）,即当工〉a 时，） > gO ）.
\F （工）〉0（z > a ）

【例2] 设/'（工）在[0,十8）上二阶可导,/（0）= 0,且厂&） >0,证明：对任意的a >0, 
b>0,有/'（a） +y（b） V /Xa +b）.

【证明】 不妨设aWb,由拉格朗日中值定理得

/Xa） —f（0） =y'（"）a,其中筑 6 （0,a）, 
f（a+b）—f（b）=fWa,其中乙 6 （6,a +6）, 

因为/〃q）>o,所以尸&）严格递增，从而/（ei）</（e2）,于是/（e1）a</（e2）«, 

故 /（a） +/（6） < f（a +6）.

【例 3】 设lim 了"£? = 1 ,f ） > 0,证明：/（j? ） .
x-*0 JC

【证明】 方法一 由 lim 了'=1 得 _/（0） = 0（0） = 1.
x—O X 

由麦克劳林公式得

） =/（0） + /z（0）jr + f \孑-工2，其中£介于0与工之间，

因为fO > o,所以/（^） ^/（O） +尸（0）工，即f⑺ 

方法二 由 lim 八于-2 =1 得 /（0） = 0（0） = 1.
•T—0 X

由拉格朗日中值定理得/（^） =/（^） -/（0） =/■'（£）工（g介于0与工之间）， 

当工<0时，由hVFV 0及厂（工）> 0得_/'（£） V十（0） =1, 
于是 f'JEM > X ,即 /（JC ） > X ;
当工>0时，由0<€<工及厂（工）>0得十（£） >十（0）=1, 
于是f〈厂工 >攵，即y （x）>工； 
当工=0时,/（0） = o = .综上，有f〈工）上工.

【例 4] 设/'（工）e C[a,b],且厂（工）> 0,取，w [a,6]（l WH）,设局 > 0（1 £ 
i £"）且紅+上2 +…+怡” =1，证明：

+k2x2 ---- +knxn} < kifCjCi） +匕/"（工2）------+
【证明】 令工0 =怡口1 +紅工2 +…十沧”工”.

因为f" O > 0,所以/（J7 ） N/Xzo） +/''（工0）（鼻一攵0）'从而有

了（工1）$ _/（工0）+ /''（攵0）（工1 —Zo）, 

f2）A _f （工 0）+ — Zo），
v .

、/'（工”）/（J：o ） + /'（工。）©” 一工0）, 
$紅/'（20）+紅/''（工0）（工1 —攵0）， 

紅/'（2 2）k2f（.JC0） +^2/，（J?o）（^2 —攵0），
于是2 .

k„f（.JCn）鼻怡”于（工0）+ ej'Qo）©” 一 Zo）， 

相加得 /（J7O） k1f（x1'） + 怡2_/'（工2）+ …+ 怡”/'（攵”）'艮卩

+ kZX2 ---- + k„X„） £ 紅八.）（工 2）------+ ）.
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题型九不等式证明

【思路分析】

不等式证明是十分重要的考查内容，常见的证明方法有：

(1) 利用中值定理证明不等式；

(2) 利用单调性证明不等式；

(3) 利用凹凸性证明不等式；

(4) 利用最值证明不等式.

【例1] 设于(工)在[a,刃上二阶可导，| 在(a,b)内取到最小值,

证明：| ")| + | f\b) |<M(6-a).
【证明】 因为/'(工)在(a,b)内取到最小值，所以存在c E (a,b),使得/Xc)为于(2)在 

(a』)上的最小值，于是7"'(c) — 0.
由拉格朗日中值定理，存在G (a,c),g2 W (c,b),使得

(/'(c) — /'(a ) =/■"(“)(€• — a), 「/'(a)=厂(£1 ) (c 一 a ),
=/z(e2)(6 -c),即 \f 心=_/〃(W2)(b — c), 

取绝对值，得 丨 /'(a) |£M(c—a), | |£M(b—c),
两式相加，得 丨 f(a) | + | —a).
【例2】 设/Xh) 6 C[a,b],在(a,b)内可导,/(a)=/(6),且于(工)不是常数，证明：存 

在 W W (a,b),使得 >0.
【证明】 因为/(J?)不为常数且/(a ) —fCb),所以存在c G (a,b),使得f(c) H/Xa). 

不妨设/(c) >y(a),则存在 F 6 (a,c) U (a,b),使得八 £)=")_")〉0.
c — a

【例3】 设心 €C[a,b],在(a,b)内可导，且曲线y= yCz)非直线，证明:存在£ 6 (a"), 

使得 1/(0 |> 化_")•
b 一 a

【证明】 令(pCx) —/(J?) —/(a) — ---- (工一a),°(a) = cplb) = 0.
b — a

因为y = )非直线，所以卩(g)不恒为零，贝9存在c 6 (a ,b)，使得爭(c) H 0.
不妨设竿(c)>0,由拉格朗日中值定理，存在& 6 (a,c),& 6 (c』)，使得 

,(&)¥)-/a)〉。, g=叫二业2<0.
c 一 a b — c

而爭'(工)=，所以>/(^~/(a),/(e2)<竿-3. 
b — a b — a b — a

(1)当g — g〉0时,",(£)〉也广，此时

⑵ 当£(?_<0时,iy‘(£2)i〉，此时e=e2.
b — a b — a

【例 4】 设/Xh) G C[a,b],在(a,b)内二阶可导，且/(a ) =/(6) =0 ,/+ (a ) > 0 ,证明： 

存在6 (a』)，使得/7e)< 0.
【证明】 因为/+ (a )>0,所以存在c C (a,5),使得/(c) > f(a) = f(b) =0. 
由拉格朗日中值定理，存在& E (a,c),W2 E (c,b),使得
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厂佝）=2 —心）>0, r（e2）
c 一 a

fCb)-f(c) <Q 
b — c

再由拉格朗日中值定理，存在W 6 （&花2）U （a,b）,使得于〃（€）=*«?二[4 <0.
S 2 — s 1

【例5] 设0 Va<b,证明J： —应〉?

b — a a +b

【证明】 令f{x ） = \nx，由拉格朗日中值定理得

ln6 — Ina “ 1 卄亠」一/ , x
—---------=/ <e）==，其中 w c a』）.b 一 a g

因为*>扌> 2q
，所以

inb 一 Ina 
b — a

2a
a2 +b2'

>
【例 6】 设 a <Zb 证明：arctan6 — arctan^ W b — a ・ 
【证明】 令/ （a? ） =arctanj?,由拉格朗日中值定理9得

arctanZ? — arctan(2 = f (b) 一 /(a ) = Jb 一 a )
b 一 a
1 + e2

，其中e G (a』)9

于是 arctanZ? 一 arctantz =------- r W b 一 a ・
1+孑

【例7】证明：当工>0时，-4—<ln（l+^） <工. 
1十工

【证明】方法一：单调性

r 11
令 f （工）=ln（ 1 + jc ） — ——— ,/（0） = 0（工）=——---- -- -!-------y〉0（z > 0）.

由[弓) ' 得 _/(z)〉0(_z>0),即当攵>0 时— < ln(l + j?).
V)>0Q〉0), 1+工

令 g(#) = x — ln( l+j：)»g(0) = 0 ,gz (j; ) = 1 — -~~；— > 0(工 >0).
1十工

由巴 ’ 得 g (z ) > 0(z > 0),即当工 > 0 时,ln( 1 + 工)< z .
lg (工)> 0(# > 0),

方法二：中值定理

令/(O =ln(l+z)，由拉格朗日中值定理，得

ln(l + x ) = /(J7 ) — /(0) — = ] ； g '其中 2 C (0,工).

因为宀"V 所以ln（l+_z） Vh.
1 十 H 1 + c 1 4- JC

【例8】 证明：当z〉0时，e" > 1 + z.
【证明】方法一：单调性

/（x ） = eJ 一 1 一 •z,y（0）=0,/''（1z）=e' — l>0（z >0）.

（/（0） —0, /（工）> 0Q > 0）,即当工 > 0 时心 > 1+工.

"'（Z）> 0（乂 > 0）,

方法二：中值定理

令f（t） =ez,由拉格朗日中值定理，得

ex — 1 = f{x ） — /（0）=十（£）工=eex 9其中 W G （0口）・

于是e" — 1 = x〉工9即〉1 +工・
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【例9】设eVa <6,证明：『>ba.
【证明】ab > ba等价于b\na — a \nb〉0.

令 f O =x Ina — a \nx J(a) = 0,厂(2)= Ina — — 0(jc〉a)・
x

由[J： ， 得 /'(7)〉0(«z>a)，因为 b > a 9 所以 /(6) > 0,即
\f («z) >0(工〉q)9

【例 101 证明：1 + jc ln(j? + J\ + / ) M \/l + J?'・

【证明】 令 /(J7 ) = 1 + a? ln(j? + </1 + J7 2 ) — \/1 + J；2 ,/(0) =0.

f' (j: ) = ln(j? + a/1 + j;2 ) ,f' (0) = 0, f" O =----- ------ > 0.
/1+工2

由
fr (j：) V 0 VO, 
f' Cjc ) >0,z > 0,

从而x =0为fQx )的最小值点.

因为 /(O) =0,所以 f(x ) d 0,即 1 + x ln(j： + \/1 + a-2 )鼻 J\ + 工'. 

【例 11] 设 b>a>0,证明：ln->2--6-^).
a a ~v b

【证明】In — > ,)等价于a + (Jn^ 一 Ina ) 一 2(6 一 a ) >0.
a a b

令 f O = (a + a- ) (lnx 一 Ina ) — 2(jc — a) , f(a) — 0.

由
：；：))：；© >a),得")>*>“)•由

> 0(z > a),
得 /(j? ) > 0

ff (jc ) = \nx — Ina +  ---- 1 (a ) = 0 ) = —~~〉0(工〉a)・
工 x

/(a ) = 0，

/ J)

(工>a).而b >a,所以/(6) >0,即ln@〉芈孕.
a a b

【例12] 证明：当工> 0时，有(工2 — l)ln^孑Q — I)2.
【证明】 令 /(jc ) = (2 — l)lnj? — (a： — I)2 ?/(1) =0.

ff (jc ) = 2jc lnjr 一 x----+29于'(1) =0.
x

1 9( r 2 _ 1 )
f"Jjc ) = 21njc + 1---- 2 (1) = 2〉0 9严(工)

x JC §

由
0 V 工 V 19

工〉1 9
得z = 1为f"G )的最小值点，因为/，z(l) = 2 > 0,所以

于是z = 1为f (x )的最小值点.
0 < 工 V 1,

•Z > 1,

fO <0, 
f" G )〉0 9 

f"G)〉0.
由 K(1)=0,得

1/ (工)〉0，

因为 /(l) = C)9 所以 ) $()9 即(工？ — l)lnj? A Q —l)2.

【例13]当z >0时，证明:「；；穿W笃2
ln( 1十工) L

【证明】令/(工)=arctanj? ,F(j;)=ln(H-jc),F/(j：) = ―— H 0 9由柯西中值定理9存 
1十z

甘一厂小 、届/曰 arctanj? /(j? ) — /(O) /z(c) 1 + c
在 ° &(°口儿使得l^m=F”F(0)=B=rT72 •

• 72 •



◄<第三章一元函数微分学的应用丹

1 I r 1 一 9 T 一 T 2
令卩（z ）=-------- （工〉0）,由 卩'（工）= ---- = 0 得 jc =42 — 1.

r 1+工2 r （1 + J72）2

当z C （0,施—1）时，卩'（工）>0,当久 > 麗_ \时，卩'（工）V0,则z =麗—1为爭（工） 

施+ 1工曰1+c孑施+ 1 
r —'才足1+卅' —•在（0,+oo）内的最大值点，最大值为爭（施一 1）=

arctanz ” 麗 + 1 
ln(l +工)丢一2~-

1 2 1 _ 1 2 

【例14】 设e<a<b<e2，证明: 「叱 
b — a

故

>4-e
【证明】方法一：单调性

4
令爭（工）=（In2 j? — ln26i ）-----（工—a）9 申（a） =0.

e

卩'（工）一 t ,卩〃（工）=2X ]_学壬 < 0（工 > e）.
x e x

卩”"°)得 9/(_z)>0(e<H<e2). 
cp (x ) < 0(x > e),

Q" ' „ 得卩(z ) > 0(e V a V 工 < b < e?),于是卩(6)>0,
卩'&) > 0(e Vh V ej, r

故(lr?b —In。)一 a) >0,即巴二吐〉

e b — a e
方法二：中值定理

由

再由

令于Q）=lnG,由拉格朗日中值定理，存在W € （a,b）,使得咚二业 （g）= 芈.

b — a g

令爭（°） 2'n王（e<_z </）,爭'（工）=—<0,则爭（攵）在（e,e2）内单调减少， 
x 一 2JC

十曰 /、、 / 2、 4 挤 21n£、4 Hnln26 — ln2^ 4
于是卩(z)〉申(e ) = -7 ,故 —〉-? 9 即-- --------〉~y・

e c e b — a e
TT 2

【例15】证明：当OVh V肓时9一t V sina- V jc・
z 7T

【证明】 令 /(j: ) =x — sinjc 9/(0) = 0，

(攵)=1 一 cosh > 0(0 V z V 7）

由

/(0) = 0,

心)>0(0 <工 < y)

. 2
令 g (工)=sino-------x ,g(0) = g

7V

得 >0（0<工 < J） TT
，即当0 V工 < —时,sinz V x

时，
7T

0,

工V守）

0,

根据凹凸性得g&） >0（0<工<y）,即当0 <工 < 守
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Tt TT
故当 0<工 •时，—X V sin. V x.

题型十函数的零点或方程根的个数问题

【思路分析】 

解答函数零点或方程的根问题一般有如下三个思路 ：

(1) 若 /(^c) e 且 f(.a)f(b) < 0,则使用零点定理.

(2) 设于(工)的原函数为FQ),若F(a)= F(b),则由罗尔定理，存在c 6 (a,6),使得 

F'(c) =0,即 /(c) =0.
(3) 单调性方法：

第一步，给出歹=/"(工)(工C D)；

第二步，求/z(a:) =0的根及/(j:)的不可导点，求出/'(•Z )的极值点与极值； 

第三步，求出y = fCx )两侧的变化趋势，从而求出f{x )的零点个数.

【例1】 设a。+T ------ 1----- ---  = 0,证明:方程a。+心工 ---- a”z" = 0至少有一个正根.
z "十1

【证明】 令 /(j:) —a0 axx + …+ a„jcn ,

f(工)的原函数为 F(z) =aoa: + 2 + …----x "+1 ,

(2) 当a =—时9原方程有唯一解e=1；e

z ”十1
因为F(0) =F(l)=0,所以由罗尔定理，存在c e (0,1),使得F'(c) =0,从而/(c) =0, 
即工=c为原方程的一个正根.

【例2】 讨论方程j?e_J =a(a > 0)根的个数.

【解】 方法一 令/ (a: ) —x e_J —a,由(工)=(1 一工)亍 =0 ,得工=1.
当h V 1时，/'‘(工)〉0,当攵> 1时，7"' & ) V 0,则° = 1为/(J?)的最大值点，最大值 

为 M = /(1) =   a.
e

(1) 当a >丄时,M <0/0)无零点，贝I」方程无解；
e

(2) 当q =丄时,M =0,/(^)有唯一的零点工=1,则方程有唯一解工=1；
e

(3) 当 0 VaV 丄时 9 M > 0,因为 / (0)=—(2 <C0, lim/(j?)=—(2 <0,所以/(z)有
e x_>_|_oo

且仅有两个零点，则方程有且仅有两个根，分别位于(0,1)与(1, +*)内. 

方法二 令/"(z )=工，由 /"'(•z )=(1—工)e_x = 0 得 z = 1,
当工< 1时,f〈工)> 0；当工> 1时,f\x ) < 0,则z =1为f (工)的最大值点，最大值

为 M =/(1)=—,
e

又 /(0) =0, lim /(a?) = 0,故
工~*+8

(1) 当CL〉一时9原方程无解；e
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(3)当0<a V —时，原方程有且仅有两个解.
e

【例3】 讨论方程/ =ae" (a > 0)有几个根.

【解】 方程X2, =ae等价于x2— a — 0.
令 /( jc ) = jr2 一 a,由 />'(攵)=攵(2 — x )e_J = 0 得 z = 0,z = 2.
当工 W (_°o,0)时 J'Q) V0,当工 W (0,2)时，尸Q)>0,当h € (2,+oo)时，于'(工) 

V0,则工=0为/(j?)的极小值点，极小值为/ (0)=—a <O,rr = 2为f (x )的极大值点，极 

4
大值为 /(2) = — — a ,又 lim /(jt ) = + °° , lim / (工)=— a VO.e x -*■—°° x —*-f-oo

4 4
(1) 当/(2) = — — a VO9即a〉飞时9方程只有一个根；

e e
4 4

(2) 当/(2) =— — a =0,即a=-^时9方程只有两个根；
e e
4 4

(3) 当/(2) = — — a〉0,即OVa Vp■时9方程只有三个根.
e e

【例 4】 设在［Ch + °°)内有 f"$ O9 且 /(0) = — 1，厂(0) = 2?证明：/(j： ) = 0 在 

(0, +oo)内有且仅有一个根.

【证明】 由巴〃⑹、二2 '得/'(h)$2Q$0),由拉格朗日中值定理，得

\J (无)2 0 9

fa) — /(0)= f，其中 o v e < x.
于是 /(a：) /(0) + 2x = 2jc — 1,两边取极限得 lim /'(•z)=+°°.

工_>+OO

因为/(0)= — l<0,所以f (工)=0至少有一个根.

又因为2 > 0,所以f(^)为单调增函数，故根是唯一的.

【例5］ 证明方程lnx =--「丿1 — cos2工cLz在(0, +^)内有且仅有两个根.
e Jo

［证明］ J — cos2z d;r — cos2h dx — 2j"2 待\ — cos2_z dr

=2 4^ 2 sinz dr = 2 扼,
J o

T 1 1 1
令 /(jc ) = In ------- H 2 扼(jc〉0)9 由 /z) =-------=0 得工=e9 因为 f" G) =------ r

e x e jc

VO9所以jc =e为)在(0, + °°)的最大值点9最大值为M =/(e) = 2^2 > 0.
因为lim/(jr > = — °°9 lim /(j? ) = — oo ,所以原方程有且仅有两个正根.

— ()+ L+OO

题型十一函数的单调性与极值、渐近线

【例1】 设/(工)在工=0处二阶可导,/(0) =0且lim八小+八小=2,则( ). 
工〜0 X

(A) /(0)是于(工)的极大值

(B) /(0)是/'(工)的极小值

(0(0,/(0))是曲线夕=于Q)的拐点

(D)/(0)不是yQ)的极值点,(0,/(0))也不是曲线y =/Q)的拐点
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x-*0

【解】 由lim 力匕2土£02 = 2,得 /(0) + /z(0) = 0,于是 (0) = 0.
x->0 X

由 2 = lim 化)土厂(王)=lim f&)r(°)+ lim n⑹=f (0) + r(0),
x->0 x o x 八 …

得/'〃(0)=2 >0,故/'(0)为fS 的极小值，应选(E).

【例2】 设/'&)二阶连续可导,lim J *=£,则( ).
—2 (攵一2) 3

(A) /(2)是心)的极小值

(B) f(2)是于(工)的极大值

(0(2,/(2))是曲线夕=心)的拐点

(D)/(2)不是函数于(工)的极值点,(2,/(2))也不是曲线夕=于(工)的拐点

【解】 由lim £(臥 =£'得十(2)=0,再根据极限的保号性，存在5 >0,当
—2 (工—2) 3

0 < I a? — 2 I < 8 时,了 (:]
(x — 2)3

的极小值点，应选(A).

十(工)V 0 ,工E
F a)

(2 _ 8 2) ?
(2,2+门,故为“)>0,于是

> 0 ,工 C

【例3】 设/'(工)二阶连续可导，且lim 以总=_1,则(

x-*0 X ).

(A) f(o)是”)的极小值

(B) /(0)是于(工)的极大值

(0(0,/(0))是曲线夕=_/(工)的拐点

(D)_z =0是心)的驻点但不是极值点

【解】 因为/(^)二阶连续可导且= 得厂(0)=0,再根据极限保号性，存
Hf 0 X

在&〉0,当0 |<5时，3<0,于是〔<：[>°" & ；—]°儿故(0,八0))为曲线

H 厅(Z ) V o,_z C (0,5),
y =于(工)的拐点，应选(C).

fx2 2

【例4】 设/(^:) — J (j;2 — Z )e_, d?,求/'(■z )的单调区间与极值.

f-r2 2 f-r2 2

【解】/(J?) = J：2] e~'曲—J te~'山.

「‘2 4 4 2 2
由 f (x ) = J e~' di + 2j: 3 e~x — 2工3 e_J = j e~' dt = 0,得 z = 0 = ± 1.

当攵V— 1时，/''(工)VO；当一1 <工V 0时,十(工)〉0；当0 <工V 1时，/'&) <0； 
当攵>1时>0,则/Q)的单调减区间为(一X,— 1),(0,1)；于(工)的单调增区间为 

(―1,0),(1, +*>)；

)的极小值为/(+ 1)=0, )的极大值为

于(0) = _ ]；J & = — ye-2 |: =

【例5】 设于(工)二阶可导，满足f\x ) -\~x2 ) =_z e"，且z =0为f O 的极值点，判

断其为极大值点还是极小值点.

【解】 因为/&)可导且工=0为极值点，所以/(0)=0,
/z(j7)+ j;2/(x) — xe1两边对工求导得
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f'\x ) + 2xf(x ) 4- x2 f' (x )=(工 + l)eJ , 
将工=0代入得厂(0) = 1 > 0,故2=0为极小值点.

9r2 _ r — 1 ±

【例6】 求曲线y = fCx ) =------ 2-----；---- e'的渐近线.
x — 1 

【解】工= — 1,0,1为曲线的间断点，
少丁 2 _ _ -] 丄

由lim/(j?) = lim ------ q---------- eJ =2?得y = 2为曲线的水平渐近线；
工~*8 工->8 -  1

由lim/(jr ) = °°,得h = — 1为曲线的铅直渐近线;
T-*—1 

由lim/(.a:) = +°°,得工=0为曲线的铅直渐近线；
X—0+

由lim/(工)=lim —―厂^---  e* = e lim竺^  =眾，得工=1不是曲线的铅直渐近线.
工->1 X-*l X --  1 H-*l LiJC Li

【例7] 求曲线$ = Jx1 —匕+12 +工的斜渐近线.

【解】因为lim 2=2,
工 +8

____ _________ — 4工 + 12
lim （夕 一 2工）= lim 芒—4工 + 12 — jc） = lim —------ = — 2,
L + 8 L+ 8 L + 8 丿工2 — 4攵 + 12 + X

所以y =2jc — 2为曲线y = J£ — 4攵+12 + x的一条斜渐近线.

因为lim工=0,所以曲线夕=丿工2 —4工+12 +工只有一条斜渐近线.
工—一8 X
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考查要求

1. 理解原函数与不定积分的概念.

2. 掌握不定积分的基本公式、不定积分的性质及换元积分法与分部积分法.

3. 会求有理函数、三角函数有理式和简单无理函数的不定积分(数学三不要求).

第一节不定积分的概念与基本性质

一、原函数与不定积分的基本概念

1.原函数——设y(z),F(_z)为定义于I上的函数，若对一切的工e / ,有F'Q)= 
/"(•z),称FQ)为f O 的原函数.

【注解】

(1) 连续函数一定存在原函数，反之不对.

(2) 有第一类间断点的函数一定不存在原函数，但有第二类间断点的函数可能有

9 . 1 1Lx sin------ cos ——,
X X

0,
原函数，如：FQ) = v

j?2sin —, 工 H 0,
x

0,
/(J； ) = v

x =0,
尸'(攵)=/"(広)，但z =0为f Cx)的第二类间断点.

(3)若/(^)有原函数，则一定有无数个原函数，且任意两个原函数之间相差常数.

(4)设 F(h)= 为f(x)的一个原函数，则有如下结论成立：
a

7"显然

x — 0,

若为偶函数，则F(_z) = f (t)dt不一定是奇函数9如:f d =cosh为偶函
a

数，F(工)=sinz + C不一定是奇函数，但F(h) = X 一定是奇函数
0

若/(jc)为奇函数，则F(h) = 一定为偶函数.
J a

(5) ) dr =/■(#), J/Z(j：)dj7 = /(j;)+C.

2.不定积分——设FQ)为于(工)的一个原函数，则/(^)的所有原函数FQ)+C称为 

f (工)的不定积分，记为/(j? )dj? =F(z)+C.
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二、不定积分的基本性质

士gQ)]dz = J/(rr )djr 土Jg(H)dz.

2. \kf{x )d° —k^f^x )dj; {k HO).

第二节不定积分基本公式与积分法

—、不定积分基本公式

1. dj? = kx + C(怡为常数).

2. (1) 才ckz =-^—xa+x +C(a 工一 1)
a 1

3. (1) ax (Ij: =----- C (a〉0，a 丰 1)
Ina

4. (1) sinjr dz = — cosh + C

(3) | tan_z dj; = — In | cosz | + C ；

(5) secxdo- = In | sec# + tanz |+C；

(7) secGdz = taruz + C

(9) secxtanzdx = secz + C

5. (1)

(3)

(5)

. 一 =arcsinjr 十 C
yi — x2

—山？ = arctanj; + C ； 
1+j:2

dj? 1 1
x — a g

(2)J — = In \ a: | + C(j: #0).

(2) J eJ dj? = e" + C ・

(2) Jcosjc dx = sinj? + C ；

(4)Jcotj?dj? = In | sinjr | + C;

(6) cscjc dr = In | cscjc — cotz | + C ;

⑻ Jcsd"-沁+c；

(10) Jcscz cotz dr = — csce +C・

(2) f — = arcsin — + C(a〉0);
J Ja1 -x2 a

C djc 1 jc
(4) —；------r = —arctan------C(a H 0);

J a + h a a

(6) f 山..—=ln(jc + x2 a2 ) + C ； 
Jjc 2 + a2

x 一 a
x a

+ C

(7) [ -----= In | 工 + Jx2 — a2 | + C ；

Jx2 — a2

(8) J a1 — x2 d 工=^—arcsin — + - J a2 — x2 + C.

二、不定积分的积分法

(一)换元积分法

1.第一类换元积分法(凑微分法)

设f(u)的原函数为F(Q,又卩(刀为可导函数，则
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［爭（z）k'（H）（iz = \fL（p）］d［华（攵）］

= F(")+C=F[g)]+C.

【注解】

以下凑微分法需要熟练掌握：

（1） \f{axn +b}xn~x djr =丄［/（aj；" + b）d（ajcn + 6） （a 工0）.

(6)](1 )于(工 + 丄)dz = j"y(_r +丄)d(z + 丄).

(8) j (1 + Inx )/(j; \nx )djc = j /(a: lnz )d(j： lnx ).

(9) J/(sinjc )cosh etc =]/*(sinz )d(sinz ).

(10) J/(cosj: )sirur do* = — J/Xcosh )d(cosjr )・

(11) f (tanjc ) secG dr = /(tanj： )d(tanz )・

(动(…zTzw
(13) jy (seer )sec>z taaz djr = J/(seer )d(secz ).

(14) /(cscjt )csch cotz dr = — /(cscjc )d(csch ).

2.第二类换元积分法

设爭（/）单调可导且竿'（/） 7^ 0,/（J7 ）有原函数，则

）dj? ........jy ［爭 &）f（/）花= Jg（/）d/ = G（t） + C = G ［爭 t（h）］ + C.
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【注解】

第二类换元积分法常用于如下三种情形 ：

(1)将被积函数从无理函数转化为有理函数，但无理函数的不定积分不一定需要

f Ajr
转化为有理函数.如：-----------

J Jx (1 + 4工)
i +(2vr)2 —J

d(2 77)

i +(27T)2
=arctan2 + C.

(2)被积函数含平方和或平方差时，一般采用三角代换，具体换元方法如下：

表达式 替换式 三角形

2 2 a 一 X 令 re = a sinZ 9 贝 a2 — jc 2 = a2 cos21 兀

2 1 2 x 十a 令 无 = atanZ，则工' + a' = a2sec21 上 a

X

2 2x — a 令 z = asec£，贝*] x2 — a2 == a2 tan21 Xa

⑶倒数变换

【例1] 计算不定积分C于二' dr.
J VT(VT +1)

【解]吐=2〕 一dz=2]经二

丿 \Tx (+1) ' 2 + 1) ' >/x + 1

=2 [(1 ~ ) d(<y^-)=2 历—4 [ ----- d(丘 + 1)
八 77+1 丿 J 77 + 1

=2 —41n( 十 1)+C.

【例2】计算不定积分J2工% + 1山.

【解】 卜丿2川 + lcLz =*]"(2工2 +1)訂(2工2 +i)

1 o 2 1 £
-4-・?(2/ + 1)2 +C=-(2^2 +1)2 +C.

4 3 6

【例3】计算[一山.

J 1 +VT

【解】令=t,或工=八，贝！]

[---- ------dj? = 2 [ —dt = 2 [ (1 — —7—) dt
Ji + 历 Ji + £ 八 1 + "

=2(^ — In | 1+t |)+C=2 \Tx — 21n(l + \[jc ) + C ・

【例4] 计算[—— 山•
J 1 +/1 -川
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【解】
x = sinZ f COS£

J 1 + cost
]

1 + cos£
dz

2曲|

. arcsine
=arcsinj? — tan---- ------- F C.

(二)分部积分法

设u (jc ), )连续可导，则分部积分公式为du = uv — Judiz.

【注解】

以下六种情况使用分部积分公式：

(1) ］工"于ck ,即被积函数为舉函数与指数函数之积.

(2) jx"In工dr ,即被积函数为舉函数与对数函数之积.

(3) 被积函数为幕函数与三角函数之积.

(4) 被积函数为幕函数与反三角函数之积.

(5) 被积函数为指数函数与三角函数之积.

(6) 被积函数为sec"z或cscnx Cn为奇数).

【例1】求下列不定积分：

(1)]工 $ e-77 dr ; (2)]工 InG dr ; (3)Jjc sin* 2 2jc Ax ; (4) Jz' arctanz dz .

lnjr d(j?2)

x Ax = *乂2 \n x----x2 In2 + C ・

x2 x i r
---------sin4工 + — sin4乂 dr
4 8 8 J

【解】(l)j j:2 e_x dx = 一 Jj?2 d (e_T ) = — x2 e_r + 2卜 e~x dr = 一 x2 e_J 一 2 Jj; d(e_x ) 

=一x2 — 2x e_J + 2 je_I djr = — ( j： 2 + 2z +2) e_J + C.

(2) x In2 jc dr In2 d ■p In2
1
2

jc2d(ln2j?)

1=+无2 x -^x2 In2 jr
2

2 In2 jc

(3) x sin2 2jc djr = * • 2 工 
rr (1 一 cos4工)dr =—

4
1
8

x d(sin4z )

工2 工 ]
=---------sin4jr — —cos4jc + C.

4 o 32

(4) 兴 arctanM=* • n 3

arctanjc d(jc 3 )=
„ 1
—arctanj?---- - .
3 3 J 1 +

3

x

工彳 1
=—arctanj?------

3 3.
x 一

3 2 -i

=arctanj? — + —ln( 1 + 2 ) + C.
3 6 6
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【例2] 计算I = e_J cose dr

【解】1 = e_J cosh dr e-r d(sinj? ) = e~° sinz + e~x sinjr dx = sinjr — e~J d(cosjr )

=e sinj? 一 e cosj? e~x cosh dr ,

得
_x e .

e-^ cosjc dr = -^-(sinj? — cosh ) + C・

第三节两类重要函数的不定积分 
——有理函数与三角有理函数 （数学三不要求）

一、有理函数的积分

p（x）
1. 有理函数的概念——设R（x）= 其中PCz）,QCz）为多项式，称RCz）为有理函数. 

当degP（z） < degQQ）时，称RQ）为真分式；

当degP（x） >degQ（T）时，称RQ）为假分式.

2. Ji? （x ）djr的积分方法

情形一：当RQ）为真分式时，将RQ）拆成部分和的形式.

情形二：当RQ）为假分式时，将R&）拆成多项式与真分式之和，再将真分式拆成部分 

和的形式.

【例1】计算下列不定积分:

］

x2 — x 一 12
djc ；

djr
a- 2 + 2j7 + 2

【解】 _____ 1_____ 血=丄(7丄(j? + 3)(jt 一 4) 7 J —4 dr

X 2

•z + 2 」
------------ dz
+工+ 1

+ )

x 一 4
Jtr + 3

+ C.

/c、「 dj? |r d(+1)⑵」工2 +2工+2 =1 "+l)iE + l)+C.

⑶人 5久—1 = 5z — 1 = A E
jc 2 — x 一 2 (工+1)(工一2) jc + 1 x — 2

由AS
(A + B = 5-2)+£—］得］_2—-1 解得 * =2 ,B = 3 9 贝！J

m牡制齐^+寸一“宀+ iz+〜+c.
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「、［■工+2 , 1 f (2JC+D+3, 1 f d(^2+a-+l) , 3 f 心十㊁)

(4)J百r血=tJ宀"严=yJ 宀工+i +勺(町+(“眾

【例2】计算下列不定积分:

A + B = 0,
由 A（1 +川）+ 工（£工 +C） =3工 +2 得2 A = 2, 解得 A =2,B =-2,C=3,

dr = lnjr2 一 ln（ 1 + z $） + 3arctanz + C.

'A + C = — 1, 
由 Az(z +1) +3(工 +1) +C_r2 =3 —工？得丿人 +£ = 0,解得 A =-3,B =3,C=2,

,B = 3,

于是］—~――— dr = ----— + —T H----7-7 )dz=j： — 31n | x | — +21n|_z+l | + C.
J 工〈I +工) J \ r x +1/ 攵

二、三角有理函数的不定积分

1. 三角有理函数的概念——设为二元有理函数，称R(sin_z,cosH)为三角有

理函数.

2. 万能公式法计算三角有理函数的不定积分

【注解】

三角有理函数的积分针对特定类型有特定的方法进行积分，一般不采用万能公式法.

重点题型讲解

题型一不定积分的基本概念与性质

【例1］ 设里巴为于Q)的原函数，则
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【解】)dx = Jh d/(jr ) — xf (.j: ) — J/(jc )djr = x (".叱)—+ C

x cost — 2sinj?
x + C.

【例 2】 设 f\\nx ) = jc 2 \nx 9 则)dz =________ ・

2 4~^ (1 + 7 '

【解】 由 f\\nx ) = jc2 \nx = e21nx lnjr，得 (jc ) = jc e2x ・

于是](2)dr = Jjc e2x dx = d(e2j )=专°加-- Je^dz = ----e2-r + C・

题型二换元积分法

【例1] 计算下列不定积分:

Ax
jc (1 + In2 )

(4)[ 1+ ”上(工 > 0)；
J 1 + H

⑵[a“tan妊込

J 4x (1 + «z )

2 — 1
(5)   dx (e〉0)；J 1+d

⑹J 1
1 + j: 4

dz (z > 0)；

【解】

x dj?

JH 2 + g +「
(8)

1 + lnjc
x lnz (1 + 工 Injr ) X

dz
j： (1 + In2 j;)

f ddnjr )
J 1 + In2 =arctan(lnx ) + C.

(2) arctan dj? 
(1 + 2 ) '

arctan \/~x dj? _ —5

=2 arctan d(arctan) = arctan2 \[jc + C・

(3)方法一
dj?_________ = 2 

Jx (4 一 工)____ '
------------------ ， =2

2 y4 — x '

d(y^)
=2arcsin -y- + C.

方法二
dx

a/4 jc — jc2 a/ 4 — (j? — 2)2

dQ -2)______________ = arcsin
Q —(H —2)2

^_2 + c.
2

(4)
1+兴
---------- dw =
1+d

i+A

—— dr
/+尹

d

(q+G_+)
x

1
7 = —arctan

72

x
_1_

—^- + c. 
a/2

1 -X

(5)
d(-r+7)

- 2~? —In
(工+右)-(V2)2 2施

x
2 1x — 1 

---------- dr1 +*

工+丄—施

X

x -\-------F ^2
X

+ C.

(6)
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1x------1 JC 1
 arctan In 
2 72-------------V2 4#

jc H-------- a/2~
x

无---------麗
X

+ C.

(7) 丄 f (2jc + 1) - 1
JH 2 + J； + 1

___________dj?=
a/j? 2 + JT +1

2.x + 1___________djr---- }-
2 Js' + h + 1

djr
丿工2 + H + 1

(8) 1 + In j? J _
x lnjc (1 + 工 Inj?)

=J工 $ + 工 + 1---- In

d(jc Inj?)
x lnjr (1 + e In) 

工\nx
1 + 工 lnj?

d(jc2 + + 1) 1

2 J工2 + J： + 1

+ C.

d(jc lnx ) 
x \nx

d( Inj:)
1 + In

=In + C.

【例2】计算下列不定积分: 

dj?
(1) (2)

e3x + e"」
4工 I ~~ dw .e + e + 1

【解】(1)方法一
—E = —2

71 - '

d(e"y)

e2 J\ —巳 l-(e_y)2

=—2arcsine 2 4- C.
______

方法二 令J € 一 1 = /,则工=ln( 1 +『)，dr =-------- ck,于是
1 +r

(2)

丿艮—1 丿)

e3x + e’ ------------------Cl J?= 
e壮 +0 +1

] 2t ______
—• ------- dr = 2arctanZ + C = 2 arctan Ve—1 +C・
t 1+t

ex + e_x ------------------- di 
e2x + e_2x + 1

d(e^ — e-^ ) 
(V3)2 + (ex -e~xy

1
=——arctan 

V3
【例3】计算下列不定积分：

ex —尹9…「 +C.
V3

(1) (2)

(3)[ 「ck
J H

(4)P 丘、

【解】⑴
x = tanZ tan3 sec2 、 

--------------dr = sec£ tan3 £ sect dt = tan2^d(secZ )
丿1 +工2

一 x2 djc .

= (secS — 1 )d(secZ ) = —sec3Z — sec/ + C 
J u

1 1 1
=—d+^2)2 —( 1 + 2)2 + c.
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T
+ c.

a/1 + J?2
SeC3^ dz = [cos/ck = sinZ + C 
sec r J

dr x = tanZ

y(jr2 + i)3 ■

(3)i ^ = 2sln-
J X

(2)

2cost 门 [ 1------- -- • ZcosYd/ =— 
16sinS------------------ 4.

2
1 .3. (4 — J； 2 ) 2 ,

—辽 cot r + C = — \~ C.
12x3

cot21 • csc2zd^ =-----7
4

cot「d(cotr)

(4) Lc J2工—/ d工 [(jc -1) + 1]丿 1 —(工 一 d(_z - 1)

•z — 1 = sin/ (sin? + 1) cos2 r d/ = | sin? cos2 / dt + | cos21 ck

cos2 £ d( cost) + (1 + cos2t) At

/ + 专 + *sintcost + C

2 i 1 _______________

—j;2)2 + —arcsin(j? — 1) + —(jc 一 1) a/2jc — jc2 + C. 
Ct J

1 c 3 =——COS
3

一 *(2工

【例4】计算下列积分：

(1)
d z

【解】⑴

(2)

t十1
jc = t6 f 6广 dt 

J t3 +t

= 2t‘ 一 3厂+6丫 一 61n | f + 1 |+C

=2 J~x 一3 \Tx + 6 y/~x~一61n( + 1)+C ・

t+i~rh

⑵令J去T,解得工

4厂[i

J 工 V 1 — X

z2 + 1
t2 -1

=2 I +

‘—————dr = 
3 + 1)2

1
厂+ 1

dt = In

i „ , dr1 (z2 — 1)(厂 + 1)

t 一 1
t + 1

+ 2arctant + C

In 1 — — T1 + 2arctan + C.

题型三 分部积分法

【例1] 计算下列不定积分:

(1) Jjc e_2-r djc ；

r工$
(3) -------- arctanj? dj?；

J 1 +工

(2)j jc sin2 j; dr ;

(4) arcsinj? arccosjc dr ・

[解](1) Jj:dr = _ ■ Jz d(e—n ) = — ye_2T + yJe~2x dr = — ye_2x----e_2j + C.

2 
X 

■z (1 — cos2h )djr =—
4

丄 

I
Jh cos2_zcLz
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(3)

(4)

2 1JC 1
=------ ------ —

4 4
* . jf 2 jc . 1
x d(sin2j;) = —-------- sin2j;------ cos2h +C・

4 4 8
•Z 2

--------arctanj? dx —
1+工2

arctanj? dr
I

1 +工2

arctanj? d^r 一 Jarctanz d(arctan_z )

f , 1 2= zarctanH — --------  dr---- -- arctan xJ 1+于 2

=_r arctartz ln( 1 + j;2)---- ]- arctan2 j? + C.
厶 Ct

arcsinj? arccosjc dj? = x arcsine arccosj? —J x
_______ (arccosj? — arcsinjr )d:c

— x1

=x arcsinj? arccosz X -arccosjc dj? +
— H $

x

=x arcsinjr arccosj： + arccosj? d(v 1 —

=x arcsin<r arccosj? + a/1 — JC2 arccosj; 
【例2】计算下列不定积分： 

(1)[ / " 2 山
j Q + I)2 (2) (1 + sirtz )eJ

1 + COSJC

【解】⑴
x eJ

----------- dr =
Q +1)2

(工 +l)e" 一于

(2) (1 + sinj? )eJ
■T+cos. d"=

(3)

(工 + I)2 
——rdjr +「d 
无十1 
eT

工 + 1+c

(1 + sirtz )eJ

2 cos2 |

JC

arcsine d( v 1 — jr2 )

_______ arcsirur dr 
J\ — H $

__________ dj?.
J +1)3

j? + 1

lnj?
(3)

eJ dx

arcsinj? + + C.

5+1

----------- dr
(工 + l)2

e"

X 1 2 X
7 + Tsec 7

奔1也

e* tan 壬山 + JeJ d(tan 寺)
2
X xtan + e" tan ---- j eJ tan 壬d«z = eJ tan 守 + C・

2

丿Z +1)

2
In j? x

y______ lnj? — ln(jr + 2 + 1 ) + C.
丿1 +

题型四 两类特殊函数的不定积分

有理函数与三角有理函数的不定积分（数学三不要求）

【例1】计算下列不定积分:

(1) ------- - -------- dz(1+2工2严
(2) —2-------------- dj?

x — 5工 + 6
■—;-------------- d«z ；
jr2 + + 3
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⑷〕 2 攵 +4一dx
Jr2 + + 6

⑸J
X 2
3—也

+ 2工 +2
$ + 5工 + 6

-7T_;------------- dg .
2 (j: 2 + x +3)

【解】 ⑴丿亍詁硕山=扑1 +加》叫（1 + 2小 ______ I________ U C
396(1 + 2工 2)99

—7-------------- do*
x2 — 5«z + 6

J (jc —2)(工-3)“" 匸—丿山=5
x — 3
x — 2

+ C.

------------- dr
+ 2工 +3X 2

=f-------------------------d(j; + 1) = —arctan 攵 土丄 + C.
J (施)2 + (工+1)2 V2 V2

【注解】

（2）.（3）是不同的问题，（2）中分母可因式分解，此时将分母因式分解，拆成部分和 

的形式；（3）中分母不可因式分解，将分母配方，再用不定积分公式.

(4)令・£匕=士 +总，得从+3）+叫+2）="4, 

于是化駡訂4,解得人*，£=-】•

j： + 4
—t-------------Ax =
/ + 5无 + 6
f 工 +3 , 1「（2工 +2） +4I宀2工+2山P

土-土）山 =21n | 工+2 | — In | z+3 | + C.故

(5) , djr
工2 +2工+2

1 f d(rr2 + + 2)
I 川+2工+2 +2

d( j- + 1)
1 + Q +1)2

=-^-ln( jc 2 + 2x +2) + 2arctan(j： + 1) + C ・

(6)今 5工$ +5工 +6 _ A ,
/(川+工+3) 工 工彳工？+工+3

则 Ax (j:2 + Jr + 3) + B (j?2 + j? + 3) + j;2 (Cjc + D) = 5jc2 + + 6,

A + C = 0 9
A+E + D 5'解得人=1,£=21=_19°=2・

3A +E =5,
3B = 6 9

5工 $ + + 6
j：2 (j; 2 + x +3)

Cz +D

于是

—In I

=In |

,, djr
x2 + x + 3

1+3
1_ f (2^ + 1) - 5 
2
1「d(Jtr 2 + 无 + 3)
2

_z++3 +7

—In | jc

即2

=In | z

dj：

x2 + x + 3
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【例2] 计算下列三角有理函数的不定积分:

(1)
dj?

1 + cosz
(2)

djr
1 + sinx

(3)

(4)
dx

(7)

1 + COS2 J；

dj?

(5)
1 + siruz + cos j;

(6)

dx
V2~ + sirtz + cosjc 

cos2jc dj?
3 + sinj? cose '

1 + 2tanz
(8) sin2z

sinx sin2z _________________ dj? (a # 6).
Va2sinj： +62cos2j:

【解】(1)
dx

1 + COSJC
=卜疋fd tan — + C ・

【注解】

若积分中出现1 + cosh，—般套用公式1 + cosh = 2 cos2专

(2)方法一
dj?

1 + sinj?

d

1 + cos(工
=tan + C.

方法二

2工 
sec T

(3)

1 + siruz

=2

V2~ + sinj? + cosh

sin ㊁ + cos 刃
2 djr

1 +tan 寺)
d(l + tan y)

7
i +tan T)

+ c.
1 + tan |-

djr

V2~ +V^cos(h )

7C

2

d

1 + cos

1
=——tan

V2
+ C.

d工(4) sec2 dj? _ f dCtanjr )
1 + secG J(72 )2 + tanG

=丄 arcta 严+ C.
V2 721 + COS2 JC

【注解】

不定积分的被积函数分子分母中出现sin2 及cos2 和常数时，一般分子分母同除 

以cos'z・

(5) dx
sec2 yd

JC

1 + sinjc + cosj? 2sin 专cos 壬 + 2cos2 壬 1+tanf
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(6)
cos2h dj?

3 + sinjc cosh

(7)方法一

d(l + tan 守)

x
1 + tan —

2cos2jc dj? _
6 + sin2«z

dj?
1 + 2tanjc

In 1 + tan — + C・

性晋D = in(6 + sin2_z)+C.
6 十 sinzj;

COSH

2sinj? + cosz "'

令 cosh —a (2siruz + cosh ) + 6 (2sinj? + cosh )',贝!j 2二㈡'解得

+ 2b = 19 5 5

于是
2 f d(2sinj? + cosjc )
5

r 9

. =—+ —In | 2sirkz + cosh | + C.
2sinj? + cose 5 5

方法二 令 tanj? = u 9 贝lj 工 =arctanu , djr =----
1 +况 1 + 2tanz

du
(1 + 2 况)(1 + /)

令(1 + 2“；(1 + /) A^ + Bu +C 则 a(i + /)+(b“ + c)(l + 2“)=1,解得 

1 十 Z% 1 + u
4 2 1

A ,B =--,C=-
5 5 5

于是
dw

(1 + 2u )(1 + /)
2 11

— In | 1 + 2况 |-- ln( 1 + 况$) — arctanw + C ?
5 5 5

故
1 + 2tanz

2 1
—In | 1 + 2tanjr |---- ln( 1 + tan2 jc ) + —x + C
5 5 5
T 9

=-----—In | 2sinj? + cosjc | + C・
5 5

【注解】

I,、丄 < 、, a sina? + bcosx 人
当被积函数为---- -- ---- 时，一般令

c sirur 十 a cosh

a sinz +bcosw =A (csinz + dcosx ) + B Ccsinx + dcosx Y.

丄 

I(8)
dj? _ 1

sinz sin2j? 2
dj?

sin2 j: cosh

-2 I 2sin x 十 cos x
-- ----------山sin jc cosh

丄
"2

COSH 1 secj? dr + * CSCE COtH dj：出+ +
= *ln | secj? + tanjr |---- csch +C・

【注解】

不定积分中当三角函数角度不统一时，一般先统一角度.

(9)因为(a2 sin2 j? + b2 cos2x Y = (a2 — b2 )sin2j;,
(cz2 一 b2 )sin2jr

所以
sin2j?

__________________ dr = ? —r 
^/a2sin2j： +62cos2jc______ a — b

d(a2sin2j? +62cos2j?) 2 / 2 . 2 —y-2 2- < 厂----  =—------  Va sin x b cos x + C. 
2 \/a2sin2j? +62cos2jc a — b

__________________djr
2 a2 s\n jc +62cos2jc

2 
a2 — b2
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【注解】

若不定积分的被积函数中出现sin2j? 9 cos'工 及sin2j?时，一般使用(sinG V = 
sin2j：，( cos2 xY = — sin2工，如:

对不定积分［：，‘边严工2~仝因为(sinG — 2cosG )z = 3sin2a;,所以
J sin x — 2cos x

f sinZzdz _ 1 C 3sin2zdr _ 1 f d(sinG—2cos2jt )
J sin2jr — 2cos2 3 J sin2 — 2cos2jt 3 J sin2 jc — 2cos2jc

= -~ln | sin2a: — 2cos x |+C・
3

题型五分段函数的积分

【解】（1）由

【例】 计算：(l)Je ' J I dx ; (2) fmax{1 ,x2}dx.

,,leT , x 0, z f I i ( + C i , 工$ 0 9e 3 = 得e Z d =
le工.» 2 V 0 9 J 〔一 + C2, •z V 0・

1 + C--1+C2,得 C2 = C + 2.
•z $ 0,］于 + c, 

L e~x + C + 2,

取G = C，由

•z V 0.

(2)由 max{ 1 ,x2 I工

I工
\<

+z3 + G , 

得 J max {1, 2} djr h+C?,

y-r3+C3,

x W— 1,

-Kx <1,

•z $ 1,

1 I 2 2
取 C2 =C,由一 - + C1=-1 + C,1 + C=- + C3,得。=C —w，C3 =c + £.

o o 0 o

于是 max{ 1, jr2}djc =5

1 , 2
+C-T

工+ C 9 
"c + 彳,

X W— 1 ,

-1 < < 1,

•z 2 1.

题型六综合型不定积分（数学三不要求）

【例1】计算j

【解】令工=八，则

J e^djr = 2”e® = 厂d(e，) =2t2e — Jte® 

= 2t2 el — 4jid(er) =2t2 e' — 4te‘ + 4j"e d? 

=2(八-2r +2)e +C=2(z —ZTT + ZleU + C.
「 arctanz

【例2】计算 ------dr.
(1+^2)7
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【解】令 x = tanZ 9 贝9
r arctanrT e

3 dw = 
(l+a'2)7

e • sec2 tdt = 
sec Z

e1 costdt

则

e d( sin/) = e‘ sint — e sintck = e sin/ + e d(cosZ) = e' sin/ + e cost — I,
t arctanre e3 dx = —(sint + cost) + C =—-— 

/q I 2x7 2 L(1十工)

arctairr e •*c.

【解】令

于是 +

【例3】计算 +

1 + JC e[ 1
则工=厂二t

1 +工 ln(1+ i)d
JC

1
t2 - 1

ln( 1 + £)
t2 - 1

&
& + 1)匕一1)

令------- 1---------=
0 + 1)2(/ — 1)

fA + B = 0, 
2 A + C = 0, 
A-B-C=

于:

故 +

A R C
—+-?7 + 一 ，则 A(^ + 1)2+B(z-1)Q + 1)+C(z-1) 
t — 1 t + 1 (/+1)2

«o=i,b=-i,c=4
1,

山」：?二卩-扣"_1 l+|ln | z + 1 — 2(「冷+ C

= _zln 1 +
i _____ T

+尹 S+E)-2(后+E)

1,

卜C.
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第五章 定积分及其应用

1. 理解定积分的概念.

2. 掌握定积分的性质及定积分中值定理，掌握定积分的换元积分法与分部积分法.

3. 理解积分上限的函数，会求它的导数，掌握牛顿-莱布尼茨公式.

4. 理解反常积分的概念，了解反常积分收敛的比较判别法，会计算反常积分.

5. 掌握定积分的几何应用(包括面积、体积、弧长).

6. 掌握定积分的物理应用(数学三不要求).

第一节定积分的概念与基本性质

一、 从两个实际问题谈定积分产生的实际背景

1. 运动问题的路程计算——设物体运动速度为p =p(t)(t 6 ET^TJ),求物体经过 

的路程.

⑴取 =仏 V ◎ V …V ‘贝!)[丁1，丁2〕=E/o 丿1] U Eii U …U [/”—i
其中： =" — ti_x (1 W i £ ")；

n
(2) 任取 r ： 6 ,/： ] , Z\s：〜讥g ) △/： (1 £ z' W n ),则 s ~ 工 u (「)△乙；

i = l
n

(3) 取入—max {Ar；■},则路程 s = lim 5^ v(r,) Az,.
W" A->0 ：=]

2. 曲边梯形的面积问题----设L :y = /(j?)上0,工6 [a，刃，求由直线x=a,x=^b,y=Q
及曲线》=/(工)围成的曲边梯形的面积.

(1) 取 a —X 0 <Zx x <••• <Lx „ =b ,则U Ri’s] U …U 
其中、工 i =x i — x ；_! (1 i W z?)；

n
(2) 任取& 6 [工1，工」也4 <n),则 A ~ 工/■(")△,•；

i = 1

n
(3) 取入=max {△. } 9则 A = lim，f (& )△.・

1VW” A-*0 ：=]

二、 定积分的定义

设 y =/(jt ) (j： E [<2,门)有界，

(1)取<2=工0<工1 V…V x n —b ,则[<2,刃=[攵0，工1] U [2 1，工2〕U ••• U [z”-i
其中、工 i = X i 一 J2 i-i ( 1 WC i W ")；
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(2)任取乞G i ,工J 9作和；
i = i

⑶取入=max{S\ },若limYf (£,)△,存在，称/(乂)在［a ,b］上可积，称极限为于(工)
KW” a-*o ,=］

'b在［a ,b］上的积分，记为［f (j： ) dx = lim £ /"(")△久,.

」a J a A-° , = 1

【注解】

(1) I fCx )dx =0, ［ /(j? )dj? = — ［ fkx'iAx.
J a J a J b

(2) 若yCz)在［a,b］上连续或只有有限个第一类间断点，则fCz)在［a“］上可积.

(3) limS/<^i)A^,与区间［a ,6］的分法及点乞的取法无关.
入f o

(4) /(^)在［a,门上有界是/(□:)在［a,6］上可积的必要条件，如:

1, # € Q,
7YR\Q,显然心在上有界•

若 5 W QG = 1,2,…，“)，则 lim另 f (g；)心‘• —b — a ； 
—0 , = !

若 Ei 6 R\Q(z‘ = 1,2,…，7?),则 1曲〉2_/(筑)△•「= — (6 — a),
. = 1

即丘皿工八⑺加，不存在，故于(工)在［a,刃上不可积. 
—0 ,=］

(5)若入f()9则n foo?反之不对.

(6) lim 丄 (丄)=lim 丄 £于(---)=f f(x)dx9
九-co n ：=］ \n 丿 ”f8 n ~7 \ n 丿 J o

lim-“f 8 n ,==1 \ 7/ / J o
f(x)djc ,

b _ a 
lim-------
九-00 n -=1

f a-----(6 — a
6

n

(7)定积分的几何意义为：

若/'(h) $0(q x W〃)，则］f (jc)dj：是由 y —f (x) —a^x —b 及攵轴所围

成的曲边梯形的面积

若/'(工)£0(a x W b),则［f 是由 y =/(j? ) =a、z =b 及 a;轴所围

成的曲边梯形的面积的相反数.

【例11
计算gm

【解】

n3
I2 +22 H-------d

lim

【例2］ 计算lim
OO

3 n

--------- 1----- ------…十 
n + 1 n + 2------------n +
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【解】lim8
占+士+…+ *)=応丄£

n ~r n 1 n - = 1
]---n

1 -^-=ln(l+j7)

0 1 + JC
i

=ln2.
0

1

三、定积分的基本性质

1. 设 f(x ) )可积，则J [/(工)± g(H )]dz =

2. 设 /"(□；)可积，贝 kf(.X )dj?=打 f O&H (Jz 为常数).
J a J a

/(j： )dj? + I /(j; )djc .3.设/'(z )可积，则[/(j; )dj7 =

'b
/(j; )dj： + I gQI&r.

4. J ldz =b — a.

5. (1)设 y(z)可积且 fS $0(z e 匕，刃)，则「于 Q)clz $0

'b
(2)设 /(T ) )可积且 /'(•z)$g(_z)(g 6 \_a ,6]) , IJI'J I /(a： )dj： I g(z)<lz；

⑶设/'Q)CC［a,b］,则『/(工巾工＜ I /(j; ) | dx.

6. 设 fQ)可积且 6 匕，刃)，则 m(6-a)<『/■&)&!•£“(〃一&)・

7. (积分中值定理)设/(^) 6 C[a,b],则存在W E [a』],使得

[/(j： )dj? =/(<?) (6 — a ).

【注解】

设心)e C［a，c，称f
/(x )djc

三------ 为函数f(x)在［a』］上的平均值.
b — a

四、定积分基本性质的推广

定理1(积分中值定理的推广) 设fd 在:a ,6］上连续，则存在W 6 (a,b),使得 

f /(J； )djc =/(^) (6 — a ).
J a

证明 令FQ) =j7(t)ck,因为/(J；)连续，所以FQ)可导且F'Q) =yQ).

由牛顿-莱布尼茨公式得p7Q)cLr = F(b)—F(a),由拉格朗日中值定理，存在W C (a,b),

使得 F(6) —F(a) = F，(^)(6 —a) = /(^)(6 —a),于是［/(a： )dj? = y(£)(b—a).
J a

定理2(积分第一中值定理) 设yQ),gQ)e c［a』］且g&)$o,则存在w e匕，刃, 

使得［fQ )g (z )d_z =/(€)［ gCx)dx.
J a J a

证明 因为于(工)在［a,6］上连续，所以fQ)在［a ,6］上取到最小值加和最大值M,由 
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mg{x ) £ /"(工)g(_z ) W Mg(x )，得加 g(H )ck £ I f (j: )g(j： )dj? M f g(z )c!h.
J a J a J a

⑴若[g(z )dz = 0,则对任意的 £ 6 [a ,刃，有[于(攵)g(z )dz =y(F)[ g(z )cLz ；

J a J a J a
rh [ /"(h )g(H )d・

(2)若J g(H)d_z >0,则加£ ---------- WM,由介值定理，存在g 6 [a,b],使得

j g(z)dz

j /Q)gQ 血 卩 rh
y(g)= ----------------，故 | /(j? )g (j: )djr =/(^) g(x)dx.

gQ)ck “ a

定理 3 (1)设 yCz)在[a,刃上连续 JCz)豪 0 且[7a)cLz= 0,则 /(j；)=0(a<^<6)；

(2) 设/'&)在[a,刃上连续，/'(工)$0且于(工)不恒为零，则/(^)d^ >0；
J a

(3) 设/(x),g(^)在[a』]上连续，/(^)鼻g&)且/'&)不恒等于gQ),则
j /(j; )d:r >[ g (j? )djr.

J a J a

定理4(柯西不等式) 设/'(工)倍(工)在[a,刃上连续，则

(J _/(攵)g (z )cLz ) mJ f2 (j: )djr J g2 (j? )dj?.

证明 对任意的/ 6 R,有"/(工)+&(工)子$0,即严(工)/2+2/'(z)g(_z)/+g2(_z) 
$ 0,两边关于x在［a ,b~\上积分得

[J f2 (x )dz] i2 + 2 0：f a)g (z)dj? g2 (_z )dr 3 0.

(1)若［严(工)dz =0,则/(j; ) = 0,结论显然成立; 
J a

(2)若[f2 {jc )dj? >。9 由△ = 4([ /(H)g(H)dz) — 4 f f2 (jc )djc f g2 (jc )dj? WO9 得 
J a 'J a / J a J a

wj f2 (j? )dj? J g2)dj7 .

第二节基本理论

一、积分基本定理

定理 1 设 fCx) E C[a,b],令①Q)= 则①'=y(J7 ).

证明 △①=©(工+厶工)一①(工)=
1+心 &

y(f)di — f(t)dt

‘•r + ^Z
f (t)dt = /(^)Aj;，其中£介于z与工+ △•z之间.

△① .
于是一=于(£)，两边取极限得①(工)=于(工)・ 

△无
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【注解】

(1)连续函数一定存在原函数.
Q

卩 

a 

d-̂
(2) (无)・

0 
爭 

f
j
 

d
-
^

\73

(4)f  f 中积分表达式的工与积分限所含的尤不同；| fCx ,t)dt中积分表达
J a J a

式的z与积分限所含的z相同.

(5)变积分限函数在极限计算、变积分限的函数求导、定积分计算、微分方程等中 

都有非常重要的应用.使用时首先将表达式中所含的积分限变量处理掉，再求导数.

(6)设/' (°)连续或有有限个第一类间断点，令FCjc) = J / (O dz,则：当a:。为

/(^)的第一类间断点时/Q)在龙=工0处连续；当工。为/(工)的连续点时丁(工)在

X =00处可导.

【例1】

工
e cost ck — x

求极卩艮lira -- ----------3--------------------
l 0 X 3

【解】

工 J
e cost df—x — / 八 I / -xz 八

〔.Jo .. e cosh — 1 1 .. e (cosj: — 1) + (e — 1)
lim------------ ----------- = lim----------- ；------ = — lim
-r-*0 X 3 工~0 33x2 ■0 X 2

【例21

_ 2
1 / v _工2 cose — 1 . e — 1

=—I lime • -------2------------- 1 lim------ 勺----
3 \ H-*0 JC H-*0 X

设 ) = sin(jr — tY dt 求厂(工)・
J o

1(*)+(-1)
X 2

1
3

丄

U
【解】 f O = sin(jr — tY dt = 

J o
sin/ (一 du )= sinw2dw 9贝【J f,工)=sinjr2

o

定理2(牛顿-莱布尼茨公式) 设/(^)e 且F&)为 2)的一个原函数，则

[)dj? = F(b)—F(a).

证明 令①(工)=[/(£)山9则F(h )与①(工)都是/Q)的原函数9所以FQ)—①(工)三C°・
J a

由 F(q)—①(q) =F(b)—①(b),且①(a) = 0,得①(b) =F(b) — F(q),即
[/(j? )dx = F(b)—F(a)・

【注解】

, find + j;),広＞0,
可积与函数存在原函数不同，如：_/&)= 显然/•©)在E-i,i]

I ex , 工冬0,
上有第一类间断点，所以2)没有原函数，但f(J；)在E-1,1]上可积，且

J / (jr ) dj: = J e" dr + ] ln( 1 + )dr = 1 — + x ln( 1 + j: ) | — J —dr
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二、定积分的特殊性质

1. 对称区间上函数的定积分性质

设/"(工)在［—a,a］上连续，则［/'(■z)(lz=『 ［/(j; ) +y(—工,特别地, 
J —a J 0

(1) 若 /(— ) = 一 f d 9 则］/(j? )dj? = 0 ；

(2) 若 /(— x ) — ?则］/(jc )dj? = 2 ［ /(j? )dj?・
J —a J 0

证明 ［/(j? )dj? = f /(jc)djc + |
J —a J —a J 0

因为［ f == f /(— t ) (— dt) = ［ /(—t)ck = ［ /(—工)dz 9
J —a J a J。 J。

所以［/(je )djr =［『(攵)+ /(— ^ )］djr .
J —a J 0

2. 三角函数定积分性质

(1)设 f(jc )在［0,1］上连续，则「/(sinj? )dj? =「/(cosjc )dj?,

IJ 0
特别地，/” cos"工 dr ,且 /”

当n —2k时J”
_2k-l 2—3

2k • 2—2
1 兀 __(2 走——1)!! 7c
7 * 7 =⑵)！!_ • T

当 n = 2k + 1 时，Z
2k 2^-2

—+ 1 • 2k - 1
2 j ⑵)！！

3 ⑵+ 1)!!

(2) 设 /(j?)在［0,1］上连续，则 f f (sinjr )dj? = 2「/(sinx )dz ,
J o J 0

即［2 /(sinjc )dj? = ［ /(sinj? )dz 9 特别地 J sinS dj? = 2「sin"«z dr = 21n.
J 0 J 2 Jo Jo

注意:［/(| cosh I )dx = 2 ［2 f(cosx )dj7，特别地，
J 0 J 0

茫 ” (21 n = 2,4,6 , •••
cos"e djr =

J。 【0 9 n = 1,3 ?5 ? •••

(3) 设/(z)在［0，l］上连续9则［jc/(sinj? )dj? = ~~ ［ /Xsinz )cLz =兀「/Xsinz )dz ・
J 0 2 J 0 Jo

(4) 设心)在［0,1］上连续，则

孑兀 「2沢 rf

f ( I sinj? I )djc =4 /(sinj? )dj? J /( | cosh | )dr = 4 /(cosh )dx ・
J 0 J 0 J 0 Jo

3.周期函数定积分的性质

设 n 是以t为周期的连续函数，则

fa+T CT
(1) /(x )djr = /(j; )dx (周期函数定积分的平移性质).

J a Jo
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CnT CT

(2) /(j; )d:r =n\ f(x)djj.
J 0 J 0

4-£石匸k=尹.

djc 皿= 294,6,…

n = 19 3 9 5 9 …

三、定积分的积分法

1•换元积分法

定理1 设于(工)在［a,b］上连续，若工=cp(t)单调、连续可导且°(a)=a，爭(0)=6,则 

J /(j; )dJ： =J _/［爭(/)］卩'(/)ck.

2.分部积分法

定理 2 设 u (jc ) , v(j?)在［a,6］上连续可导，则j" u dz? =vu \ ba — J vdu.

第三节广义积分

广义积分是相对于正常积分而言的•若积分区间有限且被积函数于(工)在积分区间上连 

续或只有有限个第一类间断点，这种类型的积分称为正常积分，若积分区间无限或被积函数 

f(^)在积分区间上有无穷间断点，则积分为广义积分或反常积分.

一、广义积分敛散性的概念

(一)积分区间无限的广义积分敛散性概念

定义 1 设 /(J?) G C[_a , + °°) ,F (a-)为于(攵)的一个原函数，且 | /(J7)dz= FCb) — F(a),

若lim [F(6) —F(a)] =A，称广义积分
*+8 «

W/(x)d^收敛于A,记为
*-|-oo

/(j： )djr =A ；

若lim ［F(b) — F(a)］不存在，称广义积分
+oo ,

f(.x)djc 发散.

【例11 判断

【解】

2宀飞山的敛散性.

1 1 + j;

'b , I ? --------ax = —arctanj?
i 1+* 2

因为 lim (arctan62 — -y-
i+8 2 \ 4

b _ 1 
IT

=寻，所以
o

"收敛，且
1 1 + JC ■

定义2 设/a) e ］,F(z)为/"(夂)的一个原函数，且| f(.x )dz 
J b

F(a)-FQ),

若lim [F(a ) — F(6)] =A，称广义积分
6—► — oo «

/(j; )d:r收敛于A,记为 /(a? )dj? =A

arctanF — £)
4 >

，+°° x . 兀
--------dr =—.

1 1 + 工 ° 8
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若lim ［F(a ) — F(6)］不存在，称广义积分［/(攵)dz发散. 
bf—oo J —oo

定义3 设/(^)e c(-oo,+r),则广义积分
'+°°

f{jc )d:r收敛的充分必要条件是广义

积分 /(J7 )dj7 与
*-|-oo

/(J7 )dj?都收敛9且

「+8 »+8

/(j： )dj? + /( j: )djr.
-oo J a

【例2】判断
*+°° 丁
〜击吐的敛散性.

【解】 :占山=*ln(l +川) b 1
=—ln(l + &2) >

o L

因为lim -yln( 1 +八)=+°°,所以广义积分
6—+8 L «

'+°°
o rr产也发散'故 ― dj? 发散.

_8 ］十工

(二)积分区间有限的广义积分

定义 4 设于(工)C C(a,b］,且/(a+0)=oo,对毗 >0, /(^)dz = F(6)-F(a+e),
J a4~€

若lim［F(6) — F(a + e )］ =A ,称广义积分［/Xw )dz 收敛9记为［/(z )dz = A ；

L 0+ 」a J a

若lim［F(6) —F(a + e )］不存在9称广义积分［/(jt )dj?发散.
L 0+ J °

【例3】判断f ,吐 的敛散性.

° a/z — X 2

【解】对Ve >0,
* 山 =2 

e a/z — X2 '

，所以广义积分

讣，皿)—=2“ 寸 =2
£ 7i-(VT)2 £

1 ,。乂--收敛，曰

° X — JE 2

arcsin
1

，7T

djc _ 7t

0 JX — 3C2 2

定义5 设于(工)CC［a"),且于(b — 0)= oo,对Ve>0, /(jc )dz = F (6—e)—F(q)9

若 lim［F(b—€)—F(a)］=A,称广义积分［/(jc )dx 收敛，记为［/(jc )djr = A ； 

若lim［F (6 —e) —F(a)］不存在，称广义积分［/(j： )dj?发散.

e-o+ J a

【例4］ 判断［:,屯--的敛散性.

【解】
da*

J\ — jc2
=arcsinj?

1—e

1
7

=arcsin( 1对 Ve > 0,r e
0

djc
~2 
x

兀
因为 lim arcsinC 1 一 e )---- —

一+ _ 6.
=手，所以广义积分［:,_

3 J7 丿T二
收敛，且

1 dr _ re
i —工 2 3

定义6 设/'(工)G C［a ,c) U (c ,门且lim/XH ) =°°,贝I］广义积分［/(j: )dj：收敛的充分
x-*c J a
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必要条件是广义积分与『于(工)山都收敛，且

f /(jr )dj? =f /( j: )dj? +[ f(x )da:.
J a J a Jc

【注解】

(1) 广义积分的奇偶性不能随便使用，只有广义积分收敛时才可以使用奇偶性.

(2) 积分区间单侧无限或无穷间断点为积分区间的端点时，广义积分可以当正常 

积分计算，若积分值存在则收敛，若积分值不存在则发散.

「+8 dz
【例5] 判断 的敛散性.

J 1 X(J7 + 1)r【解】
dr

jc{x2 + 1)

(2) 若 lim (h — a )a/(jr ) = k > 0 或 lim (z — a Y ) = + 00 且 a $ 1 时 9 广义积分
x-*a 工-*“ +

J fCx^djc 发散.

定理 4 设 f d € C［_a ,b), f(jc ) MO 且 /Xb — 0)=°°,则
(1)若lim(6-^)a/(^)存在且a < 1时，广义积分「于(工)牡 收敛；

1 d(jc2) 兴=£
IJl *(工2十］)=

打+°° 山
2 J i t(t + l)

击) dt = Tlnrn 扣2.

故广义积分广佶77收敛•

【例6】
判断「—一的敛散性. 

丿。用(工+ 1)

【解】 _业匡? • =2arctan々
1 + (TT)2

7T

J 0

djc
a/t"(工 + 1)

1

0 2

故广义积分「—一收敛.

Jo金(工+ 1)

二、广义积分敛散性判别法

定理 I 设 /(^) 6 C［a,+*>)且/'(工)$0,则
f+©O

(1) 若lim才yQ)存在且a > 1时，广义积分 f(x)dx收敛；
x-*4-°° J a

(2) 若 lim xa ) = k~> 0 或 lim xa f (.x ) = +°° 且a £ 1 时，广义积分［f (j; )dr 发散.
Hf+8 J a

定理2 设fCx) 6 C(—*,a ］且八工)MO,则
(1) 若lim_z丁(工)存在且a > 1时，广义积分「/(jr)d^收敛；

(2) 若 lim xab 工 0 或 lim xaf(jc) = 00 且 a W 1 时，广义积分［f(jc)dx 发散.

定理 3 设 f〈工)G C(a ,6］ ) $0,且 f (a + 0) = °°,则

(1) 若lim(^ -a)a/(-r)存在且a < 1时，广义积分「收敛；
H-*a+ J a
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(2)若 lim (b — x Y ) = k〉0 或 lim (b — jc Y f (jc ) = + 00 且 a A 1 时 9 广义积分
工fb 工fb

/(j；)dj?发散.

【例7] 判断广义积分『------巴 的敛散性，若收敛计算其值.

J 1 ( 1 + 工)J X, — 1

1 1 11
【解】 因为lim(^ -1)T-------------=斗且Q =百v 1，所以广义积分

L1+ ( 1 + J7 ) a/j? — 1 2 2

4 + ；—T收敛'且

P --------- 主------ =2 [3 ―兰互三口— =72arctan互三丄|3

儿(1+工)好二T J1 ")2 + 仏—1 )2 V2 1 1

【例8] 判断广义积分「,山 的敛散性，若收敛计算其值.
J 0 a/z (1 — JC )

丄 1 1
【解】 因为lim(^ -0)2 • =］且a =— < 1,

z-*o+ ( 1 — J?)
1 1 1 

又因为 lim (1 — j? ) 2 • ----- = l^a=—<1?
工十厂 vjc (1 — x) 厶

fi dr

所以广义积分, …一收敛，且
J ° (1 — x)

P —业一 =2「 = 2arcsin 好「=匚

"厶(1—工) Jo Vi-(V7)2 10

【例9］ 判断「“ ------- 山 ……—的敛散性.

2 (JC — 1) JX2 — 2x

1 1 1 1
［解］ 因为 lim Q —2) 2 •-------------- ==且 a =万 V ］，

—2+ (工一1)厶(工 一2) 72 2

又因为 limrc2---------------- =1 且 a =2 > 1,
厂+°° (jc — 1) J沐工 一 2)

所以广义积分「"------- 山 -收敛，且
儿(工_ 1)丿工2 _ 2工

r+°° djf _ f+8 _______d(z — 1)_________  (+8 山

2 (X — 1) a/h 2 _ 2工 2(Z - 1) y(— I)2 — 1 1 x Jx2 — 1

x = sect fy sec/tan/ , tc
—— --------------------- & =—.

J o sec/tan£ Z

定理 5 设 _/Q),g(z)在［a, +*)上连续，且 /(^) >O,g(x) MO,则
「+8 f+00

⑴若 /'(•z)Wg(*r)且 | g(z)(lz 收敛，则 | /(j: )djr 收敛；
J a J a

f-l-oo f4-oo

(2)若 / (j? ) g (j:)且 | g(_r)clz 发散，则 | /(jc )djr 发散.
J a J a

定理6 设〃工)在［a,+*)上连续，若广丨yQ) I dr收敛，则「yCz)dz收敛，反之不对.
J a J Q
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【注解】

(1) r函数的定义如下：
「+8

IXa)=L 厂“业.

(2) T函数有如下三个常见的性质：

F(a + 1) =a IXa ) ; r(n + 1)=« ! ;

【例10】计算下列广义积分：
f+8 2 f+°°

(1) x9 e_T dr ； (2) jc 2 e-2x dr ・
J o J 0

r+°° 2 1 r+°° 2 X2 — t 1 C+°° 1

【解】 (1) 攵甘"dj? = — x8 e_i' d( 2) ===== — r4e_,d^ =—T(5) =12.
J o Z J o Z J o Z

r+°° i r+°° 2t = t i r+°° 1 i
(2) j?2 e~2x dj? = — (2h )2e_2j d(2jc )----------- — t2At = —T(3)=〒・

J o 8 J o 8 J o 8 4

第四节定积分的应用

一、定积分的几何应用

1.面积

(1) 设 D 由 y —/(a-) 0,j? =a 及工=b(a < b)围成，则 D 的面积为 A=J /(j: )dj?.

(2) 设D由曲线y = fCx) ,y = g(j7),j： =a及工=b(a <C 6)围成，则D的面积为

A =J | 于(攵)一g (工)| d_r .

(3) 设D由r —r(9)Ca 围成，贝0用元素法求D的面积，如下：

1 1
取 U [a ,0],则 dA = —r2 ((9 )d0 ,于是 D 的面积为人=—J r2 ((9 )d0.

(4) 设D由7-=厂1(0),『=厂2(0)(厂1(。)W厂2(&)，a £0 W0)围成，则D的面积为

A \_r\((9) — ri (l9)]d(9.

(5) (旋转曲面的面积)设<6),则L绕工轴旋转所得旋转体侧面积 

的求法如下：

取[工，工+ dr ] U [a ,b~\，则dA = 2tv | f (j： ) | ds ,于是侧面积为

A = 2kJ | /(□?) | ds

=2rr [ | /(j: ) | • a/1 + f，2(J? ) djr ；
J a

若L：广m),则L绕工轴旋转所得的侧面积为

\y = 0 (t) 9
A = 2兀]| /(/) | • J毎"(/)十 <!)心(t) dr.
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【注解】

定积分几何应用中经常使用如下特殊曲线:
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2

【例1】 求由X2 + y2 =专~外、(攵？ + $2)2 —a2 (jc2 — y2)内所围成区域的面积.

2 2

【解】L]才+夕2 =牛的极坐标形式为L1：厂2=才； 

L2 ：2 y2V =a2 (x2 — y2)的极坐标形式为 L2:r2 =a2cos2d.
2

设Li外、I>2内围成的第一象限区域为Di，由午' = /cos2&，得0 = ¥,
z 6

则儿=*[： (alos20 -牙)d&」豊4 "a?,由对称性得A =4Ai =(普——a2.

2. 体积

(1) 设L：y=fG)(am),则L与工轴围成的图形绕工轴旋转一周所得旋转体的 

体积为 = 7T [ f2(J； )djf .
J a

(2) L：j/=/'(；r)(aWz£b)(ab$0),则L与工轴围成的图形绕》轴旋转一周所得旋转 

体的体积为

Vy =2兀j" I x || fix') | dj：.

(3) 设几何体位于z =a与z =b之间，对z W [a ,b],截口面积为A (a?)，则几何体的体积 

为 V = f A (j? )dj?.
J a

【例2] 设L：[X — sin[，a >(),o冬上三2兀)，求L绕工轴旋转而成的几何体的

\y = a (1 — cos£)
体积.

f2xa C2n
【解】V — 7t\ ，'(工兀工二兀 a2 (1 — cost)? • a (1 — cost) dr

J 0 J 0

= 7ra3£\l -cosO3dz =8兀可；(1 _；冈)3&

= 8na3 ['"sin6 =16jra3 P'sin6 )
Jo 2 Jo 2 \ 2 /

=167ta3 sin6zdz = 327ra3 2 sin6/dr = 5兀・
J o J 0

3. 曲线的长度

(1) 设 L ：y —f(j：)(a x £b),则曲线 L 的长度为 I = J 丿1 + 广(z ) dr .

(2) 设 L：[ _H'(aW/W0),则曲线 L 的长度为 I =J J(p'2 (z) + </»，2 (z) dr.

(3) 设 L ：r =r(8)(a £0£仔)，则曲线 L 的长度为 I =J ((9) + r，2 (0) d(9.

二、定积分的物理应用

定积分的物理应用主要是计算功和力，其中力主要为压力和引力，掌握好微元法是解决定 

积分物理应用的关键.

【例3】 有一电荷量为s带正电的固定质点位于原点，在距离原点a处有一电荷量为％ 

带正电的活动质点，若固定质点将活动质点从距离a处排斥到5处，求排斥力所做的功.
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【解】 取微元O ,2 +（Lz：] U 则dW=k 普dr.

于是 w =[ 6W =^kqxq2

【例4】 圆柱形水桶盛一半的水，底面半径为R,将圆柱水平放

置，求水对底面的压力.

【解】 建立如图5-1所示的坐标系,

取微元[工，H +d_r] U [O,R],dS =2a/R2 _工2 也,

dF = pgx • 2 JR2 — t2 dj?,
CR ____________ 9

F = 2pg x JR2 — x2 dj? = —pgR3. 
J o 3

图5-1

【例1]

【解】

重点题型讲解

题型一定积分的概念与性质

1 1 
计算 lim —[(72 + 1) (n + 2)…(?？ + 兀)]"・

“一*•8 22

1 丄

lim——[(n + 1)(7/ + 2) •-・(n + n )] n = lim “f oo 72 n~^°°

-1
(72 +1)(/2 + 2) (7? + 72 ) 万

=lim
H-*oo

】+◎
n > …1 +

”唸坍ln(l+R 帥1+皿
; =e

17
=e

n

因为[ln(l + jc )d<r = ln(l + ^ ) Io

J o -fJ 0

JC

1 + H

4 ・ 4
djr = 21n2 — 1 = In 一，所以原式=—.

e e

【例2] 计算lim

・2 2兀 sin — 
n +1 + , 1

• 2兀sin — 
n

O 7Z7T 
sin —

【解】

• 2兀sin — 
.少‘兀 _ n

sin 一 
n

o n 7t 
sin — 

¥+•••+ " 

"+㊁

sin2
H-------

2兀

sir?込
n

因为lim丄£
”一8 n ，-= 1

sin2 Z7T n
t=!^zT+i

•I lit 1
——=lim —n n_8 Yl

I i ZJsii?
'丄:=1

I 7T

=r si
J 0

sir^mrclz =-
7T

K sin畛 cLz =—
0 7T -

7

n + 1

n + - n

x +丄
n

n

7 sir?工 dr = + 
o 2

所以原式=*

1 + COS2 J：

J f (工)sirtz do* 9 求 f〈工).+x
【例3】设/（工）
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【解】
令[)sinj; djr = A，则 fCx) x

1 + COS2 JC
+ A 9

)sinj? = -----Asinjr 9等式两边在［—兀，兀］上积分得
1 + cos x

=—7T

【例4］ 设/ =

x. sinj? n oc sinjc
2 dr =2

一兀 1 + cos r •
* d(cosH)

------------------- 2— = — rcarctancosj： 
o 1 + COS X

兀 SlfLZ [
------------------- 2~山

o 1 + COS X

” K2 
0=9

2

------------------------------ k —.

1 + cos2 2
■A rJL

lnsinjc dx J = lncosjc dx =
0 J 0

(A)J <J < K (B)I > J > K

4 lncotj： dr 9 则( ).
o

(C)J <1 <K (D)J > I > K

A =

故 fG)

【解】当工C 0,-时 ,sirtz W cosh £ cotz，贝Q lnsinj- W lncosjc £ lncotz 且三个函 
_ 4 _

数不恒等，所以I<J VK,应选(A).

【注解】

比较定积分的大小是一种常考题型，若积分区间相同，则比较定积分的大小转化为

比较被积函数的大小.

题型二变积分限的函数问题

【思路分析】

涉及变积分限的函数是考查的重点内容，一般有如下题型：

(1) 求极限；

(2) 求导数；

(3) 计算定积分；

(4) 与几何问题、微分方程问题结合.

处理变积分限函数一般有两个步骤：第一步，将积分限中的字母从被积表达式中处 

理掉；第二步，对变积分限的函数求导.

【例1】 设/'(工)连续，且limS^=2,F(_z) = |\"TyQ” 一广)花，求1曲旦昇.
x-*0 JC J 0 x-*0 X

【解】 由 lim 八")=2,得/'(0) = 0(0) = 2.

FQ)= :Uf扌

X ^-ir 
n J .：

1

f(<xn — tn )d(工 
o

■0 1
f(u)du =— 

•r” n ・

)

f(u)du j
0

于是lim 窖=lim 匚嘗2 = 1 lim 2,(°)=打(0)=丄 

X 2nJC 2n 2n x-*0 X n 272 n2n—1 2n X
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X
【例2] 设/'（工）连续，且/（0）工0,求lim〒

x-»0

/(j; — £ )dt
0

— t} At
0

【解】
H X — t — u
f ( j: — t) dr == 

0
fCu) (— dw)= f(u)du

0

x X — t = u
tf{x — Z )dz ■=

0
(JC — u )/(u ) (— du ) =3C /(u)du

0
uf {u)du 9

0

JC
于是 lim〒

x-*0

f{jc — Z )dz
J o 「n;------------------- = lim
tfG — £)dto

工一*0 JC

=lim
x-*0

因为lim
/(u)du

0

X

【问题】

【例3]

/(u)du
0

f(u)du —
o

uf (u)dw
0

& J f(u)du
/(u )du + 无/(工) ■- 于(工)

o i・ 工------ «-------------------- = lim------- y
一 -0 °
f(u)du

0
/(u)du

0

X

X
= limy(j：) =/(0),所以lim 千

x->0 HfO

| f(.x — i)d/
T2----------------- =2・

tf(x — Z )dz
o

设/(^)连续，且lim ^2 = 1,求lim〒
•rf 0 JC x-*0 I

/(jc — t)dt
学----------- (答案：3)・

tf{x — £ )dt
o

设八工）连续，°（工）= tf^JC 2 — z2 )dz ,求 6 y
o

【解】卩(H)= -£

则申'(h) =* • /(^：2) • 2工=xf{x2).

工 X 2 — t2 = U i0心 J2)dQ2—/2) ... 一㊁ ^2/(u)dzz =*
、d

/(u)du ?
0

'2
【例 4】 设于(攵)连续，且 | tf(.2.x — ^) dz = -^-arctanj;2 ,又/'(1)=1,求 | /(a: )djr. 

J 0 La J 1

【解】 由2x~t = u

J 0

得2工『f(u)du —

(2工一u)/(zz)(—du) = 2x /(u)dw — 
J 2h J h

2x 1
uf(u)du = —arctanj：2，两边求导数 9 得

2x
uf(u)du9

2 [ f(u)du + 2jc [2/(2a-) —/"(工)]—[4工_/(2工)—xf^x )] — -~~~
J X 1 + 工

p 3
，取工=1,得 J fCx^djc =—.整理得 2 \ /(u)dzz — ) = ~~4

J工 1十工

【例5】 设£厂(/ >0)J(_z)连续且lim 4^=1,求
x-*0 X

lim
0

jj/(^ — + y2 )dj?dy
d

t — arctanZ
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【解】 jj /(Z — JX1 y2 )dj? dj^ =
D

t — r = u

'2n

0
dOj r/(z—r )dr = 2tc | rf(t —

0
r)dr

2 k (t — %)/(%)(— dw ) = 2tt
0

/(u )du—j uf(u )dw^j

1-------
因为lim二玄霁诚=_1严=£，所以,一 arctam 3 

L0 ? L0 3 厂 3 33
L 0

f Ct — Jr2 y2 ) dr dy

—6tc lim
L0

于是lim - ------------------------
lo t — arctanZ

Z j f (u)du— J uf(u )d.
J 0

~3

=2tc lim
f(u)du

0
 2------------=托 

LO t
lim Ur
z-*o t

U

【例6】 设/ (工)二阶可导JQ)— — t)dt = ex — 1,求于(工).J 0

(J7 — U )/( W ) (― du ) = J：
I x x — t = u

【解】由 I tf(jc —t)dt ==^=
J 0

/(u )dzz — | zz/(u )dw ,
o

得 /(jc ) — x
0
/(w )dw + w/(w )du =e" — I：两边求导 9 得 ff (a:)— 

J o /(zz )du = e" 9
0

再求导，得 /'〃(#) 一八工)=e「，解微分方程，得 /(^) =Cie-" +C2e" +y^eJ,由 f(0) =0,

i i Px — p-x i
厂(0) = 1,得 Cl — — — ,c2 =—,于是 fG ) =------------- F .

题型三定积分的计算

情形一：定积分的常规计算

【例1】计算下列定积分：

(1)
sin2j：

1 + sin4 jc

fln2 ___________

(2) J € — \ djr ； 
J 0

7

o
dj?；

(3) f x ln( 1 + ^*2 )dj?；

J o
arctanj：

--------- dr ・ 
(1+jc2)2

【解】

「今 sin2j? Cf d(sin2. 2 I f 兀
(JJ ------------- dr = ---------- = arctanCsin x ) =丁・

Jo 1 + sinG Jo l + sin\ Io 4

⑵厂■冷& =C (】-占)&
I 1 7T

=2 — 2arctanZ =2---- .
I o 2

(3) [ x ln(l + 2 ) djr — 4" f ln(l + ^2)d(l + j;2) = ~-f lnj? djc
Jo Z J o 2 J i

=—(J： lnj; I — 1) = £(21n2 — 1).
L ' I i / z

(4)
1 arctanjr 
o (1+jc2)2

secLck =
'f

t cos2zdz
o

• 110 •



y第五章定积分及其应用晶

【例2] 计算
*2

X 2

0

【解】

,2

【例3】计算

__1 

=0 4 Z (1 + cos2t )d^ =—
0 4

=7— — (Z sin2z I — f4 sin2tck 
64 4 \ 10 J 0
TT2

64

T 1 ff

+ — zd(sin2z)
0 4 Jo

\ 7T2 7T 1

/ = 64 + 16_1

2 ____________________
[Q — 1) + l]2 71 -(J： - l)2 d(x - 1) 

0

■1 (jc + 1 )2 \/l — jc2 dj? = 2 f (1 + j?2) J\ —工$ dw 
J 0

x = sin/ 2 f2 (1 + sin21) cos21 dt 
J o

~2
(1 + sin21) (1 — sin2 t)dt

0

sin2

=2 2 (1 — sin4Z )dz = 2
o

7t 3 1 7t 5兀
~8

*2

sin2 \/~x dr
0

2J t sinSdt = 2 X 今

c 1 7t 7r2

= 27rXTx7 = T

【例 4】(1)设 /(jc ) ,g (j- ) 6 C[— <2,«],/(— j：) + /(jc) =A,g(—x) = g(T),证明：

【解】 sin2zdz = 2兀
o -

2 sin2zdz
0

J— x2 Ax.

0
do-.

/(jc )g (jc )d;r =A g(H)djr;
J 0

(2)计算

>_n

n arctane7 • sin2 j? dx 
~~2

【解】(1) 于(工)g (_z )dr = | [_/(—工)g (―工)+/"(h )g (z )]dz 
J —a J 0

[/(—= A| g(H)(lz.
0

(2) arctane7 • sin2 djr
~~2

因为(arctane-" + arctane")'

2 (arctane_r + arctane7 ) sin2 jc djr 9 
0

eJ
2x

e
-i I 2x 1 I —2jc1 + e 1 + e

=0,所以 arctane-^ + arctane2 为常数 9

兀 一 7C
取 z =0,得 arctane_J + arctaner ，于是原式=—

■2L 2
2 • 2 1 兀sin x ax =—
0 o

【例5】计算](工一 sinz )(1 + cose )2(lz・
J 0

【解】
2k . 2 X 一 7T

(工 一 sinj? )(1 + cosjc ) dx =
0

(兀 + t + sint )(1 — cost)2 dz

=7t (1 — cost V dt — 2tc (1 — cost)2 dt
J 0

"界sin冷) 2

d
2

2 sin4 udu =16兀•
o 4

1 7t c 2 
亍書=3厂

• Ill ・

t

‘ ‘ -16tc
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情形二：分段函数求定积分

【例1]

【解】

ln(l + 工)，

1
1+工八

'2 「2

f {x 一 l)dj? = f {x — l)d(j; — 1)=
o J 0

设 )=

，0 _1_ 
-i r+77

•T > 0 ,
'2

心，求I心-1）山.
0

dx + I ln( 1 + 乂)dr = arctamr

1
1 + J?

o

+ jc ln(l + 工) 
-1

【例2】

[*3k

7T
dr = —21n2 一 1.

4
埒+应—

设/"（z）定义域为（一00,+00）,/'（工）一兀）+sinz ,当 h G [0,兀]时）

7 9 求 /(□? )dj?.

【解】
3n

/(jt: )dj?=
'3jt

— 7r) + sinj? ]dz =
'3tt

f(x 一 7t)d(j? 一 7t) +
'3x

sinj? djr

C2it
= /（j? ）dj? +

J 0

27t
=2

27t
Z 2

情形三：变换保持区间计算定积分

siruz djr X
0

'2兀 '2n
dj? + I /'(e)cLz=»+| [/(jc 一tt) +sina?

J 7t U v 7t

■2k

=-77- + I /(JC — 7r)d(j7 — 7T)+

=可+ 于（工）cLz +
Z Jo

【例1] 计算
sinj?

0

【解】I =
7

0

则 2/ = [7 -
J 0 S1

【例2]

【解】

于是
0

【例3】

【解】

■2k

sinj? dr

'2tt

sinjr dx = tt2 — 2.

S1FLZ 十 COSH

, 兀

. . dj?=—=sinjc 十 cosh

sinjr ‘0

7

cost
.(一 dt)=

cost 十 sin/
7

0

COSH
------------- :--------------dr 
S1FLZ 十 COSH

sinjr [
:------ .-------- dw +

o siruz 十 cosh

7 COSH

o siaz + cosh
dr =守9故 T

0

sinj?
. do-=—

sinj? + cosh 4

计算
7

0

由/=『
J 0

7

0

21 =

---------- - -- dr .
1 + tari^ x

1 
-------------dz 
1 +tail豊

，0

i l + co%
ck

01+爲
~2 1 tan x , /口 

oK；血'得

7

0
l + tan^dj： +

7 tari^ 工
---------- - -- dx =

0 1 + tari^ jc

T . 7t
严p

]

1 + tan^~ x
cLz =手

4

计算 2 ln(sinjc ) dx ・
J 0

, 兀

由/ = 2 ln(sirLz ) dr
0

*0

” ln(cos£ ) (一 dt)=
T

2 In (cosh ) cLz ,得
o

7
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J 0

7 .
ln(sinj? ) dj? +

o

•z.

In (cosh ) dr =
o

?ln
0

*sin2j? ) do*

-守 In2 + ■f tt i rf
ln(sin2j? ) dr =----ln2 + — ln(sin2jc ) d(2o* )

o 2 2 J

2 ln(sinj? ) dr = — 善ln2 + I， 
o 2

0

= _£ln2 + £
2 2 ■

r 7 7t
于是 ln（sinjr ） dr =----ln2.

J o Z
情形四：分部积分法计算定积分

ck 9 求 2 / （ JC ） djr ・J 0

分析：/'（工）是以变积分限的函数表示，且/（X）无法积分出来，这种类型的定积分计算 

一般采用分部积分法.

x . 7C
ln(sinj? ) dr =----ln2 +

o 2

【例1】设f （工）=
X -/ e
i

【解】
1 1)dj? = v I 于(z)d(73) = )

o 3八 J0 3
1 _2

o
3/z(jc )dj?

o

丄 

I
1 . =—t e
6

'I _ 2 1
x3 e_J dj?=-----

o 6
‘】_丄

0 __6

0

1
0

\d(e_/)
0

【例2] 设f(x )=

【解】

'I 1 1 1 _ 1 1 
0 =真_百

r如•求P>Q)cLz・

0 7T 一 t J 0

/(j? )dj? = jc f {x )
0 0

7t/(7r ) +

— x (JC )djr = 7r/(7r) — 
J o

*(兀—X ) 一 7t . .------------------sinx Ax
0 7t — X

兀 X

0 7T — X
S1FLZ

=7t
71 sirtz

-------- djr 十
0 7T — X

sinj? dj? 一 兀
0 -

sinjr
dj?

0 7t — X

sinjr dr = 2
0 <

电in込=2.
0

【例3】 设「/(工)山=4 J(2) =1,厂(2) =0,计算j]好〃(2工)山・ 

工2严(2工)cLz = £『(2工)好"(2工)d(2z ) = £ [ x2 fff{x )djr 
o o J o 8 J o

= -|'[ )] = -^-X2 f" (x )
o J 0 o

【解】

'2

0

2 1 
I0

'2
xf (h )dj?

0

丄 

I
2 1 '2

x d[/()] =----x f{jc ) | + 宁 | /(jc )dj?
0 4 0

=—丄+1=丄
2十2 °

【例 4] 设 f y gd 满足：/z ( j： ) = g(H)9g'(H)—/(z)= 2er ,又 /(0) = 0 , 
g(0)= 3,计算

/(工) 

(工 + 1)2
dj?・

• 113 •



fli全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义X............................................................
特征方程为A 2 一1=。9特征值为入1 =一]_9入2 =】9 
方程 /"Q ) — f^x ) =0 的通解为 f{x ) = C1 e-^ + C2^ j 

方程f"〈工)—f{x ) = 2er的特解为/o(工)=ax er，代入得a = 1, 
故方程 f"G ) — /(J? ) =2e° 的通解为 f (戈)=Cj e_J + Cze" +<re‘ ・

(C] + C2 = 0,
由 /(0)= 0,g(0) = 3得/(O) = 0,/ (0) = 3,即 解得Ci = —1,C2 = L

I— Ci + C2 + 1 = 3,
即 /(jc )

0 M + 1

—X I X I X—e 十e 十工e・

f (工)
-(工 +1)2 djr =

1

0

*1

g(工)
•X + 1 
g(r )

0

djr + I /(a: )d 
J 0

,I fG) 
_z + i 山 +e

丄)
工+1丿

1 2 ) 1
0 JC + 1 乙

2e -「

2

题型四定积分的证明

【思路分析】

定积分的证明是定积分部分的重点和难点，一般分为如下几种情形：

(1) /(^)为连续函数

对/(jc)只给出连续性的定积分证明问题，一般使用定积分的一些基本性质、特殊 

性质解决问题.

(2) /(x)为连续且单调函数

对f (^)既具有连续性又具有单调性，除可以使用定积分的基本性质和特殊性质 

之外，经常使用单调函数特有的性质，如构造辅助函数，构造辅助函数通常有如下两种 

方法：

方法一：若结论是关于a,6的定积分等式或不等式，一般可以将其两边相减，将6 
改为工构造出辅助函数.

方法二：若/■ (°)单调增加，则对任意的工，)W — — 0;
若/"(工)单调减少，贝U对任意的x ,y E [a,b],(_z —夕)[/(工)一

(3) y(e)为周期函数

若/'(工)为周期函数，一般采用周期函数的两个特有性质.

(4) f(j-)连续可导

一般使用两大工具，即拉格朗日中值定理和牛顿-莱布尼茨公式.

(5) /(z)高阶可导

一般使用泰勒公式.

情形一 ：/(乂)连续

【例1] 设于(工)连续，证明：

(1) J /(j; )dx = j" f (a + b — a- )djr ；

(2) J f {x )clz = (6 一 <2 ) I f[_a + (6 一 a )jc ]ckr ・
J a Jo

分析：若证明一个定积分与另一个定积分相等，且两个定积分区间相同，一般使用变换 

+ b;若证明一个定积分等于另一个定积分，且另一个定积分积分区间为

[0，一般使用变换z —a + (b — a)t・
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{h + Z = a + b

【证明】(1) /(^)djT —

=f/(a =

Ch j: = a + (b — a)t

(2) /(j? )d:r ‘ …

f (a + b 一 x ) dj?・
a

1

f\_a + (b — a)£〕(b 一 a)dt
0

1

【例2]

【证明】

【例3]

证明:

【证明】

b
[/(jc ) — f(a )]djr W

=(b一a ) J f\_a + (6―a)Z = (6一a ) | f\_a + (b一a} jc~] Ax .
o

设/ (无)G C[0 〉1)9 证明 J x f 2 )djr = *

|[/(x2)d(^2)=|

6 [a ,b]有 | /(j? ) — fCy) 2 I x —3/ | ,

xf{x2 )djr =
J 0

设/(无)G C[a,b]9且对任意的工』

/(J? )djr 一 /(<2 ) (6 一 a ) W(b — a )2.

'b

'a 2

/(j? )dj?・
0

.2

f (j： )dj?.0

h Cb
/(jr )dj? 一 /(a )dx 

a J a
I /(jc ) 一 fCa) I Ax W [ 2(jc 一 a )d( j? — a)=(b — a )2.

/(j?) djr — (b 一 a )/(a )

【注解】

(1)若一个式子一项为定积分，另一项不含定积分，一般常用两种方法处理: 

方法一：两个式子都含有定积分，如：

f(t)dt — (jc — a )/(a )= LfCt) — f Ca )]ck.

"/(Jck -7(c) =/($)-/(c),其中 w C [a』]・

、b

fCa)dt =
a 2

方法二：将含定积分的项利用积分中值定理处理成不含定积分的项，如：

]

b — a
(2)定积分证明过程中，若定积分含绝对值，一般情况下，一定会采用如下性质： 

| /(j; )dj? I /(j: ) I dr.

/(j?)dj;
0

【例4] 设/(O-)在[0,1]上可积，且0 V加w才(乂)w 证明:

4 1 Cm + M)2
o心严' 4mM •

【证明】由"⑺一专导一/⑺]$ o得/'Q ) +穿£ < m +M,两边积分得 

/(乂)心)

/ (j?) d j? + mM
0 -

J、cLr W 加 + M. 
0 / (工)

■> 1
0 f a)

f /(j? )djr
J 0

dr $ 2 JmAfJ /"(h )dz • J 

t 1 , (m +M)2
。帀5山W-

【例5] 设fS 在[a,b]上连续，且「于(工)山=

因为”S)山+皿

所以

o7^)d"

4mM
f xf^x )dj? =C)9 证明:f O 在(a

内至少有两个不同零点.
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【证明】 令 F(工)=「/'(/)d/,F(a) =F(b) =0.
J a

由罗尔定理，存在*0 G (a』)，使得F‘(《Zo)=O9即/'(工0)=0・

不妨设/(工)在(Q』)内除工。外无其他零点9贝IJ /(^ )在(am。)与(工0』)内异号. 

设当工 G(0口0)时 9/Q)VC)9 当 h G (:c o ,b)时 9于(力)〉0,
[h r-o p
(工一无0)/(工)山= (jc — j?0)/(^)dj? + (工一工。)/(力)d«z 9 J a J a J x

当 x G 时 9(工—Xq} f{x ) $0 且(工—Xq} )芒 O9 则[°(h —j?o)/(e)cLz >0；

J a

当 z G [工0 时，(工—$ 0 且(h — x0)fCx)芒 0,所以](工—jc 0) f (j： ) dj： > 0； 
工0

于是](j： — a: 0) f ( j: ) dj： >0,事实上由已知条件得J (工一j:0 )/(jr )dj7 = 0,矛盾，故 

f (jc)在Ca ,6)内至少有两个不同的零点.

【例 6】 设 /(jc ) = [ (t — t2) sin2,7dz (j- > 0),证明：y(_r)W ----「-- .
Jo (加十2)(勿十3)

【证明】 由 /z (jt ) = Cx 一 x2 ) sin2nj? = 0,得工=1,工=kx(k =1,2,…).
因为当 e(o,i)时,/(jc)>0,当工 > 1 时,/(^)<0,所以工=1 为/•&)在(0,+*) 

上的最大值点，最大值 M =/(1) = f (/一 厂)sin"/ck £ [ (t — t2)t2" dt =—丄。--  ,
Jo Jo (加十 c)\Ln 十 3)

故 /'&)£(2“+2；(2“+3)・

【例7] 设于(工)为连续函数，且FQ) =「(工-2z)/(z)dz,证明：
J 0

(1) 若/■&)为偶函数，则FS)也为偶函数；

(2) 若/'(工)为非增函数，则FQ)为非减函数.

【证明】(1)设于(—jc ) =/■(#),则

F(—工) (一 x — 2?)/(t )di (—j? + 2u)/(— u) (— d")

(•z — 2u ) f(u )dw = F(_z),

于是F(h )为偶函数. 

(2)F(j?) = x f f (t)dt 一 2 f
J 0 J 0

F'(_z) = [ f — xf^jc ) = jr E/(^) — fCx )]($ 介于 0 与 x 之间)，
J 0

当工< 0时，因为工V < 0且/(^)为非增函数，所以F'Q) $0；

当工$0时，因为0 <£ <_z且/(工)为非增函数，所以F'Q) M0,故FQ)非减. 

【例8】 设y(H),g(H)在[a,b]上连续，证明：存在£ e(a,b),使得

/(^ ) J g(rr)clz =g(£)] / ( ) djr .

分析：本题为含a,6及g的式子，需要构造辅助函数，构造方法如下：

将 _/(£) f g(工)cLz =g(f) [ f(x )dj：化为 g(”) f /(/ )di + /(^ ) [ g(z)dz =0,还 
Jg v a v a •/ h

原得(]fCt)dt^ g(r)d"'=0,辅助函数为 F(j； ) = j /(f )dr j g (O dr.
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【证明】 令 F(H)=7&)d/「g(/)dt,F(a)=F(b)=0,由罗尔定理，存在 £ 6 (a,b),
J a J b

使得 F'(g) = 0,故 f (^)J g(_z)dz=g(W)J f(.x)dx.

情形二：设f (jr) 6 c[a,b]且单调增加或单调减少

r* a + 6 卩
【例 1】 设 /(jf ) G c[a ,6]且/(工)单调增加，证明：I xfCx )dj7 A —-— /(j: )dx. 

J a 乙 J a

【证明】方法一：辅助函数法

令爭(工)=[— a 申(a)=0,
J a 乙 J a

[「工 n —I— x qr — a 1「工0 d =xf{x ) J f (t)dt-----------f (z ) =—-—f (工) j f Ct) dt

= 三工E7Q）—/（£）］，其中W C匕，幻， 

因为/（工）单调增加，所以卩'（工）$o.

由卩;a）。，得卩（攵）20（a £夂 ,于是（p（b）y 即［h/Xj: ）dr $/（jc ）dz.
\（p Cx） >0, 丁 2 J a

方法二：辅助函数法

令卩Q） = （「匕尸）心）一于（耳纠，因为心）单调增加，所以卩（工）》0,于是 

卩 Q ）cLr $ 0.

而[申(z )dz = | (工 a + b
2

a + 6 \
2丿f (x) dx — f

rJ a

—a £'~ ）于（尤）dr x f )cLz —
a + b

2
/(j? )dj? 9

卩 a +b卩
故 xf^x )dz $ ―-— /(j： )dj?・

J a / J a

【例2】 设/■&) e CE0,l]且于(工)单调减少，对任意的a 6 (0,1),证明：

[/(j： )dj? a I /()djr ・
J 0 Jo

【证明】方法一：变换法

f /(j： )djr ====a I f(at)dt =a | /(a*r )djr a /(j? )dj?・
J o Jo Jo Jo

方法二：中值定理法

\ /(jtr )dj? — a I /(jr)dj? = (1—a)| /(jc )djr — a /( )djr
J o J 0 Jo J a

—(1 — a )a/(^] ) — a ( 1 — a )/(f 2)

—a (1—a) [/"(&)—/"(£2)]$0,其中 Fi 6 [0 ,a ] & [a , 1].
【例3】 设/'(工)在(0, +°o)上连续且单调减少，证明：

Ly(_z)ck < y^fCk) wy(i)+["/•(.)cLz.
J 1 k = \ J 1

【证明】 因为fs 为单调减函数，
"+1 f2 「3 「卄1

所以J /(j? )djr + J /Xe )dz + …+ J /(j; )djr
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*3wj + | /(2)dj? + …+

f2

J 2

*3

f (n)dj： =f d 9 
n k = \

又由J /(工)山=| /(j? )dj? + | /(j: )dj? + ••• +
J 2
*3

1

/(2)dz +J /(3)dz ------ H

得S/(^)</(l)+「f(jc)djr,于是厂 

人=i J1 Ji

情形三：/(乂)为周期函数

「工+2兀

e'sinz sinzdz,则(

/(j? )dj? 
n~\

/(??)dz = /(2)+ y(3)h------ /(«),
n-1

f(x)dx < ^f(k)wy(i)+
k = \

【例1】设FQ) = ).

(A)F(z)是与工有关的函数 

(C)F(x)为负常数

【解】由周期函数的平移性质得
*+2兀

esin/ sin》dt =
X 2

(E)F(z)为正常数

(D)FS)三 0

因为(严 

数，应选(E)・

【例2］

es,n/ sinZ dt = (esin/ -e~sinr)sinzdi,
0

-e-sin,)sinz在［0,兀］上连续、非负且不恒为零，所以FQ)>0,即FQ)为正常

F(jc)=

1 T设于Q)为以T为周期的非负连续函数，证明：lim丄「/■(门山=半「/'(/)曲.
•r-*+°o X -0 

对任意的工>0,存在"，使得W_z W(" + l)7\ 
由 /(jc) $0 得["/(刀曲 < \X <

【证明】

0

'(卄 1)T

于(/)dt 9即
0

n

T 0

n
于是

TfCt)dt
0

(72 +1)T

'T
0卡(/)山 /•&)&£ (" +1)| /(Odz,

[")山 

——W
JC

T

o o

CT
(n + 1)

J o

nT

注意到当工—+*时，/? 由夹逼定理得lim
才f+8

0

X

T f(t)dt
0
r•

I cost | dt (j? $0),证明：
0

(1 )当 TITt W 兀 W(〃+l)兀时 92z?WS(jr)W2G + l) 

(2)求 lim 里2

【例3】设SQ) =

【证明】(1)因为丨cost 1^0,所以

而

'(”+1)兀

I cost | dt W
o

cos/dz = 2/? 9
0

| cost | dt W
o

! [ | cost | dt = 2n 
J _7

0
| cost I ck 9

nit

| cos£ \ dt =n
o

f ( ”+l ) 7t

| cos/ \ dt =n
o

I cos/ | At = 2(“ + 1),于是 2“ WS(h) W 2(“ +1).
0

(2)由/…％、£聖总€?3 + 1),注意到工亠+oo时由夹逼定理得 
(X十丄丿兀 x n 7t

同理

r SQ) 2
lim

x 7T
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情形四：设/(^)在La,bl ±一阶可导

【注解】

若所证明的积分等式或不等式涉及f,f,-般有两个工具需要使用：

(1) 拉格朗日中值定理：/(J7)— fCa) =/z(^)(j: —a),其中 W G (a,z).
(2) 牛顿-莱布尼茨公式：/(^)-/(a) =「厂&)dt.

v a

具体使用方法为：

(1) 若所证明的式子中，定积分的被积函数不含/■'(•Z),则一般使用拉格朗日中值 

定理.

(2) 若所证明的式子中，定积分的被积函数含/■'(#),则一般使用牛顿-莱布尼茨 

公式.

I Ca M
【例 1] 设 (工)G C[0 ] ,/(0) = 0, | /z(J?) | M '证明：” f (jr)dx £ —«2.

分析：本题是关于f(x)与心工)关系的不等式，具有如下几个特点：

(1) 定积分被积函数中不含函数导数，则使用/a)-y(o)= ,其中f w(0,工).

(2) 定积分含绝对值，则使用j /(j; )dj? | J | /(j?) | da-.

【证明】 由拉格朗日中值定理，得/(^) -/(O) 工，其中f 6 (0,工)，即于(工)=

f',取绝对值得 | /(j:) |=| | x WMr.

于是 ” /(jc )da-
0

fa M o
| /(jc ) | dj? Mx(\x = —aJo 2

【例2] 设/ (工)在[0,1]上连续可微9且/(0) =/(1) = 0,证明:

J J /(j? )dj? W — max | /z(j? ) |.
4 0QW1

【证明】 令max |十(工)| = M，由拉格朗日中值定理，得

/(J7)— /(0) — fr ,其中 W € (0,工)，

/(j?) —/(I) = fr (r)} {x 一 1),其中 q & (工，1), 
从而 | /(jc ) | Mx 及 | /(jr) |^M(1—a-), 
于是 | j" /(j? )dj" sC J 丨 /(工)| dr £ J Mx dr + J ( M( 1 — _z)(Lz =—. 

【例 3】 设 f' (x ) G C\_a ,6],/(a) = /(6) = 0,c W (a,b),证明：
i r/>

I /(c) I y]丨厂(工)| dr.

分析：本题是关于f(J7)与十(工)关系的不等式，具有如下特点：

(1) 定积分的被积函数中含导数，则使用牛顿-莱布尼茨公式.

(2) 定积分含绝对值，则需要使用j /(j? )dj? wj | /(jc ) | dr.

【证明】由牛顿-莱布尼茨公式，得

/(c) —*/(a)=]十(z )cLr , 

f (b) —/(c) = [ fr (jc )dj?,

[/(c) = f f' (jc )djr , 

即 "卩，

— /(c) = J f (工)山，
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[I /(c) I < [ I /'(j： ) I djf , 
取绝对值得* :

/(c) I < J | I djf ,

1 Cb 
两式相加得 | /(c) I -y I / (a:) | dr.

Z J a

【例 4】 设 f' (j? ) 6 C[a,b],c G (a,b),证明：

1 fb Cb
I /(c) | -------- /(j? )dj? +| 丨 (h ) | cLr.

b — a-J a J a

取绝对值，得丨/(c) |<| /(^0)1+ | J

丄 1 Ch
【证明】 由积分中值定理得-----/(j: )dj? =/(j?o)，其中Ho G \_a ,b~\.b — a J a

由牛顿-莱布尼茨公式得 /(c) — f(jco') = [ f' (j- )djr ,或/"(c )二八鼻。)+ [ f' (a? )djr , 

f，(a- )dj： | /(j?0)1+ I | /■'(•z) | ,
XO J a

1 f* Ch
即 | /Xc) |W ------- /(j? )dj? +| | 于'(工)| dr.

b — a J a J a

【注解】

定积分的证明过程中，若/(^-)连续且定积分积分区间的长度与定积分前面的常 

数为倒数关系时，一般使用积分中值定理.

【例5】 设f(j：) e C[O,1],在(0,1)内可导，且/•⑴=2fei2y(H)d_z，证明：存在£ C 
J 0

(0,1),使得 =2e/(e).

【证明】 令爭(工)—e~'2 /(je ),由积分中值定理得/(I) =2 [2 e1_jZ /(j? )dj7 =e1_fZ /(c),
J 0

1 2

其中 c W 0，于是 e~l f (1) — e~c fCc),即 <p(c)=爭(1).

由罗尔定理，存在 W G (c,l)U(0,l),使得卩'(£)=0,而爭'(工)=e_J [/z (jc ) — 2xf(^x )] 
2 *'

且尹 ho,故yz(e)-2e/(e).

【例 6] 设/(^) 6 C[0,2],在(0,2)内二阶可导,/(0) </(1),/(1) > J：/(_z)cLz，证 

明：存在e e(0,2),使得 厂(W)< o.
【证明】 由推广的积分中值定理，存在C 6 (1,2),使得]j(_z)cLz -/(c).

由拉格朗日中值定理，存在& e(0,1),兮e(i,c),使得

皿=咎护2>。，

r(e2) = £(c)N(A2<o

再由拉格朗日中值定理，存在W 6 (&花2)u (0,2),使得

r(e) < 0.
^2 —
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【注解】

(1) 已知条件中若出现函数值与定积分的条件时，定积分一般采用推广的积分中 

值定理.

(2) 若/(J7)可导，条件中出现至少三个点的函数值时，一般使用拉格朗日中值 

定理.

情形五：/&)高阶可导

【思路分析】

若关于定积分的等式或不等式中出现二阶以上的导数，一般使用泰勒公式证明，证 

明过程中注意如下几点 ：

(1) 使用泰勒公式的函数可能是于(工)或FQ) =「/■(/)(!/,究竟是对/'(h)还是对
J a

FQ)使用泰勒公式要看具体情况，有两种情况一般对FQ)使用泰勒公式：

f(n)(左)
① 结论中出现② 结论中E e (a,6).

("十 1)!
(2) 使用泰勒公式时，与h的选取原则与微分相同.

【例1］ 设/'〃 (工)e C［2,4］J(3)=O,证明：存在£ e (2,4),使得厂(£)=3打(工血.

【证明】 令F(>z)=J 则F'(工)=/(z ),且F'(3)=于(3) =0,由泰勒公式得

F(2) =F(3) + 孚艺(2 —3严 + 笃浮(2 —3屮，其中& 6 (2,3),

F(4) =F(3) +^^(4 — 3)2 +尸3,。(4 —3尸,其中 5 6 (3,4), 

即F(2) =F(3)+2巴-芦F「，F(4) =F(3)+厶舁+芦 号),两式相减得
62! 6

F(4) -F(2)—八Fi)+ 八乞)

2!

或］f(x)dx
66

因为y〃Q)在［& ,e2］上连续，所以/'〃(工)在［“ ,e2］上有最小值m和最大值m,因为

m W--------------------- WM,所以由介值定理，存在W 6 ［&，£2〕U (2,4),使得 2

f'd，故/'"(£)= 3』/(x )djr.

【例2】 设于(工)在［―a,a］(a > 0)上二阶连续可导，且f(0)=0.
(1) 写出f(^)的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林公式 ；

(2) 证明：存在 7］ 6 ［— a ,使得 a3 = 3J /(工)dr .

【证明】(1)于(工)的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林公式为

/(^) -/(0) +/，(0)^ +嶋空工2 =_/'(0)2 +兮厂川，其中E位于0与工之间.

(2)将 /~(工)=十(0)z +［,)乂2 两边积分，得［/(j: )djr = ［ \,)工'dz.
Z ! J —a J —a u !

因为f\x )在［—a ,a］上连续，所以于〃(工)在［―a ,a］上取到最小值m和最大值M,由
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m 2

m 3

从而税厂®

a・
ickWM,由介值定理，存在[― a ,a],使得耳[/(j; )djr =

—a Z J <2 J _a

f'y 故//'"(“)=3[ f (x)djc.

【例3】 设/Q) e C[O,1],且/〃Q) >0,证明：J：yQ2)dz $/■(*)•

分析：本题涉及二阶导数，一般使用泰勒公式，显然Xq = "|•，涉及二阶导数的保号性一 

般有两种思路：一阶导数的单调性及重要不等式，本题使用第二种用法.

【证明】 因为 fJ) > 0,所以 /(^)^/(y) + /，(|)(x-|),

从而 + ，两边积分得 JjSd 心/(*)•

题型五广义积分

【例11

(1)
1

(3)
*8

(2)
*3

计算下列广义积分: 

dx 
ej+1 + e3_J ；

dj?
1 x \Zz — 1

r+8 dr
1 e'+1 + e3^

(4)

【解】⑴

丄
(2)因为 limQ — I)7

L1 +

且*<1,所以广义积分 *3

3 (工—1 )4 J芒—2工

dj? _ 1 
于_1 +严—g

d(e"_1) 1 —
----------- ；~r = -yarctane 
1 + ( e"-1)2 e2

1 丄

= — 9 lim (3 — a*)2
— 1)(3 — j?) 麗工-3_

1

丄

e
1

e

1

1

1

i l +(e「i)2

.I +°° _ TV

i _Z7'

_________ 1_________丄 

\/(jr — 1)(3 — jc)

*3

丄

(3)因为 lim (jc — 1) 2 
工一1+

f+oo

,_______________ dx收敛.
1 J Qh — 1)(3 —工)

=「 1 ——d.z
1 J— 3 + 4工一工 2

3

=兀・
1

1 1 2 
~y~… =1且-<1,又因为lim工彳

X a/t — 1 / L+*

=arcsin(jr —2)

d(j? 一 2)

1 J\ — Q —2r

‘3

1且㊁>1，

所以广义积分
1

'+°°
_____ dj? = 2

1 X \/z — 1 '

— cLz收敛.
X JH 一 1

’虽三L=2a“tand

1 1 + S — 1 )2
=兀・

1
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(4)因为 lim 5
工一>+8

djr

3 («Z — l)4 JX1 — 2jC

------------- 1, =]且5>1,所以

(H — 1 )4 JX1 — 2工

_ 厂 d& — 1)________
h (工 一1)4 丿(工 一1)2 — 1

7x = secZ

T

sin/ — j sin3Z

sec/tantd/
secStan/

f=---|V3
i 3 8

3

---------- , 收敛,
3 (工—1 )4 Jf — 2工 

f+°° dj?

2 X 4 J 工$ 一 ]
>_K

：(1 — sin2Z )d(sinZ )
f

:cos3/ck = 
f

【例2】计算,

J 兀 a/I X

+ J \工一工2

因为 lim(l-^)7
x-*-l

【解】

所以广义积分［；」_

Jh —

dj?
—z I

1 dr
+

] —=1, lim (j? 一 1)
J工一工2 工-*1+

dx

x 2

t ck

1 JX 2 — X
17
万三f T且㊁G'

方法一

1 ,吐 都收敛.

1 a/z 2 — X

1 d (y/~r~) o ・ /—
i -…”—=zarcsin vjc
7 J \ — (a/^~ )2

肛斥)=21n(VT + <77=1) 

J~JC )2 — 1

与

1

17

TC

dj?
1 a/z^~

~2

i
于是

.37
1

方法二

=2
= 21n^+^=ln(2+V3),

1

37

——\~ ln(2 + V3~).

ln(2 + a/3~) 9
i

题型六定积分的应用

情形一：几何应用

【例I］ 设夕=f(Q为区间［0,1］上的非负连续函数.

(1)证明存在c 6 (0,1),使得在区间［0,c］上以/(c)为高的矩形面积，等于区间9,1］上
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以y=fCx)为曲边的曲边梯形的面积；

(2)设fCx)在(0,1)内可导，且y'Q) >—妝3,证明(1)中的c是唯一的.

X
【证明】(1)令 Si(c) =c/(c),S2(c)=『

令卩(工)uh/Xh ) — J f (t)dt,再令 F(h)=hJ /(z)dr,F(0) = F(1) = 0,由罗尔定理, 

存在 c G (0,1),使得 F‘(c) = 0,即卩(c)=0, BP c/(c) =J

(2)因为 =xf\x ) + 2/(jc ) =x f' (j：) + >0(0Vh < 1),所以卩(_z)

在[0,1]上单调增加，故(1)中的c是唯一的.

【注解】

证明或讨论连续函数零点问题一般有如下几种思路 ：

(1) 零点定理.

(2) 广义零点定理.

设于(2)E C[a，+°°)9 若/Xa)V()9 lim / (^? ) —A >0,则 /(jc )在(a，+°°)内Hf+8
至少有一个零点.

(3) 罗尔定理.

设/Q)连续，要证明_/(工)在(a,b)内有零点，可以找/'(工)的一个原函数FQ), 
若F(a) =F(b),由罗尔定理，存在£ 6 (a ,6),使得F，® =0,即/(?) =0.

如：证明 f Cjc) = 3 — 3 2 + 2a： — 1 至少有一个正零，点、，取 F Cjc) —a:4 —t 3 + j: 2 
一工，显然FQ)为的原函数，且F(0)=F(l)=0,由罗尔定理，存在£ 6 (0,1), 
使得 F'(g) = 0,即 /(^) = 0,故 /(j; ) =4" — 3jt2 + 2x — 1 至少有一个正零，占、g.

【例2] 求双纽线(工2 + )2)2 =/( 乂 2 —夕2)所围成的面积.

【解】(于+ 3^2)2 =a2 {x2 — y2)的极坐标方程为r2 = a2 cosZd.

由对称性得 A =4 • £「厂?(0)d0 = 2a$「cos20d0
2 J 0 J 0

=(22 f4 cos20d(20) =cz2 f2 cos0d0 =q2.
J 0 J 0

【例3】 设/'(z)满足2/(j?) = —jt ,由夕二/^工儿工二1及z轴(z $0)所围 

成的平面区域为D,若D绕工轴旋转一周所围成的几何体体积最小，求：

(1) 曲线y =/(j?)的方程；

(2) 曲线的原点处的切线与曲线及直线工=1围成的图形面积.

9
【解】(1)由 x f' (jr ) — 2/(j- ) = — x ■,得/'(■z)------f(x ) == — 1,解得

X
f U = (](— l)e' "dr + C)eJ " = Cx2 + x ,

V(C) = re f (Cx2 + )$ dz =兀(— £ 十 2)，
J o \ 5 2 3 /

由 v'(c)=兀(丰 + *)= o 得 c = —
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c r
因为/(C)弋＞0,所以当c=r时，V(C)最小，于是心)=「訂.

(2)因为/•'(0)=1,所以曲线在原点处的切线为夕=工，围成的面积为

【例4】设L ：夕=J工_ ],求:

(1) 过原点且与L相切的直线；

(2) 由L,切线与工轴所围成的几何体绕工轴旋转所成几何  

体的表面积.

【解】(1)如图5-2,设切点为P(a,石=1).

由 一1 ” =—--- - 得 a = 2 ,贝1J切线方程为 y - £工.

2 丿a _ ] a 2

Jl + 討=岛(2) Si =2兀『
J o L

]

4(工一1)
Ax = -7-(5 V5" — 1) ?

6

兀9

则3=峠乂.

0
【例5】设区域D={(z,y) | x2 y2 £2工},求：

(1) 区域D绕夕轴旋转而成的旋转体的体积；

(2) 区域D绕直线工=3旋转而成的几何体的体积.

【解】(1)方法一

取[z + dr ] U [0,2] dV = 2兀工(y2 一 y 1 )dr ,

由x2 y2 — Zj:,得 y ]= —丿2工一工$，夕2 = J2工—工$，贝0 dV = 4兀工工—工？ dz , 
所求的体积为

V — 4tt j X J2j7 — x2 dj? = 4兀[[(工—1) + 1] a/1 —— I)2 d(a? —1) 
J o Jo

=4?r I (j? + 1) 芒 dr = 8tt j J\ — x2 dr
J —1 J 0

x = sin/ C~2 小 1 7t c?
=8tc cos2 Z dz = 8tc X — X — = 2k .

J 0 Z L

方法二

取[夕 9 夕 + dp ] U [― 191 ]，dV =(7rj?2 — kjc 1 )dj/, 

由 j:2 y2 = 得 Hi = 1 — — y2 9 工 2 = 1 +y1 9 则

dV = re[(1 + a/1 — j/2 ) —(1 — a/1 — j/2 ) ]d» = 4兀 %/l — j/' dy 9

所求的体积为

V = 4tc j a/1 — y2 dy = 87r a/1 — y2 dy = 8tc 2 cos2zdz = 2k2.
J —i J o Jo

(2)取[jcm +dz] U [0,2], dV = 2兀(3 — jc ) (j/2 一 yjdz 9 

由 x2 + y2 =2工 得夕1 = 一 丿2无一工2，夕2 = 丿2无—无2，贝g

dV = 4兀(3 — x ) a/2jc x2 dr，所求体积为
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r 2 _______________ r 2 ________________________

V = 4tt (3—x ) — jc2 d<z = 4tc [2 一 (jc —1)] 丿1 一(工 一 1)' d(<z — 1)
J 0 J 0 •

=4兀 (2 一 x ) a/1 — x2 dr = 16tt ^/1 — x2 dx 
J —1 J 0

工=sin； ff 9 , 1 7T 9
一……-- =16兀 cos2zdz =16tt X — X — = 4tt .

Jo 2 2

【例6】 求由jc2 + j/2 < 2jc与夕上工围成的区域绕工=2旋转而成的几何体的体积. 

【解】 取[工口 ~kdz] U [0,1],则 dv = 2tt(2 一 jc ) (Jlx — x1 —工)cLz ・ 
于是 V = 2k [ (2 — «z)( a/2j? — x2 — )dj?

J 0

=2兀 (2 一 j;) J2工一工 $ djr 一 2兀 (2无—x2)dx
J 0 J 0

fi ____________ 4兀
=2tt [1一 (j? 一1)]丿 1 一(无 一 l)? d(—1)---- —

J o 3

=2托「 (1 一 x ) \/1 — 2 djr 一 J
J -1 3

=2k[° +”「小_警=夕—牛.
J -1 J -1 3 2 3

情形二：物理应用(数学三不要求)

【例1】一打桩机每次击打所做的功相等，桩的深度与土的阻力成正比，比例系数为「已 

知第一次击打桩下降深度为1 m,求第二次击打的下降深度.

p k
【解】 取[z ,工 + dr ] U [0,1] , dW[ =kx • dr , Wi = | kjc 6.x =—.

Jo 2
设第二次下降深度为 h，取[_z ,jc + djr ] U [1,1 + /i], dW 2 = kx djr , 

fl+A A
W2 = kx djr =百[(1 + /i)2 — 1].

因为W\ = W2 ,所以h =麗—l(m).
【例2】 为清除井底污泥.用缆绳将抓斗放入井底，抓起污泥提出井口 .设井深30米，斗自 

重400牛，缆绳每米重50牛，抓斗盛污泥2 000牛，提升速度为3米/秒，在提升过程中，污泥以 

20牛/秒的速度从抓斗中漏掉•现将抓斗从井底提升至井口，问克服重力做功多少？

【解】 如图5-3,设拉力对空斗做功为 

则 W, =400 X 30 = 12 OOO(J)；

设拉力对绳所做的功为W2，取[工，工+cLz] U [0,30],
「30

则 dW^ =50(30 一 工)dz 2 = 50 (30 一 工)山=22 500( J)；
J 0

设拉力对泥所做的功为取"昇+ck] U [0,10],
「10

则 dW3 = (2 000 一 20/) X 3dz 9W3 = 3 (2 000 一 20/)di = 57 000(J) 9
J 0

故拉力所做的功为W = 91 500CJ).

图5 -3
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第六章 多元函数微分学

1. 理解多元函数的概念，理解二元函数的几何意义（数学二、三作为了解）.

2. 了解二元函数的极限与连续的概念以及有界闭区城上连续函数的性质.

3. 理解多元函数偏导数和全微分的概念，会求全微分，了解全微分存在的必要条件和充分 

条件，了解全微分形式的不变性.

4. 理解方向导数与梯度的概念，并掌握其计算方法（数学二、三不要求）.

5. 掌握多元复合函数一阶、二阶偏导数的求法.

6. 了解隐函数存在定理，会求多元隐函数的偏导数.

7. 了解空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念，会求它们的方程（数学 

二、三不要求）.

&了解二元函数的二阶泰勒公式（数学二、三不要求）.

9.理解多元函数极值和条件极值的概念，掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元函 

数极值存在的充分条件，会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值，会求简单多 

元函数的最大值和最小值，并会解决一些简单的应用问题.

第一节多元函数微分学的基本概念

1.多元函数的极限——设e D）,若对任意的€ >0,存在& >0,当

0 V — XqY + Cy — yoy V5 时，有 I |<e 成立，称 A 为函数 f (x ,y)当

(■z,y) f (j?0 ,y0)时的极限，记为 lim ，夕)=A.
y-*y0

【例1】 

【解】

【例2]

【解】

•rfO
L2

~2
=lim

x->0
L2

2 ,
7 9求lim/(工9』)・

才一*• o
L2

.. siary—巧 
lim -------------

x—0
v-*2 

=e

3y
2 sinry—巧 

lim y -----------
•r-*■ 0 
v-*2=e

sinjy—yy
siary—心 3y

4 .. cost—1 
-r lim ——
6 /f 0 t

_2_

设 f(x ,y)=<工2 + y2

、0,

(h ) H (0,0),

(•z，夕)=(0,0),
讨论

x-*0 
j-*0

y）是否存在.

因 为lim/Q ,p) = lim -^―---- q =—
H-*0 0 X JC /
yf o

lim ,》)=lim -- --------兀
Hf9 工-*0 X + JC
jyf 0

y =

1 * sinzy —工夕

（巧）‘

e
,sinz—t
4 lim —z— 

z—0 t =e

I
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所以応心，夕）不存在.
x->0
j-*o

\~==,（工,夕）H（0,0），

【例3】 设/（x ,j/） =Wj-2 + y2 讨论lim/Xz ,夕）是否存在.
工-*0

〔 0, （工，歹）=（0,0）,

【解】 因为0 于（工，，）| = J“于<〔一M £丿工2 ，且lim J X2 + y2 = 0,所以由

心7 2 戸2

夹逼定理得,y~） — 0.
Hf 0
yf 0

【注解】

一元函数在一点处极限存在的充分必要条件是其左、右极限都存在且相等，但多元

函数在一点、处极限存在，要求,y）存在，即函数f（x ,y）沿所有可能的路径趋

Do

于点（工0 Jo）时，函数值趋于同一个值，若函数沿两个不同方向趋于点（工0，

%）时，函数值趋于两个不同值，则不存在，所以多元函数的极限比较 
才-*工0

复杂.

2. 多元函数的连续----设 =/（^ G D）：且（力0，歹0）6 D，若 lim f{x =
工~*工0

f（jco ,y0 ）,称函数f^x ,y）在（工（），夕0）处连续.

【注解】

一元函数f （jc）在工=a连续的充要条件是于（a — 0） =/（a + 0） = f（a）,多元函 

数在一点连续无类似结论.

3. 偏导数----设函数 z =/（^ ,y）CCj： ,y） G D） ,（x0 ,y0） G D,称
=fG o+S，）o）—/（zo，，o）（或=fG ,y0） —/（jco，^o））为函数 ,y）

在点（2“，夕（））关于z的偏增量；

△勺,% +△»） —/（工。，夕o）（或 Xy =于（工0，夕）一/'©。，％））为函数 z =/（j? ,y） 
在点（zo’yc））关于夕的偏增量；

Az = fdx0 + 心，夕0 +△》）一/（工0，%）（或 Az = /（j? ,y） 一 f G（、，%））为函数 z =' ,夕）

在点（20，夕0）处的全增量.

若lim心+血芒）—心心）（或lim心，％）—心。，％））存在，称心小在

点（工0 ,夕0）关于x可偏导，极限即为f（<x ,y）在点（工0 ,了0）处关于X的偏导数，记为f’H（J?o，%）

若Hm心心+罗—心‘川（或lim小小―心心））存在，称于& ）在 

△y-o △_> ' y^y0 y ~ yo '
点（工0 ,%）关于夕可偏导，极限即为,y）在点（工0 ,y0 ）处关于y的偏导数，记为咒（工。，％）或 

券| •
dy I a ” •叩

4.高阶偏导数----设z = /（x ,夕）为二元函数，若z = /（jr ,》）的偏导数f'x （° ,》），咒（攵，夕）
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*第六章多元函数微分学

仍然可偏导，称f'x (x ,y) , f'y (jc ,y)的偏导数为z = ,y)的二阶偏导数，二阶偏导数有:

d2z d2 z其中+与/ 称为二阶混合偏导数• 
dj： dy dydx
5.全微 ----设 z — f ,y) G D),(_ro，yo)& D,若 ZXz =AAjc + _B/\y+o(lo),

其中 q — a/ (Ax )2 + ( Aj；)2，称 zu/Xz ,y)在(20，夕0)处可全微，简称可微，记 A △•z +B Aj/ = 
dz ,习惯上记 dz = A dx + B dj/.

【注解】

(1) /(x ,J/)在(工0，%)处可偏导是f^x 在(工0，%)处可微的必要非充分 

条件.

(2) A =代 Qo,%) , B =/；(#0 ,%)•
△n — tA △ "r — B △ v

(3) 函数f (工,y)在Qo,%)处可微的充分必要条件是lim---------------------------=0.

(4)设— f(jc ,y)可微，则其全微分为dz =諾牡 + -r^-dy.

6.方向导数(数学二、三不要求)

(1) 二维空间方向导数 设z =f(z ,夕)((工，夕)C D) ,M0 (j?0 ,y0) 6 D ,在Op平面内

过点作射线I,MS + △・，％+△》)6 Z,其中p =V(Ajt)2 + (Aj/)2 ,称极限 

］说八1+血，％十3)—八工。5)为函数z=y(z,y)在点处沿射线/的方向导数， 
Qf 0 p

记为字I ，若射线Z的方向角为a ,/?，则字I =j| cosa +字| cos/?.
dl | Mo dl I Mo dx 丨 M° dy \ M°

(2) 三维空间方向导数 设 u = /(j： ,y,z)((x ,y,z) G Q) ,M0 (je0 ,y0 ,z0) G d,过点 

Mo 作射线 I ,M(jc0 + △•z,jyo+zXy,2：o+S)W /，其中 p = J 工亍 +(△，)' + (△z)?，称极

线2的方问导数，记为乔 ，若射线/的方向角为a,0,J则

【注解】

du 
'di Mo dx I

I du
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其中If—|为1个固定向量,e = {cosa ,cos/?,cosy}为射线'对应的单位 
\ox oy dz） I m0

向量.

设两个向量的夹角为0,则
7du I _|(du du 

3/ I Mo I \dx dy 9 dz COS0 =
1

+
2

+
3u 
£

当0=0,即射线的方向与固定向量
du du du
3x dy 9 dz

• COS0 ,
M。

方向相同时，方向导数字

Mo 31

大值，且最大值为
2
+

2

+
du
£ ，称固定向量为函数"=f （x ,y ,z）在点、 

M°

宀

T

Mo处的梯度.

7.梯度（数学二、三不要求）——设u=f{x,y,z ）可偏导，称grad“ = （M*,|^为函数 
\doc dy dz ）

u — fCx ,y,z)的梯度.

第二节多元函数基本理论

一、有界闭区域上连续的多元函数的性质

设D为工0夕平面上的有界闭区域在有界闭区域D上连续，则有

定理1（最值定理）

定理2（有界定理）

定理3（介值定理）

函数fCx,y）在有界闭区域D上取到最小值和最大值.

函数fCx,y）在有界闭区域D上有界.

设加和M为函数在有界闭区域D上的最小值和最大值，则

在D上可取到介于加和M之间的任何值.

二、连续、可偏导、可微的关系

定理1 若函数fCx ,y）在点（工0，夕0）处可微，则,》）在点（匚0，夕0）处既连续又可偏 

导，反之不对.

证明 设/（j? ,y ）在点（x 0 ,y0）处可微，贝I]

yCz ,y） —/（Jr（） ,y0） = A（h — je0）+ BCy—y0 ） + o（q）,其中 p =丿（攵 一 口尸 + （y —％）?， 

等式两边取极限，得lim/（j; ,y） = /（jt0 ,y0）,即f（x ,y）在点（攵。，％）处连续.

l儿

设f（x ,y）在点Qo，》o）处可微，贝!）

/（^o + ，夕0 + △》）一/"（#（），夕0）= A Aj? + B Aj; + o（q）,其中 p — J （A j； ）2 + （Ly）2 ,

取△》=0,得 /（x0 + Az ,j/0） —/（x0 ?3^o）= AAz+o（Ax）,于是 -- "工。，夕。）=
Az

人*骨2,两边取极限，得1曲 竺仝翠二心寸。）=人，即 g ,夕）在点（心,％）处对 
Zkz Az-*o Zxr

x可偏导，且/'；（Ho，，o）=A,同理,y ）在点（鼻0'夕0）处对》可偏导，且（a?o ,3^0）=^B. 
定理2 设f（x ,夕）两个偏导数连续，则,夕）一定可微，反之不对.
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«第六章多元函数微分学

定理3 设f （工，y）具有二阶连续的偏导数，则,y）=化工（工，y）.

【反例1] 研究函数z=Jx2 +j/4在（0,0）处的连续性与可偏导性.

【解】 显然z = f〈工，夕）=Jx1 在（o,o）处连续.

因为lim 心，0）T（0,0）=limlsl不存在，所以函数z =丿工2 +天在（°, 0）处对工不

可偏导.

因为lim/（Q^）-/（0_,0） = Hm £ =0,所以函数汁丿宀 丁在（o,o）处对夕可偏导, 

且 /；（0,0） =0.

Jx y
_____ _. .........../+》八研究八“[在⑴,。）处的连

[0, （工,夕）=（0,0）,

续性与可偏导性.

【解】 因为liiVQ ,夕）不存在，所以fd ,夕）在（0,0）处不连续.

因为 lim^（-r，0）~/（Q，0）= lim —= 0,所以 f{x,y ）在（0,0）处对工可偏导，且 /；（0,0）= 0.
x-*0 X o X

同理,y）在（0,0）处对夕可偏导，且A（0,0） =0.

研究/'（工，夕）在（0,0）处的连续

性、可偏导性和可微性.

【解】 因为limyQ ,y） = 0=y（0,0）,所以,夕）在（0,0）处连续.
L 0 
yf 0

因为 lim 了(工 ‘°)——八 ° ‘°)= lim —p~~7 = 0,所以 J",. (0,0) =0,同理 (0,0) =0,即 
X—0 X MfO 3C \ X \

,y)在(0,0)处可偏导.

三、求偏导的类型

（一）显函数求偏导

所谓显函数求偏导，即形如z =fG ,夕）的显函数分别对工，夕求偏导，显函数求偏导与求 

导数相同，若求字，只需要将，看成常数即可.

OX

【例1】设z= arctan T，求字，字.
_Z + jy dx dy

2》

丄+夕
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1 —2工 X
~2 I *
2十，

【例2] 设Z=Q2+y2尸，求字，字
djc dy

【解】 由 z =eX3-ln(x2+/)，得

dz
3x

^xj/ln(x2+3/2) 2工2夕
~2~I 2
工十》」

=(JC2 + y2 )xy • y\n(x2 + ) 4
2乂2夕 

工2 +；/_

由对称性，得字=

dy
x ln(j?2 + j/2 ) H----

X + ^2_ •

(二)复合函数求偏导

情形一
U = G? (^ ) ?.

..其中f(u,v)连续可偏导，申(t),°(t)可导，贝q 
■v =W

dz df du 3f dv ,，八丄“々八 
石=乔.不+乔.不=几“ °)m

【例1】 设2=。"打 ，其中
u = Int， + dz
u=sin/，求百

【解】 方法一 由 Z =e"+‘‘ =elnr+sin2/ ，得竽=严站

dz
(-----\~ sin2t ).

方法二
ck

・学+ 2”
dr

字=占+站.(* + sin2r).

【例21
A2 n 

设f Cu ,v)二阶连续可偏导，且z = f(t, sin?)，求一r.
dr

【解】

情形二

dz f .
=J i十/\cost，

A2之
■JT = /h + f；2 cost — y； sin/ + ( y；； + f；2 cos/) cos/

= /n+ 2/1；cos/ — f^smt + f；2 cos2?.

设z = fh),且;"U X，y>>'其中/(« ,v~)及u ,v连续可偏导，贝9 
\v = v{j： ,y),

3z df dU df dv , du . dv
- --- ----  • ---- ---- • ----  := f ] • ----  —f 少■ --  9
3x du dx dv dj： d jc dj：

字=空.吆+空•匹=于〔.乜+几.乜 
d y du d y dx) d y d y d y

【例3] 设n = e"+",其中

%=心9

y 求亍
77 = — 9 心

X

【解】 方法一由z = e"匕，得

dz 砂+艺

a7 = e ?----- 2JC
dz xy-

a?=e

• 2 + 夕2 ) *

设 Z — fCu ,v),且

方法二 字=牛•兽+ $・$=严•卄严OX du ox dp ox
=严y

~~2X
$ 

夕--- FX
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• G+Fdu 3Z 3V u+v u+v 1 乜+于
-------= •   —I—   •   = p • jr -4- p •   = p
dy du 3 y dy dy jc

d2z
【例4] 设z =fCxy,x+y）,其中f二阶连续可偏导，求厂?.

djc dy

【解】 牛= yf\ +7%，
dx

d2 Z 
djc dy

=/，1+3,（^/1，1+/1，2）fz2 = f\+^yfu + （力 + y^>fu~\- f 22-

情形三
W = W（J： , V ）., 

:则 
v =v^x ） y

d z ! 3u , <9 77 . ,
厂=兀•亍+兀•厂+代・卩（工）， 
dx djc dx

设 Z =/[« ,77,爭（工）],

【例5]

dz f 3u f 3y ——fr • _ _L_ .— 

dy dy dy
a2z 

设N =/（无+夕9工夕92a* ） 9其中于二阶连续可偏导9求~~・ dj：dy

【解】

=咒+ "‘2 + /；+，（总 + 皿）+ 2（总 + "‘2 ）

=/"：+，/；+ 2f‘3 '
OJC 
带z

3xdy

= fn+^ +$）咒+几+砂总+2总+2工总・

（三）隐函数存在定理及隐函数或隐函数组求偏导常见类型 

定理1 设FS,y）在点P（s，y°）的某个邻域内连续可偏导，且FQ。，％） =0, 

几（工0，九）H 0,则在点P（s，%）的邻域内由F（hq） =0能唯一确定连续可导的函数y = 

f^JC ）,满足》o =/（-Xo）且

dy =
dz Fy'

定理2 设FCz ,z）在点P（g ,% ,z。）的某个邻域内连续可偏导，且F（6 ,% ,z0）= 0, 
F=（工0，夕0，Zo）H 0,则在点（工0 ,%,2：0）的邻域内由F（H,y,z）=O能唯一确定连续可偏导的 

函数z = f〈工,夕），满足zQ =/（x0 ,y0）且

dz F x dz F y
石=_可，齐=—可.

定理3 设F（z ,y,u,v） ,G（x ,》，"，◎）在点Mo （x 0 ,y0 ,u0 ,v0）的某个邻域内连续可偏 

导，且 F（zo，，o，"o,5）=0 ,G（j;0 ,y0 ,u0 ,v

M。

= 3（F,G）
3（u,v） H 0,

0 ） =0 ,且
3F 3F

dv
dG dG

dv

则在点Mo （工0，夕09%09匸0）的邻域内由F（JJ ,J/,U,77）=O,G（J7 0能唯一确定连

续可偏导的函数U =弘（工9』），卩=讥2,3/），满足Uq = U（J?o ^0）9*^0 =讥2 09夕0）且

dF dF dF 3F
du 1 a（F,G） 1 da： di） du 1 a（F,G） 1 3y dy
djc J 3{jc e） J dG dG '巧 J 3（J/ 9卩） J dG dG

。工 dy 3y dy
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3F dF
31) 1 3(F,G) 1 du djC
dx J 3(zz 9乂) J 3G 3G

3jc

1_ . 3(F,G)
J 3(u,y)

dF dF
乔 3y
dG dG
乔 3y

2
1

【例 1】 设 z =z(jc ,y)由 ln^jr2 y2 + z2 =xyz + 1 确定，求二. 
dx

【解】In Vj?2 -y2 + z2 =xyz + 1两边对x求偏导得

3 z
1 加+2z 石 a2 ,

•___  • 一“… •   = yz + xy 5-9 整理得
Jx2 y2 z2 2 \/x2 y2 z2 x

3z _yz{x2 + y2 + z2 ) — x 
0工 z—xy (jc 2 y2 + )

【例2】设厂+2^+3小=21,求字.

\jc 一 3夕 + 2n = 5 9 dj?

【解】方法一
Ij: 2 + 2j/ + 3z2 = 219

一 3y + 2n = 5 9
两边对 求导，得』

2工+4夕理+ 6z学=0, 
山 山即

1 —3 字+ 2丫=0,

dy _ 3n — 2工 

dj? 4夕 + 9z，

c!n _ + 2j/
djr 4y + 9n • 

x2 2y2 + 3z2 一 21, G =x

解得V

一 3 j/ + 2z 一 5 今

a(F,G) 4』 6n
J = =8p + 18n 9

9N) -3 2

则嬰= 1 0(F,G) 1 2jc Gz 3n — 2无

ck J 3(x jz) 83/ + 18n 1 2 4夕 + 9n，

clz 1 a(F,G) 1 4 夕 2<z 3a: + 2y
dj? 丿3（》，H ） 乞 y + 18z 一 3 1 4) + 9"
【例3】 设u = f（z） ,z是由z=y+H°（N）确定的工9夕的函数，/\卩皆可微，证明:

x

分析：本题出现两个约束条件况=/（z）及n =y +乂卩（n）9同时出现四个变量，则其中有 

两个变量为函数，另两个变量充当自变量9即确定两个二元函数，显然u及n为工，y的 

二元函数.

【证明】u = f Cz）和z = y + x（p（z）两边对x求偏导9得

申(N )

1 — X(p(N )
，于是等

dx

_ 厂（N）卩（N）

1 — JC0
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3z
3y，

1 +无卩'(N ) •羊 
dy

dy
dz 
3y 

解得字=— ，于是学「则有学=曲普.
dy 1 —X（p（N） dy 1 — x（p（N） d工 dy

（四）变换求偏导

设z=fCx,y）为二元函数，在偏导数计算时，有时在变换下对新的函数或自变量求偏导, 

常见变换的情形有：

U = /(Z )和 Z y +工甲（z）两边对y求偏导，得f

情形一

【例1]

3z dz 3u dz 3 77

dx du 3jc dv djc
dz dz du dz dv
-----= •   ―I—    • ， 
d y----- du 3 y 3 77 d y

设”(“)满足:二+字=亠匚又r

djc dy xy \v

u = m (jc

V = 77 (jc ,_y)
则』

'十'’将方程化为z关于"，u

的方程.

【解】
3^_dz_
Sx du

du dz d-u dz
■   ~~ ■   ■   -1- 5/ 1 9

dx 3x 3u dv

竺_竺

3y du 

代入m
ox dy 

2字+(工+》)字=©+夕)2—2心，即2, + “J
du dp Jcy du dp V

d2z 32 z d2z
【例2] 设z=y(_z,y)二阶连续可偏导，且满足4-4 + 12—- + 5 —=0,确定常数

dX dxoy dy

du 0P dz 3z
• 5—H y •亍=—x 厂 d y dy d y du dp

2 I 2

得

3z u2 一 2v
dy

a,b,使得在变换

【解】

d2 Z _ 
djC 2

d2 Z
3x dy 

d2Z 
-------7 =a
3y

dz
dx 

d2z 
乔

a2

下原等式化为寻

v — jc by duov

dz 3u dz 3v dz
------- ■ ------------ —------- • -------- = ------- ------- 9
du 3x djc du Op

d2 z dv
薯+盘•計+

d2Z

=0.

dz 3u 3z dp 3z dz
—•----- ----- • — = ci — + b — 9du 3 y 3 v d y du

_32 z d2 z 32z
du2 dudy Op"

d2 z 32 z 32 z
=Q + (a +6) ~—z----b 9

du 3udv dv

+ b

d2Z du +空 dv2
dy

dv3u ・dx 'dx

d2 Z du 1玖 dv
dydu 3y dy2 dy

d2z du , d2 z

dv
3y
dy
3y

),2 Z

dudv
32z

将上述等式代入4-4 + 12
djc

d2 z .
(5a2 + 12a + 4) —r + [lOab + 12(a + b) + 8] 

du

z

(d2z
(亦

z 32 z
a —r + 2,ab 

du2

dy ' du3v 

du d2 z 
d y du^v

.~ . 32 z 2

dxdy ' 3y
+ 5^=0,得

- -- -----(5b2 + 126 + 4) -—2 = 0, dudv---------------------------- dy
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[5a 2 + 12a + 4 = 0 9 \a = — 2 ® { 2
于是> 56* 1 2 3 + 126 + 4=0, 解得{ 2 或 | §

丿（工一几）？ + （夕一夕0）2 V5 时，有 /（jr <Z f（jco ,y0）,称点（工0，》0）为 z =f（x ,y）的极 

大值点，/'（zo，%）称为函数z = f （工，夕）的极大值；若当0 V a/（x —jc0）2 +（3,—3^0）2 V $ 
时，有/'（•z,y） > f^x0 ,y0）,称点（几，％）为z = f （工，y）的极小值点，_/（Zo，，o）称为函数 

z =心,夕）的极小值，极小值点和极大值点统称为极值点，极小值和极大值统称为极值.

2. 二元函数求无条件极值的步骤

（1） 求z=fCx,y）的定义域D （开区域）；

（dz门
狂=°，

（2） 由求出z = f （工，y ）的驻点；
OZ C忙=

（3） 利用判别法判断驻点是否为极值点

判别法：设（° 0 ,夕0 ）为函数 z = /（jf ,y）的驻点，令 A = f"x（J-O ,y0） ,B = £； Qo，夕0）， 

C = （工0，夕o），贝9
①当AC — B2 >0时，（几，％）为函数z ,y）的极值点，其中当A >0时,（x0 ,y0）

|10刖 + 12（a+b）+8 H 0, I 一 5’ b= — 2.

情形二 3 =S（«Z Q 9之）j : ）两边对H 求偏导9将N对工9
W =D（JC，夕），

夕的偏导数转化为®关于工，夕的偏导数，利用r="&曲〕将对工，）的偏导数转化为对— 

\V =U（工 9» ） 9
的偏导数.

【例3】设N = N（D ）满足:字一字= 
djC d y

工+“ 又 3 = z ——ln(j? +夕)J + "试

⑴=夕，

将方程化为W关于U 9匸的方程.

dw dz【解】由w=z-ln(.+^),得字=皐一一,字=字一一刍,
djC OX X y dy dy 3C y

解得窪=7+亠，$=器+召,代入得学一字
OX ox X y dy dy X y o jc dy

Sw dw dzv 3z) dw d"W 3w 3u 3xju dv dw
-------- = ” •   ―—   •   =   9 ” = " '■ ■ •” •   ―—   •   Z=  
dj： du dx 3 77 dx du dy du 3y dy dy du

故原方程化为字=—“.
OU

工+歹・

dw 
十~ 9dv

第三节多元函数微分学的应用

一、多元函数微分学的代数应用——无条件极值与条件极值

（一）二元函数的无条件极值

1. 二元函数极值的定义

设二元函数 z = /（a- ,j/）（（jc ,y） 6 D） ,M0（j：0 ,j/0） G D ,若存在 5 > 0,当 0 < 
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为函数z = f a，夕）的极小值点；当人＜o时,（j：0 ,y0）为函数z=y（H,y）的极大值点；

②当AC — B2 V 0时，（工。，》。）不是函数z = f〈工,》）的极值点.

（二）条件极值

多元函数（以二元函数为例）的条件极值

所谓二元函数的条件极值，即二元函数Z=f{x,y}在约束条件卩（工，夕）=0下的极值，一 

般有如下三种方法：

（1）拉格朗日乘数法

令F = /（jc ,y） +入卩（工，夕），由］F： = y；+2；=0,求岀（工，夕）的值，并确定最优解.

（2） 转化为一元函数的极值

由（p （j?,夕）=0求出y =夕（工），代入z = f〈工,夕），得z — f\_x，夕（工）］，再求一元函数z = 
f\_x ,y（x ）］的极值.

（3） 参数方程法

（（广）

由卩（D）= O9得 '代入N= /（£*）,得之=于［工（丫）9夕（丫）］9再求一元函数的极值.

第四节 多元函数微分学的物理
与几何应用 （数学二、三不要求）

一、方向导数与梯度

1.二维空间的方向导数——设z = fa ,y）在点Mod。，％）的邻域内有定义，过点 

Mo （工 o ‘夕0）作射线 I '任取 M （j； 0 + Ax ,yQ + △》）C I '令 p = （ Aj? ）2 + （）2 .

若lim 心°+ —存在，称此极限为函数2 = f{x,y）在点

Mo（_zo，y°）处沿射线2的方向导数，记为竽I .
dl I M°

计算公式：学I =T~ I cosa +字I cos0,其中cosa ,cos/?为射线2的方向余弦.
dl I Mo dx I Mo . dy \ Mo

2.三维空间的方向导数----设"=f〈工，夕，z）在点M0（j： 0 ,y0 ,z0 ）的邻域内有定义，过

点 Mo（J7O ,》o ,z0）作射线 I，任取 M（工0 + Aa- ,y0 + ,zQ + △?） 6 I，令

p = ( Aj? )2 + (Aj/)2 + (Az)2 .

在点Mo(Ho，%,Zo)处沿射线/的方向导数，记为器I •
dl I M°

计算公式：字 I =~T~ I cosa + 学 I cos0 + J| cosy ,其中 cosa ,cos/? ,cosy 为射线 
OI I Mo dx I Mg dy Im。 dz I Mo

l的方向余弦.
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3.梯度----三兀函数u = f (jc ,y ,z

3u 
a?

其中

=空
M° 3x

cosa , cos0 ,cosy为l的方向余弦.

令凹空,四
\3j： dy dz I

为1,方向与l相同.

设gradu | Mo与e的夹角为0 ,则

| m = grad“ I % ・ e = | gradw

df 
cosa + — 

M° dy

=grad"
M°

）在点Mo （工0，%,Zo）处沿射线I的方向导数为

COS0 + 学
Mo dz cosy =

Mo
• {cosa , cos目，cos/ }, 

M°

叮而｛―卿，W=e为射线/对应的单位向量，其模

cos(9,当

m取最大值，此时grad" |M（）与e方向相同，称grad" |Mq =

为函数“=fCx,y,z）在点处的梯度，即梯度的方向即为方向导数取最大值的方向或函数增 

长速度最快的方向.

；£/ 空 3f_\
\dj： ' dy 9 dz ）

且仅当0 = 0时，羽

一般地，grad“

二、多元函数微分学的几何应用

3f_ df\
'3 y' dzl Mq

（一）空间曲面的切平面与法线

设 S ：F Cj: ,y ,z） = 0 为空间曲面,M0 （jt0 ,y0 ,z0） G X,则曲面工在点 M 0 （：c0 ,j；0 ,z0）处 

的法向量为 n =｛F：（M0）,F；（M0）,F：（M0）｝,

过Mo （工0 ,》o ,2：o ）的曲面工的切平面为

F'x （Mo ）（j? — zo）+ F； （Mo）（y —夕。）+ F： （M\））（z — z0） — 0,

法线为
x — xQ y — z — z0
F；（M0） _ F；（M0） _ F；（M0）*

（二）空间曲线的切线与法平面

1•设 L：

x =<p（£）9

y =0（t）,取参数t =心，对应的曲线上的点为Mo （jc0 93/09Z0）W L,其中工o
N =3 （t ）,

卩（5），夕0 = 0（to）'Zo = 3（to）. 
曲线L在点处的切向量为

曲线L在点处的切线为
■Z —攵0 夕—夕0 Z — z0
<p' （tQ <p‘（to） '

曲线L在点M。处的法平面方程为

爭'（to）（_Z —工0）+ e'（to）（_y —夕0）+ o/（/o）（Z —Zo）— 0.

）=0,
点MoCjco,yo,zo）e r,则切线的方向向量为 

）=0,

T = （｛F：,F：,F：｝ X ｛G：,G：,G：｝）|m°.

2.设厂:
F (j： ,y

G(jc，夕，z
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重点题型讲解

题型一 多元函数极限、连续、可偏导、可微等 

基本概念的问题

【例1】求下列极限:

产
(1) lim(l + xy )

•r—o
y-^a

⑵応心+―2
•zf 0 
yf 0

【解】(1) limd+^jz)
x-*0
yf a

sin(j~y)
2~

y sin(j~y)
X—0

=严

.. ysindy)lim ------------
” j-2 sin(x>»)
lim --------------

工-0 Q
a

⑵ limCU

•r—0 
y—^a

2 2 
j： y = i

x-*0
L 0

a/ t + 4 — 2
lim---------------
L 0 t

limz + 2

【例2] 讨论函数fCx，夕）=

' 2

+y2

〔0,
4

【解】 因为 lim f(x ,y) =lim ---- j-
L0 X 十工 

v-*0
2

，=工

Q ,_y） H （0,0）,在点（o,o）处的连续性、可偏导性. 

（工，y） = （0,0）
一丄
=_2

4 

lim /(jr = lim ―-" 
J7-*0 ----c Q
v-*0

2y = ―x

所,3/)不存在9于是f(jc 在(0,0)处不连续.
•rf 0
yf 0

2 2 
工y

2 22 y

=limf" (1 + jrjy )* =e

1 丄

_ t 1 4L °工，十工

丄 

I

因为lim ---- — lim — = 0,所以 f'x (0,0) = 0,同理可得咒(0,0) = 0,即 f{x ,y)
J—0 Xx-*-0

在（0,0）处可偏导.

[■zysin , 1 （j: ,y） 7^ （0,0）,
【例3】 讨论函数fCx,y）=< J f 7 在点（0,0）处的连续

[ 0 , （工,jy） = （0,0）,

性、可偏导性与可微性.

【解】 因 j^lim f （j? ,y） = 0 = /（O ,0）,所以 /Cjc ,y）在（0,0）处连续.
j—o
yf0

因为lim 心，0）T（0,0）=o,所以 y；（0,0）=o,同理咒（o,o）=o,即心,夕）在（0,0）
•Zf o x

处可偏导.

人 r^~\----r i-于（工，夕）一于（0,0） — （0,0）_z — 冗（0,0）y xy . 1
令 p = V工 + y , lim---------------------------------------------------------------- = lim-----sin—,

pf 0 p Qf o p p
因为0W| ^sin丄|冬山」£唇且lim唇=0,所以lim空sin丄=0,于是在 

I p p I p L p_o L p_o p p
（0,0）处可微.

【例4] 设fCx,y）在点（0,0）的邻域内有定义,/（0,0） = 1且IE力2黑二 =2,则

）在点（0,0）处（ ）.
（A）连续，但不可偏导 （B）可偏导但不连续

（C）既连续又可偏导，但不可微 （D）可微
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得lim 亍5 ‘°)---- =0,即 f'x (0,0) =0,同理 f' (0,0) =0,即 )在(0,0)处对 jc ,
X—o x

y都可偏导.

=lim 八肯'］)2 1 』工2 + ：/ = 2 lim Jx2 + j»2 =0,得 /(jc ,y)在(0,0)处可微，应选(D).

【例5】 设fCx,y）连续可偏导，且于；（工，夕）＞0,人（工，夕）＜0,下列条件中，可使得不 

等式 ,3/!）＜ /（x2 ,y2）成立的是（ ）.
(A)jc 1 <x2,y} < y2
(C)g < 22，$i > y2

(E)zi > x2 > y2
(D), > 久2 < y2

【解】 因为(鼻，夕)> 0 ,所以当Hi <02时，/"(攵1，夕)V /"(攵2，，)，于是/"(広1 ,)1 ) V 
/'&2，夕1)；因为尢(工，夕)V0,所以当 ％ > y2 时,f(x ,yr) V f{x ,y2 ),于是 /(je2 ^1)V 
f©2，夕2).

故当 G Vui > y2 时,ji)< /(j?2 »J^2)，应选(C).

【例 6】 设 f(jc ,3/) — y + o(y(j- — l)2 + (j； + l)2 )，求允(1, 一 1) J； (1, 一 1).

［解］ 令 Q = MCz — l)2 + (y+ 1)2 ,则
f (工= 2 工一夕+o ((o)=2(_z —1) — (j/ + 1) + 3+ o(p),

于是心,y) — 3 = 2Q — 1) — 0 + 1) +o(q),由可微的定义得

/；(!,- 1) =2, /；(1, -1) =-l.

题型二各种偏导数求法

情形一：显函数求偏导

情形二：复合函数求偏导

【例11 设厂g二阶连续可微,"=力'佇）+砂仔），求工~i + y
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du 
dx

d2u
3x2
d2 u

dx dy

【解】
X

2
x

+ —g' (―) _ —g' 

zp B 3"U I 护“ 工0打工、丄$2

于是工丁巧+夕厂—=一/ (—丿+ =g dx dxdy y \y / x

+ Eg
X

【例2】 设况（d）=卩（工+夕）+卩Q —y） + 

（A）几入

2
I歹 + —Sx

2
I $ 

+ —Sx

$

(C)

因为

【解】

3x2 3y2
d2 u d2u
3jc 2 1dj： dy

,3U
1矿=(p (

du
3y

=cp (

d2u 〃

3x2 —9

d2 U 〃

3/ =9

d2u _ d2 u
dx 2 3y2''所以应选（A）.

0（刀曲,其中卩二阶可导妙可导，则（ ）.
工―，

（R）带"-带" 
⑻芦一—歹

—、32 u 32 u
"D) dX dy 3y2

+ 夕）—卩（工 —y ） + e （力 + 夕）+ 0 （工—』）

(j? + j/)十爭"(攵 一 y) + (jr + y) — 0 (j: 一 y) ?

（J? + y） +°〃（《z — y） + 0‘（工 +》）一0’（工—j/）

【例3]
32 z

、dx dy ■

【例4]

设f（t）二阶可导，g（况e）二阶连续可偏导，且N = /（2jc — y） +g（H,2』）， 

〃

dx dy
设z = f^smy.x2 +b）,且/二阶连续可偏导，求靑_・

dx dy

【解】 T- = ex siny • f\+ 2xf \ , 
ox

n n = e° cosy • f\+ e” siny (e，cosy •幷+ 2yf^ ) + 2h (e° cosy • /21+ ^yf'22) 
ox dy

=eJ cosy • f\~\- e2^ sinj/cosj/ • fn~\~ 2er (re cosy + j^sinj/ )/1，2+ ・

32z
【例5】 设= f(<x2 + y2 jxy),其中f (u jv)二阶连续可偏导，求~・

ox

【解】=2xf： ,
dx
32

(2工 f：\ + "$)+?( 2工 f；\ + yf22) 
ox

= 2/i+ 4 2 f；、+ ^xyfn + y2 fzz.
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【例6] 设z=f{x+y,xy^},其中于二阶连续可偏导，求 ox dy

【解】 =/：+”；+ /s，

ox

=fu+^fl2 + ff2+ y^ff2\+ 22)+ + X f；2
djc dy

【例7]
d2z

=/fi + (z + y)fn+ f 2+ ^yf22+ f；\ + *f；2.

设 z ^jcyf^x2 -\~y2)+g(.xy,x2+y2,x),其中/■二阶可导，g 二阶连续可偏导,

【解】

32 Z
3jc dy

=/ + 2y f + 2/ f' + &工2 $ f" + &〔+ 夕(Hg$+ 2yg：2)+

求0_z巧°

2工(jrgz'i + 2yg?2)+ Hg£+ 2yg?2

=y + 2(工 2 +^2)fz + y2 f" + g\+ xygu+Kx2 + ：/)g$+4zyg£ +

Hg?i+ 2yg?2・

________ 乎 护
【例8】 设f Ju)在(0, + °°)内一阶可导9且z = f (JX1 y2 )满足一2 + ~—2 = 0； 

ox dy

(1) 验证 /(zz )满足 (况)~\-----/z (u ) = 0 ；
u

(2) 若 /(l) =0,/，(l) = 19求 /(u)的表达式.

(1)【证明】 令J x2 + y2 = u ,则产=厂(况)•字=王厂(况儿 
dx ox u

X 2

q2 U 2 2 2

-T-~2 =----- _/'(")=^-/，(iZ)+与于"(“)，
OX U U U U

q2 2 2

由对称性得一2 = -T(况)+%/"(%)9
oy u U

n2 q2 2 2 2 2 1

-—兀 + -—兀(u) T /〃(况)H /z(^) + 与于〃(况)=/*〃(况)T--- F(u) 9
dx dy u U U U U

n2 o2 1
故由-—2 + n—2 = 0 ,得 7""( " )-----f' ( U ) = 0.

dx U

(2)【解】 由 (u) ~\----f (u) = O9得 tcf'(zz) +/z(u) = 0 或["'(%)了 = O9即 uf\u) = Ci・u

由 /z(l) = 19 得 Ci =】9 于是 =—u
由 /'(")=丄，得 fCu) = lnzz + C2 ,由 /(1) = 0,得 C2 = 0,故 /(u) = In”. 

u

情形三：隐函数(组)求偏导 

【例1】设y = ,t )及F (a: ,y ,t~) = 0连续可导，求半•.
O.JC 
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分析：本题有两个约束条件y =f （工,t）及F（h ,j»,/）=0,同时出现三个变量，则其中有 

两个变量为函数，一个变量为自变量，两个约束条件确定两个一元函数，显然y和t为工 

的一元函数.

【解】y — fCx ,t )和F , y ,t) — 0对z求导，得

半=咒+十晋,
djr djr

F：+F字+ F晋
djr Ax

0,

解得
d/
d7__F：+/：F；-

【例2] 设F(x^-,y + -\= 0且F可微，证明:工^ + y^=z~xy.
\ y JC f ox dy

dz

【证明】fL+-^+-）= 0两边对工求偏导，得F：・（1 +丄$）+码・—一 = 0, 
\ y 工） \ y djc ' x

解得
dz
3 a：

-F\+-F\
y 工

解得

F (z + 三,y + 
' A

0两边对，求偏导，得F\ •

A

-F\+~F\
y 乂

. . 三 F‘2— hF： -Ff-yF\
工曰〃n i . y
十是工 亍十夕 亍= ------ ；-----H -------------- ------- =N —工丿・

九 乃 丄F；+丄F；丄F存丄F；

y x y x
【例3】 设u = f （不9y 9乞）连续可偏导9且z =z{x ?<y）由x eT — yey —zez确定9求d况. 

分析：本题给出两个约束条件，同时含四个变量9则两个约束条件确定两个二元函数9显 

然u 9北为工，夕的二元函数.

【解】 方法一 u = f （工9北）和— yey =zez两边对求偏导9
du f f 3z

得<

(jc + l)e" = (z + l)e'
dz
3 j：

解得y=x+出于

OX N 十 _L

u =于（工9夕9之）和— yey = zez 两边对夕求偏导，得』

一(夕 + 1)已‘ = (n + 1)O

解得”- 夕+ 1严厂 
Z + 1 J Z
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于是 dw =薯(1工 + = (_/：+ :[卜-/ ) dr + *打- []*旷丁： ) dy.

方法二 ％=于(工9丿，之)求微分9得du =/： cLz + f^ydy + y^ck ；

x ex —yey =zez 两边求微分 9得 d(j? ex ) — d(j/eJ ) =d(ze2) > 即(z + l)e" dr — (3/ +1)“dy
X + 1 v + 1

=(n + l)e・z,解得 dz = —・
N十1 N十1

故 du = (/■：+ :于-/ ) dx + (十厂；召2十于：)dy.

情形四：变换求偏导

【例1】 已知方程y -^-― x # = （》一攵）之9引入变换 

且W =3（U 9匸）9求变换后方程的形式.

【解】由w=lnz-(.+^),得字=丄聖一1,字 
dx z dx dy

+ 1

2 I 2u =x + y 9
1 1 w — \nz 一 ( j? + j/ )

v =----- 1---- ,
工 y

丄字—1,解得警罟+1
N dy djc \dx

代入原方程整理，得¥=0.

dw 3w dw 3z) 1 5w
dj： 3u 3x

+ -------------
dv djc =-—

du
-2
X dy

3w dw du dw 377 1 3w
3y du dy

+ -------------
3 77 3 y =2^ —

ou
~2 乔'

2
+【例2】fCx,y）满足方程

2

=49禾1|用 x = iw^y / — V2)把函数 /(□? 9夕)

变成g(",Q),且满足a(|^)-"(讐)=

，-

石箸+"签)J

+ (2a + 2b)u/v • J + {au2 一 bv2) 
ox dy

2
+

u -\-v2 9求常数a 9b的值.

【解】g(u e) = f

代入已知关系式，得a

券=喘+唏
2

If=“「呀
u2

(av2 — bu2)
2

=u2 + v2

则 2a + 26 = 0，a = 一几于是 a(/ + /) u2 + V2，从而

du v 

血等7等） +几即

题型三求偏导的反问题

【思路分析】

所谓求偏导的反问题，即已知偏导数的条件反求函数.
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【例 1】 设 z = f a 满足 f (jc »1) = 0,f'y^x ,0) = sing，盘(z ,y) =2z ,求 f(jc ,y). 
【解】 由jyy(x ,y) = 2x ,得7"： (h ) = 2目+爭(z ),则于：(工，0)=爭(工).

又 (工，0) = sinjr，贝U 爭(工)=sinjr ,即 f'y (工，y) = 2xy + sinjr .

于是 fCx，:y) = xy2 + j/sirw + 0 (jc ),则 f{x ,1) =x sinz + 0 ( ) 9
解得 0(工)=一x 一 siaz，故于(工 * ) = xy2 + j/siaz 一 x 一 sirtr ・

【例 2] 设 ,y)满足 / (jc ,0) =x =y2 =x +夕，求 /(j? 9y).

【解】由f：；G，y)=工十y，得/：(工，夕)=工夕+ yj/2 +卩O),于是

] ] 「乂
/（h 9夕）=—x2y + ~^^y2 +L卩（丫）山 +/（?）・

0

由 /(0^)= y2 * 得 0(夕)=3^9 再由 f(x ,0) = j?,得 卩(£)dr=«Z9 故
0

f，y)=*工纽 + ~^xy2 + ^2.

【例 3】 设(a_zy +^2 + 3)cLz- + (j?2 -\rbxy — 12)d^ 为二元函数 u(x ,y)的全微分,"(工，》) 

二阶连续可偏导且"(0,0)= 2,求常数的值及函数u(x,y)的表达式.

【解】 因为(ajry 4- y2 + 3)d:r + (a:2 + bxy — 12) dy为函数"(h，少)的全微分，所以

du 2 du 2 I , ic 护 u 32 u—-=axy+y2 +3,亍=・ _ ' ~ " —
dx dy
由黔=兽,得

dx dy dydx

因为器=2xj/ + y2 + 3：所以 u ( jc，歹)—x2y + xy2 + 3x + 卩(y )・
ox

x2 + bxy 一 12， 2工 + by ,axy + y2 + 3 9

~ =x2 + 2xy + 卩，(夕),由导=工2 + 2xy — 12,得爭，(y) = — ]2,爭(y) = — 12y + C,即 

u (j? ,y ) — x2 y + xy2 +3:r — 12y + C,由"(0,0) = 2,得 C = 2.
故 u (j? ,y) =x2y + xy2 十 3_z — 12y + 2.

题型四偏导数的代数应用

【例1】 求函数z — f（X ,y） = z" + yi — ^jcy + 5的极值. 

【解】 显然z=f（H ,y）在工。》平面上有定义，

由』

9Z n
—-=4je — 43/ = 0, 
ox
a. 3 4 得

-—=4 j; 一 4 j?
3y

x = 0 , /工 
夕=0, b

=—1，{x = 1，
=—1 9 I? = 1・

d2Z 
dx Sy

0,

& = 0
当 ，时,A = 0,B = —4,C = 0,因为AC — B2 = — 16 V CU所以(0,0)不是极值点.

b = 0
= 一 ]

当 ，时,A = 12,B =-4,C = 12，因为 AC - B2 = 128 > 0 且 A〉0,所以
® = _ ]

(-1,-1)为极小值点，极小值为/(-l, - 1) =3.
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当=1,时，A =12,_B = —4,C =12,因为 AC-B2 =128 > 0 且 A > 0,所以（1,1）也 

为极小值点，极小值为f（1J）=3.
【例2] 求由方程2j:2 +2y2 +/ +8心—z +8 =0所确定的函数z =zCx ,y）的极值.

【解】 由~黄  =0,z：= ~ ~ =0，得h = —2z ,y =0,代入原方程得

Zi — \,z2 =—，所以驻点为（—2,0）,（琴,0）.

在（—2,0）处,A =z"IX = ^-,B = z" —Q ,C = z" - ,AC — B2 = >0,4>0,函数在
15 15 225

点（一 2,0）处取极小值z = 1;

在伴,0）处,A =疵=—春,B = /； = 0,C —善,AC — B2 =裁〉0,A < 0,函数

在点（学,0）处取极大值z =

【例3】 求函数z=x2 + Y2xy +2y2在区域D-Ax2 + y2 W 25上的最大值和最小值. 

分析：该问题是无条件极值与条件极值的混合题型，在区域的内部为无条件极值，在区 

域的边界上是条件极值，需要分两步进行.

【解】 当4工2 +）2 V 25时，由
z^=2x + 12y =0，f =0,
Zy=12j： +4/ =。9 寸 = 0；

当 4工2 + j/2 = 25 时 9令 F = 2 + \2xy 2y2 + 入（4工2 + y2 — 25）
[F： = 2 工 +12夕 + 8入工=0, [£=（1 + 4入）工 + 6j? = 0,
由+4夕 + 2Xy = 0 ,即」F；=6jc + （2 + A ）j/ = 0 ,

[f^ = 4jc2 y2 —25 = 0, [f/= 4jc2 y2 —25=0,

因为
F：= （1 + 4A） jc + 6j/ = 0,
F：= 6无+（2+入）;y= 0

有非零解，所以
1 + 4A

6
6

2 +入
=0,解得入i = 2,入2 = ——•

当入1 = 2时,夕=—x，代入4攵2+歹2—*25= 0中，得! 或]

z b = — 3 （y = 3.
当入2 = — ¥时‘夕=寻工，代入4z $ + y2 —25=0中，得F 2 ?或;"

=4 L=-4.

__3_ [ __2_
°=另'或£= _亍时, 

丁 = 4 [y = — 4
当鳥叽〜当*二或仁「时，…嗨

2=106 £故函数的最小值为-一50,最大值为M = 106 £

【例4】 设2工dz — 2y6.y为二元函数u（x ）的全微分，且"（0,0） = 3,求函数u Cx ,y） 
在区域川+ 4^2 < 4上的最小值和最大值.

【解】 因为dj? — 2yAy为u（z 的全微分，所以= 2乂，占=—2》.
ox dy

由等=2x，得u（J； ,y） —X2 +卩（夕），对y求偏导，得=爭'（夕）.

• 146 •



y第六章多元函数微分学丹

由 $ = — 2夕9 得卩'（夕）=—2y 9 解得卩（夕）=~y2 + C,艮卩 u，歹）=x2 — y2 + C. 
dy

由u （0,0） = 3 ,得C=3,故况（龙9夕）=工2—夕2+3・

当 x2 + 4j/2 V 4 时，由<

du
-—=2乂 =09 
dx
3U °=—2夕=(
dy

工一 0
心:此时“（0,0）"；得

x = 2，严 

y = 0 9【夕=0 9
=一2 , \x =。9 \x = 0,

夕=_1・
由

夕=1，

方法二 由x2 + 4j/2 = 4 ,得

当 x2 + 4y2 — 4 时 9
方法一：拉格朗日乘数法

令 F = x2 一 y2 + 3+ A(jc2 +4j/2 一 4)，

F： = 2工 + 2Ajc =。9 

F：= — 2夕+ 8入夕=0,得 

F\ = x2 + 4y2 一 4=0，

由 w (2,0) =u (— 2 90) =7 , w (0,1) = w (0, — 1) = 2：得 u (j?，夕)=x2 — y2 + 3 在工？ + 4j;2 
W 4上的最小值为m = 2?最大值为M = 7.

. ''代入弘(工，夕)=工2—夕2+3中9得
y = sinZ,

u = 4cos2^ 一sin2Z + 3 = 5cos'Z + 2.

当 COS/ = 0 日寸，况 min = 2，当 cost = + 1 日寸，况 max =1 9
故u(j： ,y) =x2 — 3/2 + 3在/+4? $ £4上的最小值为加=2 9最大值为M = 7.

2 2 2
求椭球耳+与+鼻= l(a > 0,6 > 0,c > 0)内接长方体的最大体积.

a b c
设内接长方体在第一卦限的顶点坐标为(工q 9之)，则V = 8xyz・

2 2 2 、
3 + 右 + 冷-1),

【例5]

【解】

F — xyz + A令

2A j?

由』

F： = * + p=0, 
a

r =xz H-----厂=0 9
b

L . 2AzF z = xy H---- -- =0,

2 2 2

F； = 3 + $ +冷—]=0, 
I a b c

得 x =~—^y = — ^z =匸 9则最大体积为 Umax = 77V3~cibc. 
V3 V3 73 9

题型五多元函数微分学在几何上的应用（数学二 、三不要求）

/ 2 | 2 | 2 __  /?

【例1】 求曲线L：r 夕 — 在点(i, —2,i)处的切线与法平面方程.
"+ 夕 + N = 0

【解】 令 F (x =x2 y2 + ^2 —6, y
Mi ={F：，Fy9Fz}(i,_2,i)={ 2h ? 2y , 2z }(i,-2,i)={2： — 4,2} 9
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"2 = {G： ,G： ,G： ={1,1,1},
则切向量为 s =心 X n2 = {2, —4,2} X {1,1,1} ={—6,0,6},

则曲线L上点(1,—2,1)处的切线方程为 匚二=织三=音丄，
—1 U 1

法平面方程为 X —2=0.

【例2] 过直线+ 2夕一2z = 27,作曲面3工2 +夕2 = 27的切平面，求此切平面方程.

& + 夕 一 N = 0

【解】F （乂曲山）=1 2 + — z2 — 27 ,则n = { ,2^ 9 — 2z } 9过直线的平面束为

(1) 求曲面S上与7T平行的切平面；

(2) 求曲面S与平面7T之间的最短距离.

【解】 ⑴S上M处切平面法向量为={工，2夕，寺]，平面兀的法向量为n2 = {2,2,1 L

由"i // ”2 得寺=警= ★=/ 或工=2/,夕=/,2=2/,代入 S 得 / = ±*,则 M

1)，切平面方程为2工+ 2y + z — 4= 0或者2工十2》+二+ 4= 0.

IOjc + 2y 一 2z 一 27 + A （jc + y 一 z ） = 0 ,
其法向量为{10 + A 2 A 9 — 2 — A }.

f（10 + A ）/6j?0 =（2+ A ）/2j/0 = （2+入）/2n（）9
设所求的切点为（％0 9%，n°），则有*+ yl — — 27 =0,

[（10 + A ） jc o + （2+入）夕0 — （2 +入）No = 27,

解得严°，%，G=（3,1,1）
\A = — 1.

或者
J（Zo，』o，No）=（— 3，一 17, 一 17） 9 
b = — 19.

故所求的切平面方程为9j- + j — z — 27 = 0或者9z +17y — 17z + 27=0.
pr —t2,

【例3】 曲面4乂=圧+亍上一点m的切平面为兀，若过兀的曲线厂：L=^, 在 

[z = 3(/ - 1) 

/=1处的切线为L,且L Utt,求平面兀的方程.

【解】 切线L的方程为进==讦1=刍，曲面上点M(x0,y0,z0)处的法向量为

T,_Tai '

则切平面方程为寸（_z — .r0） + *■（》一） — （z — z0 ） = 0 ,即 0 + yy0 — 2,z =2z（1.

pZo + 夕0 = 2z0 ,
因为L U兀，而（1,1,0）, （3,2,3） 6 L,所以*i + 2% — 6=2®,解得切点的坐标为

[jfo + 3^0 =4",

（"4451或者(2,2,2),故平面7V的方程为：6工十3j/ — 5n=9或者x + y — z = 2..

【例41
2 2

设曲面 S ： —— y2 H— =1彳平面 7r :2x + 2y + n + 5 = 0.

也（_ 1, _ *
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(2)厶=3,乩=+，所以曲面S与平面兀之间的最短距离为
o O

题型六场论的概念(数学二 、三不要求)

【例】 设兀是曲面2工彳+3/ +小=6在点P (1,1,1)处指向外侧的法向量，求u 

丄丿6工2 +8/在p点处沿方向n的方向导数.
N

【解】 令 F(jc ,y^z) =2jc2 +3j/2 + z2 — 6, 
则{F： ,F； ,F： } |p = {4工，6夕，2z} |p = {4,6,2}.

714，714i ' 

_ 8j/
'3y

2 du 
x -7= + T-

p TIT 3y

取 ZI = { 2 9 3 9 1 } 9 则 〃 °

而字

OX

6工

所以字

dn

N丿6无2 + 8夕2 

= du_
p 3x

Z 丿6工 2 + 8j/2 

L烷+讐

du 
£

--\ 丿6工 2 +8)2 9 
N

1 11
p
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第七章微分方程

考查要求

1 •了解微分方程及其阶、解、通解、初始条件和特解等概念•

2. 掌握变量可分离的微分方程及一阶线性微分方程的解法，会解齐次微分方程.

3. 会解伯努利方程和全微分方程，会用简单的变量代换解某些微分方程（数学二、三不要求）.

4. 会用降阶法解下列形式的微分方程:y^=fCx）,y，，= fCx,y，）和/ = 数学

三不要求）.

5. 理解线性微分方程解的性质及解的结构.

6. 掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法，并会解某些高于二阶的常系数齐次线性微 

分方程.

7. 会解自由项为多项式、指数函数、正弦函数余弦函数以及它们的和与积的二阶常系数非 

齐次线性微分方程.

&会解欧拉方程（数学二、三不要求）.

9.会用微分方程解决一些简单的应用问题.

第一节微分方程的基本概念

1. 微分方程——含导数或微分的方程称为微分方程，其一般形式为

2. 微分方程的阶数一一微分方程中所含的导数或微分的最高阶数称为微分方程的阶数.

3. 微分方程的解——使得微分方程成立的函数称为微分方程的解，不含任意常数的解称 

为微分方程的特解；若微分方程的解中所含的相互独立的任意常数的个数与微分方程的阶数 

相等，称此解为微分方程的通解.

【例】 设/"（工）为微分方程y" — y' — es,ar = 0的解，且=0,则于（工）在（ ）.

（A）j?0的某邻域内单调增加 （E）h°的某邻域内单调减少

（C）工。处取极小值 （D）h。处取极大值

【解】 因为/Xz）为微分方程y" — y' — eRltu_ — 0的解，所以f" ） — /z （jt ） = esinj^. 

因为f'aj =0,所以）=esinj° >0,由极值点判别法得攵=工o为/（工）的极小值点， 

应选（C）.

第二节一阶微分方程的种类及解法

一、可分离变量的微分方程

1.可分离变量的微分方程的定义

对一阶微分方程字=/& 9夕），若f （工,夕）=01 （工）爭2（夕），称字=/（工，夕）为可分离变量 
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的微分方程.

2.可分离变量的微分方程的解法

（1）分离变量；（2）两边积分.即

孚=_/'（工,夕）=>字=卩1 （工）爭2（夕）3 字-€= 0 （工）血，两边积分得［--y--- = \（px（JT ）dz +C. 
dr cLz （p2 ky） J 卩2（夕）J

【例1】 求字■ = 1+ x y2 + xy2的通解.
a j"

【解】 由字=1+工+ y2 + xy2 ,得字• = （】+久）（1+》2），分离变量得 

d_z d_z

―"兀=（1 +工）山，两边积分，得通解为arctany =z + -^-x2 + C（C为任意常数）.

1 +夕 么

【例2】求学=2工夕的通解.

【解】y =0显然是方程字=2xy的特解.

当夕H 0时9由学=2xy分离变量，得业=2jc dx，积分得In | y \ = t2 + Cx ,
d 乂 夕

c 2 C 2
解得 y =土e ，令士 e 1 =C,^\ y =CeT （C H 0）.

故方程—=2x dx的通解为y=Ce" （C为任意常数）.
$

二、齐次微分方程

1. 齐次微分方程的定义

设^- = f Cx，夕），若,y） =（p （―），称字■=_/'（# ,》）为齐次微分方程.

<±z \工 / dr

【注解】

所谓齐次微分方程即f^tx ,ty ） = f（x ,夕），称= /"（工，y）为齐次微分方程.
dz

2. 齐次微分方程的解法

令“=工，则半L = u+x学，代入原方程得u + x典=卩（“），于是有

x djr djr dz

【例】 求微分方程z竽—y + J x2 y2 (x > 0)满足jy(l) = 0的特解.

【解】x^=y + Jx2+y2两边同除以工，得岁=工+ /1 +(2)[
dr dr 工 \ \工 /

令u =2,则半£ =丿1+” ,分离变量得 —=立，积分得ln(“ +VTT7) =ln^ +
H 山 工 丿1 + / 工

InC 9 即％ + 丿1 + / = Cx .

由夕(1) = 0 得 C = 1,即 u + a/1 + w2 = jc .
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a/1 + W2 十& = Z , ] / ] \ 2 _

由(,----- r 1 得U = — (x----)，则特解为夕=^—1—.
Ml + w2 -U = —, 2 \ H / 2

三、一阶齐次线性微分方程

1. 一阶齐次线性微分方程的定义

形如字+ PQ)_y =0的方程称为一阶齐次线性微分方程.
ax

2. 一阶齐次线性微分方程的通解公式

-|p(工)dry =Ce i .

【例】 求微分方程卑—xy = 0的满足初始条件夕(0)=兀的解.
djr

•【解】 由字—xy = 0 ,得夕=。6 ' — Ce 2，由夕(0)=兀，得C=tt,于是3/ = rce 2 .

四、一阶非齐次线性微分方程

1. 一阶非齐次线性微分方程的定义

形如卑+卩(工)夕=QQ)的方程称为一阶非齐次线性微分方程.

2. —阶非齐次线性微分方程的通解公式
P f I P( j- )dr "1 — fP(x )dj-

y = J Q(jc )e dx + C e .

【例1】 求yf y tanjr = cosjc的通解.

【解】方程『+ j/tanjc = cosh的通解为

/ I taar dr \ — tartr dr
』=(cosh • e djr + C ) e = (jc + C)cosj?・

【例2] 求微分方程ydj: 一 Q — 4j/)dj/ =0(y〉0)的通解.

【解】 微分方程ydx 一(工一 4夕)djy =0化为学= ---—或学-- —= — 4，原方程的

dy y dy y
通解为 工=[](—4)e卜快dy +C]』卜知 =(-41nj/ +C)^.

五、伯努利方程(数学二、三不要求)

1.伯努利方程的定义

形如学' + P(%=Q(z)；y"("工0,1)的方程称为伯努利方程.

2 •伯努利方程的解法

令 N " ，代入原方程得
dz
d7 + (1—72)P(H)Z=(1 —”)Q(_Z),求解该一阶非齐次线性微

分方程即可.

【例】 求工2『+工夕=/满足初始条件夕(1)=1的特解.

【解】 方法一 方程x1 y' + xy = y2化为+ —j/ = ~^y2 »令；yT=z,
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则原方程化为

+ C + C

2工
7*

+ C）_z,由夕（1）= 1得C=£,故特解为_y
' / 1 + X

方法二 将方程工纽'+ xy =3^2化为=（—
dj? \工

即丄=

2 _ y_
X 

令2 = u，则原方程化为x半■ =/ — 2“，变量分离得pd"
X O.JC u

djr _p. / 1 1 \-2u=T或万丿 du =
u

2
三山，两边积分得In
x

----- - =lnj?2 + InC 9 即 
u

- ---- - =Cx S 由夕（1） = 1 得 C = 1, 
u

于是士工=工2 ,解得原方程的特解为3,=二^

U 1十工 2・

六、全微分方程(数学二、三不要求)

1. 全微分方程的定义

设 P(J7，夕)dz + Q(O- ,y)dy=O 满足学=学，则称 P Cx ,y)cLr + Q(h ,y)dy=O 为全微 
ox dy

分方程.

2. 全微分方程的解法

因为学=字，所以存在二元函数"(工，歹)，所以d“ =P(x,y)dx +Q(_z,_y)dy,其中 
ox c'y

况(D)= [ P(jc，3；)djr + Q(jc = | P {x + | QCj： ^y)dy ,于是原方程的

通解为 u (j: 9y) =C.
【例】 求微分方程(e° siny — jcy2 )dx + (er cosy — x2y + 1 )dj/ = 0 的通解.

QQ d V) 
【解】 方法一 令卩(力9歹)=于siny — xy2 9QQ , 3/ ) = eJ cosy —工J + 19因为 一=—djc dy

=cosy — 2xy 9所以该方程为全微分方程.

况(工 9》)= (e" siny 一 xy2 )dz + (e2 cosy ― x2y + l)dj/
J (0,0)

rx ry x2 y2
= Odjr + (er cosy — jt 2 3/ + 1) dj/ = siny------ ------b y 9

Jo Jo Z
2 2

故原方程的通解为e! siny — X + y =C.

方法二 (e‘ siny — xy2 )dz + (er cosy — x2y + l)dj/ = 0 化为 

e" siny dr + er cosy dy — (jcj/2 dj? -x2 y dy) + dy = 0 或 

d(e" siny ) 一 d(-^-x2 y2 ) + dy = 0 9 即 d(e° siny---- jc 2j/2 + y ) = 0 9

2 2

故原方程通解为eJ siny — " j + y =C・
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第三节可降阶的高阶微分方程 （数学三不要求）

一、 形如=/（x）的方程

解法：对方程夕⑺=2）进行“次不定积分即可求解.

二、 形如f（x,y\y^） =0的方程（缺y型）

解法：

⑴令夕'=岁=/>,则y" = ~r~'>原方程化为”攵,p,学■） = 0；

d_z Ax \ /

（2）解岀p =卩（工，（?1）,贝1］原方程通解为夕=］卩（z,Ci）（lz + C2.

三、 形如/（『，_/"〃）=0的方程（缺X型）

解法：

（1） 令 yf = P •> 则 y" = ^~ = P 学，原方程化为 fiy^p^p 学）=。；

（2） 解出p =（p（y ,CJ或一7■卑r =也，两边积分得［——= z + C2,进而求出原方

（P \ y 01） J 爭

程的通解.

【例】 求yy" = y，2满足初始条件y（0）=j/（0）=l的特解.

【解】 令y'=p,则= p字,代入原方程得yp ~r~ = P2 • 
ay ay

因为 p H 0,所以学 —p = 0,解得 p —C}e =Cly ,由 y（0）=j/（0） = 1 得 C{ =1.
dy y

再由字一y= 0 得 y =C2e = C 2 eJ ,由 y （0） = 1 得 C2 = 1,故 _y = e".

第四节高阶微分方程

一、高阶线性微分方程

（一）高阶线性微分方程的基本概念

l.n 阶齐次线性微分方程

称 j/"） + a 1 （工+ …+ a”_i （工）j/+ a”（乂）夕=0 （ 1）
为"阶齐次线性微分方程，其中ai（_z）,a2（H）,…，a”（H）为sc的函数.

l.n 阶非齐次线性微分方程

称 + a】（z +…+ a”_］（工）夕'+ a”（z ）夕=y（_x ） （2）

为n阶非齐次线性微分方程，其中ai（H）,a2（z）,・"，a”（z）为工的函数.
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若f（x ） =/］（J? ） +几（2 ）,则（2）可分解为如下两个方程：

y（n） + «i（j：）^（，，_1）+ •••+a„_i（J7）^/+<2„（rr）j/=/i（j7） （2. 1）

3^（n> + a ］ （j:）3^（，，_1）+ ••• an-1（j：）y，a n（jc）y = （2. 2）

（二） 高阶线性微分方程解的结构与性质

1. 设0（工），竿2（攵），…，？（工）为（1）的一组解，则怡1卩1（#）+怡2卩2（攵）----ks（ps（JC ）也

为方程（1）的解.

2. 若卩1 （工），爭2 （工）分别为（1）、（2）的两个解，则卩1 （jc ） +爭2 Q ）为（2）的一个解.

3. 若0（工），爭2（工）为（2）的两个解，则伞1 （工）—爭2（工）为⑴ 的解.

4. 若0（工），卩2（工）分别为（2. 1）及（2.2）的两个解，则0（工）+卩2（工）为（2）的解.

5. 若爭1（攵），爭2（工），…，？（z）为（2）的一组解，则怡10（Z ） +上2卩2（H ） +…+匕？ Q ）为 

（2）的解的充分必要条件是餌+匕+…+ ks = 1.

6. 若申］（攵），卩2（工），…，卩s（H）为（2）的一组解，则kxCpx{x ） +怡2爭2（2）+…+ ks（ps（X ）为 

（1）的解的充分必要条件是4 +紅+…+匕=0.

7. 设卩］（工），卩2（工），…，卩”（工）为（1）的"个线性无关解，则怡10 （° ） +紅卩2 &）+ •" + 

k„（p„（X ）为⑴ 的通解.

8. 若0（工），卩2（工），…，卩”（工）为（1）的n个线性无关解，爭o（h）为（2）的一个特解，贝U 

b\（P\G ） +怡2卩2（工）+…+怡”卩”（工）+卩0（工）为（2）的通解.

（三） 高阶常系数线性微分方程

1.二阶常系数齐次线性微分方程的解法

形如『 + P”+妙=0（其中P，q为常数）的方程称为二阶常系数齐次线性微分方程， 

其求解步骤如下：

（1） 求解方程y" + py' +qy=0的特征方程入‘+” + q=0；

（2） 根据特征方程根的不同分为如下三种情形 ：

① 当厶=/2 —鈎> 0时，两特征值为心H入2,则原方程的通解为夕=GeS +C2eA2J；

② 当厶=P* — 4q = 0时，特征方程有两个相等的实根A !=入2，则原方程的通解为

y =（Ci + C2 J：）eA 1J ;

③ 当△ =p2 — 4q v o时，特征方程有两个共辄虚根4,2 =a 士 “i,则原方程的通解为

y — e1 （Ci cos/?j? + C2 sinySjr ）.

【例1】 求yr，— yr — ^>y — 0的通解.

【解】 方程yf，— y' — — 0的特征方程为A2 —A — 6 =0,特征值为A j = —2 ,A2 =3,原

方程的通解为y =5严 +C2e3\

【例2】 求j/‘一 4j/+ 4y = 0的通解.

【解】 方程夕"一4“ + 4夕=0的特征方程为A 2 — 4A + 4 = 0,特征值为A j —X 2 = 2 ,原方 

程的通解为y =（G +C2^）e2j.

【例3】 求j/'一 2j/+ 2y = 0的通解.

【解】 方程y" — 2^z + 2j/ =0的特征方程为A 2 — 2A +2=0,特征值为A lj2 = 1 + i,原方 

程的通解为 y = e" （Ci cosh + C2sinjr ）.
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【注解】

超过二阶(一般为三、四阶)的高阶常系数齐次线性微分方程的求解一般也需要掌 

握，其求解方法类似于二阶常系数齐次线性微分方程.对yW + py" + qy +ry =0,其特 

征方程为A 3 + 2 + +r =0,根据特征值入i ,入2，入3的不同情形通解如下 ：

(1) A1,A2,A3 € R 且两两不等，则通解为 3/=6尹 +C2e2X +C3eiX i

(2) A19A2,A3 € R且 Aj =A2 工兀，则通解为 y =(Ci +C2x)e1X +C3J’；

(3) A j ,A 2 ,A 3 6 R 且 A 1 —X2 — A 3» 则通解为 y — + C2j： + C3^r2)eA1J ；

(4) 心 e R,入2,3=a 土谄(0HO),则通解为 y=C}e1X + eOJ (C2cos/?jt +C3sin^).

2.二阶常系数非齐次线性微分方程的特解

形如yf，+ py' +<7》==/'(攵)(其中p ,q为常数)的方程称为二阶常系数非齐次线性微分方 

程，根据/■&)的不同形式可将求特解方程分为如下两种情况 ：

(1) /(jc) =P”(工)占

情形一 若怡非特征值，令 y0 =(a0 +<2 l-r H-------anxn )占=Q(_z )e：女口 — 一2丿

=(z + 1)er，令 yo=(a_z+b)eJ ；

情形二 若怡与一个特征值相同，令；yo =x (a o+a" H-------<2”工")占=hQ(h )e".如：

y" — y' — 2夕=(工 + 1 )e2j，令= {ax + b) e2j = {ax2 + bx )e2j ;

情形三 若怡与两个特征值都相同，令％ =工2 (<20 +<^ H------- ccnxn )ekr =x2Q( .

如：y" — 4j/ + 4》=(2jt — 1)e2'1，令；y0 =x2 {ax + 6)e2j = (az3 + 肛？)e2j .

代入原方程整理后的式子为：Q〃+ (2怡+»0 +(疋+敷+q)Q=P”(_z),特别地，若怡 

与一个特征值相同，则Q〃+(2b +p)Q'=P”Q)；若怡与两个特征值相同，则Q〃 = P”Q).

(2) /(j- ) — e°'r [Pz (z )cos/lz + Ps (h )sin0_z]

令 7? = max{/ ,s }, 

情形一 若 a + i0 不是特征值，则令 _Yo (z)— e"" [Qf (工)cos0工 + Q；" (_z )sin^jc ]； 

情形二 若 a + 诃是特征值，则令 y0 (x )=工 e"" [Q：J (_z )cos0z + (z )sin0z ].

【注解】

假设特解的两个要点：

(1) 按右边形式假设，且正弦与余弦都需要，多项式以最高次为准；

(2) 若a +诃为特征值，则多乘一个工.

【例】 设y'r — 2y，+ 2_y =xeT cosjc，求该方程的特解形式.

【解】 由A2 -2A +2=0得特征值为入.2 =1 + 1,因为a =1,〃 = 1且a + i“ = l + i为特 

征值，所以该方程的特解形式为，o(z) =x eJ [(ax + b)cosx + {ex +t/)sin_z].

二、欧拉方程(数学二、三不要求)

1.欧拉方程的定义

形如xny{n} + a”_iz"Ty5T)-------axxy' +<20^ )的方程称为欧拉方程，其中a0 ,

a 1 ,…，a”_i为常数.
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2.欧拉方程的解法

令z = e，,贝!]有

xy' = Dy =坐,工纽"=D(D — l)y = ^-7-—学,••• ,xn y{n} = D(D — 1)…(D — “ + l)y, 
d/ dr d/

代入原方程可得高阶常系数线性微分方程.

重点题型讲解

题型一微分方程的基本概念与性质

【例1】 设夕=于(工)满足= — Ajc + o (△工)，且夕(0) = 2,求/(a?). 
1 +工

【解】由△，= Xy 2Aj~ + o ( Ajc ),得yr = j严二,即3/ — ~ y =0,其通解为
1+工 1 + jc 1十工

y = Ce ' 1+j2 = C -Jx2 + 1，再由 y(0) = 2,得 y = 2 J x2 + 1.

【例2】 设〃，刃是一阶非齐次线性微分方程y+卩(工)》=qq)的两个解，若常数 

入，〃使得小1 +阳2为夕'+卩(工)夕=Q(h)的解，而入％ — 〃歹2为y' + P(z)_y = 0的解， 

则( ).

(AM =*,“=* (EM =_*,〃= — *

9 1 2 2
(D)A=-,^=-

【解】根据线性微分方程解的结构与性质得r+=1,解得入=+，〃=+，应选(人). 

\A — [1 = 0, / /

【例3】 已知;y 1 = z--丿厂匚尹与y2 =x +丿1 +工?为方程夕'+ P(_z)_y=Q(z )的两

个解，求PQ),QQ).

【解】y 2 ~ y \ = 2 yi + a-2为方程j/ + P(H)jy= 0的解，代入得

" -+ P(JE ) • 2 丿1 + H 2 = 0 ,
+ 工'

解得卩(工)=—一；
1 + J7

又丁夕2 =工为方程『一 _£__》=Q(h)的解，代入解得
2 1 + Z

QST —门宁
1

1 +尹

题型二一阶微分方程的求解

【例1】 求微分方程+ (工一2y)(lz = 0的通解. 

【解】x = 0时,y =0,下面讨论工H0时：
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方法一 由 x dj/ + ( x — 2^)d:r =0,得嬰' = ----  或字-- ~y = 1，解得
dr x d＜z jc

y = P(― 1) d工 + c] e+}ii =0^+4

方法二 由工 dy + (z — 2y )dz = 0,得*"=2 1.
dj? x

令2 ~u，得x半—u — 1，变量分离得1 =归，两边积分得ln(" — 1) =lnjr + InC ,即 

x 0.x u — 1 x
"一 1 = Cx，故原方程通解为y = Cx2 + x.

【例2】 求微分方程工夕'+ = j; lnjr的满足初始条件》(1)=— 的特解.
9

【解】 将方程xy' + 2y =x\nx化为字+ Zy=lrkr,贝0原方程的通解为

y = (Jinx •+C)e"^ = (]z ?]阴吐 +C)• -^=ylnjr _ 寻 + S，

由夕⑴=—+得C=o,故满足初始条件的特解为y =专ln_T —彳.

【例3】求下列微分方程的通解：

(1) (jc + l)j/ 一 ny = (1 + jc )n+1 er sinjr ； (2)j/ + sinjy + x cosy + 工 =0.
【解】(l)z +1=0 时，工=—1 =0 ； j? + 1 HO 时 9(h +1)j/ —心=(1+工)z,+1 sinjr

化为孚---- y = (1 + jt )n eJ sinjr 9解得

y = (j( 1 + h )" e" sinj? • J 宀 clz + C) e，=(卜° sinjr dr + C)(«z +1)".

则原方程的通解为 ；y= (sinjr — cosh ) + C (jc+1)".

(2)由 yf + sinj/ + x cosy + x = 0 9 得 3/ + sinj/ + j? (1 + cosy ) = 0 或 3/ + 2sin —cos 专

dftan 寺)

+ 2jc cos2 斗=0 9 两边除以 2cos2 斗 sec2 斗•乎 + “11斗=—x 或--- ------- tan^- = —jc ,
Z Z z Z djr z djr Z

令况=tan弓■，原方程化为典+ u = —x 9解得

% = D (一 ) J dr + c] • e ' = [一 (jt 一 1 )er + Clle-^ 9 

原方程的通解为

tan -^- = Ce_r + 1 —无・

【例4) 微分方程J/’ 1 2的通解为___________・
一 J/

【解】 原方程化为＜=2工一b或学一2工=-3^2.
dy dp

解得工=]](一 _y2 )e'角，+(3卜，，=[J(—• y' )「＞'djy + c] e® ,故原方程的通解为

2 i
x =Ce幻+也十2——

2 2 4'
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【例 5】设 f(jc) = J /'(#)dr+ln2,则/'(□?)=__________ .

【解】 由 J。/(寺)dt =2] /■(#) d(*) =2『。y(t)d/,得/'(z ) =2『。y(/)d/+ ln2,两边 

求导得 f'O — 2/"(2)=0,解得 /(jr ) = Ce =Ce2x.
因为 /(0) =ln2,所以 C = ln2,于是 f d = ln2 • e2x.
【例6】 求微分方程xy' + y —x2y2\njc的通解.

【解】 方程 xy' + y y2\nx 化为+ —y = x lnj? • y2.
ax x

令u =y~x，则原方程化为半  —« = —x\nx，解得

d_z x
“ =[J (— x lnz ) e' * dj; + cl e = Cx + j; 2 (1 一 lnjr ),

故原方程通解为

—-=Cx + z $ (1 — Inj?).
y

题型三非特定类型微分方程或变换下微分方程的求解

【思路分析】

(1) 非特定类型即微分方程不属于任何一种特定类型的方程，求这类方程一般有 

两种思路：即经过恒等变形或变换化为特定类型微分方程，从而求出其解.

(2) 若给定一个微分方程，再给出一个自变量或函数的变换，求该微分方程的解 

时，先利用求导数或偏导数的规则求出微分方程变换后的形式，再求变换后微分方程的 

解，最后用原自变量和函数代替变换变量即得原方程的解.

【例1] 求微分方程学=—二厂的解.
cLz 十幻

【解】 方法一 将学=—^-化为字一工=2歹，解得通解为
clz 2十幻 dy 

jc =([2》• e' ®d_y+C)e ® —Cey 一2(夕 + 1).

方法二 令工+ 2夕=“，则学=£(尝一1)，代入原方程得* =匕兰，变量分离得 

dr Z 'dr / dr u

(1------ ) dzz = dz，积分得 u — 21n | u-\-2 \= x +C,故通解为夕 一In | z +2夕 +2 |= C.
\ "十Z丿

【例2] 求微分方程卑=—J 的通解.

dx (jc + yY

【解】 令工+y =“,则字=等—1’代入原方程得等一1=4,即半=上¥，变量分 

djc dx d<z u dx u

离得(1-------~~ ) dzz = dr 9 积分得 u — arctanzz = x + C，故通解为 y — arctan(j; + y ) = C・
\ 1 + u '

【例3】 设jc =x (y )可导口'(y)HO且满足方程py +(夕+ sinz ) (3— I =0.
dy \ &y /
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（1）将方程化为夕关于工的方程

（2）求满足初始条件』（0） =0,j/，（0）=—的特解夕（2 ）・

at i h2 7-【解】 ⑴由,（》）=字=鼻二,得学|=—
a.y y ^x） dy

Ly_
dy / dr

“J，代

d
j/'Q)

dy

入原方程整理得器-汁沁・

(2) — y —0的特征方程为A 2 — 1 = 0,特征值为A j = — 1,入2 = 1，则~ y = 0的通
qjc dx

解为 y=Cie^ +C2e\
12 ]

令一2 — y — sinx 的特解为 y0 Cjc ) =acosz + bsinz ,代入原方程得 a — 0,b —---- .
djr 2

y 1 3
2 y =sino-的通解为y =Ci e-1+C2eZ— sin# ,由 y (0) =0,3/(0)=百得 0=—1,

C? = 19 故』=一 e_T + ex----sinr ・

题型四可降阶的高阶微分方程求解（数学三不要求）

【例1] 求微分方程y" + 2_zj/2 =0满足初始条件夕（0） = l,j/（0） = —的特解.

【解】 令则『=字，原方程化为字+ 2工扩=o,因为力工0,所以变量分离

得-斧2如两边积分得*"+G.

由夕'（0） = —£,得Ci=—2,即学• = -y~—-，积分得y
2 djc jc —2,

=1得C2=l,原方程的满足初始条件的特解为了 =-A=ln 
2a/2

【例2】 求微分方程yy" + y'2 = y'的通解.

1 T — ./o'= ±ln -一斗 +C2,再由夕(0) 
2 72 h +V2 

匸芈+1.
x + 4^

【解】 由yy" + y，2 =：/得=dy ,解得学• ■土匸^,故原方程的通解为

y—CJnly+Ci | = jr + C2.
Qr2

【例3】求微分方程$" = ~~|  y"满足初始条件夕（0） = 0,3/（0）=1,j/'（0）=4的特解.
1 + z

【解】 令y=p.则有业，解得p=G（l+/）.
P 1十乂

因为『（0）= 4,所以 G = 4,即 j/'= 4（1 +z3）,积分得 y' = 4工 +d +C2,因为 j/（0） = 1,
5

所以 C2 =1,从而 j/=4z + j;4 + 1，再积分得 y = 2jc 2 + *~ + 攵 + C3.
5

由夕(0)= 0 得 C3=0,所求解为 y = 2jc2 + X. 
b
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题型五高阶线性微分方程求解

【例1】 具有特解y 1 = ，刃=2z，恥=3e*的三阶齐次线性微分方程是( ).

(A)y〃 一 y" — y' y + y" — y' — y =0
(C)y〃 一 6y〃 + llj/ — 6y=0 (D)y〃 一 2夕〃 一+ 2夕 =0
【解】 因为力="工力2 =2_zeF =3e^，所以三阶常系数齐次线性微分方程的三个特 

征值为入1 =入2= — 1，入3=1，对应的特征方程为(入+ 1)2(A - 1) =0,即入彳+疋一入一1=0, 
故原方程为y〃 + yf，~ yf ~~ y =0,应选(13).

【例2】 求微分方程y，f + -3y=e^的通解.

【解】 特征方程为A2+2A —3=0,特征值为小=—3,入2=1.
y" + 2yr — 3y = 0 的通解为 y = Cr e_3j + .

令y0 (x ) — ax e~3j，代入原方程得a =—，故原方程的通解为

C —3x | X 1 —3z
3/ = C] e 十"e x e .

【例3】 求微分方程y，f — 3y7 2y =x eJ的通解.

【解】 特征方程为A 2 — 3A +2 =0,特征值为A ! =1,入2 = 2,"' —3j/ + 2；y =0的通解为

y = Ci e" + C2 e2j.

令》0(工)=x (ax + = (aj?2 + ) eJ，代入原方程得a = —、b = — 1,故原方程的通

/ 2 \
解为 y=C^ +C2$ - (y+ ^)e\

【例4】 求微分方程y" + y —jc + cosh的通解.

【解】 特征方程为入2 + 1 =0,特征值为入.2 =±i,
y'r + y =0 的通解为 y =Cxcosx + C2sinjr .
令 yr，+ y (1)

y，~\~y= cosz (2)
显然⑴有特解》i(h)=工，令(2)的特解为％(工)=工(acosz + bsirtz )，代入原方程得 

a =0,6 = +，故原方程的通解为 y = G cosh + C2sinjr +z + —x sinrr.
u Li

【例5】 设二阶常系数线性微分方程y^ + ay^by^ce有一个特解夕=尹+(1+工)于， 

求a ,b,c及该方程的通解.

【解】 因为夕=/’+(1+工)于为方程的一个特解，所以为对应的齐次 

方程的两个解，且原方程有一特解％ =_re“，于是原方程的特征方程为F -3A +2=0,从而 

a = — 3,6 = 2,把y0 uge*代入原方程得c = — 1,即原方程为y" — 3y' + 2y = — e"，通解为 

y = C1 / + C 2 e’ + z e".
【例 6】 设/"(J；)连续且 f (工)=sinz — [ — t)dt,求/ (°).

J 0

「工 X —t = U 「0 Cx 「工
【解】 tfG — / )ck —— (j? —zz)/(u) (— dzz ) f(u)du — ”(况)d%,则

J 0 J x J。 J。
原方程化为/'(z) =sinz — x [ /(w )dw + [ u/(u )dw 9 两边求导得/'(工)=cosz — f f (u) du 9

J 0 Jo Jo 
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再求导得 f"O + /(j: ) = — sirtz .
f") + /(jr ) =0的特征方程为A 2 + 1 =0 ,特征值为入1』=±i,/'"(z ) + ) =0的通

解为 /(J： ) =C]COs«z + C2sinjc ・

令严(工)+于(工)=—sinj?的特解为％ (z ) =x (qcosh +bsimc ) 9代入原方程得a =^~9

6=0,故 )+/(无)=一 sinz 的通解为 /(jc ) = G cosh + C2 sinjc + —x cosh ・

由 /(0) = 0 ,/z (0) =1 得 Ci = 0,C2 = *，于是 f O = *(siiiz + x cosjc ).

【例7】 设于(乞)是以2兀为周期的二阶可微函数9且/(jr ) +/，(rc +k) =siruz 9求于(工)・ 

+ -^-(sinjc + cosh ).【解】由
fCx ) + 于‘(z + 兀)=sinj? 9 f 
r(.+.)+r(.)=-cc 得几J=c&+Qe

：OSJC 9

因为函数/（工）以2兀为周期，所以/&）=*（ sinjc + cosh ）・

______________________ o2 n2

【例 8】 设"=fCv) ,v = lnr ,r = Jr2 + j/2 +z2 满足"’" 32u』巧2「茲一占,且"（0）= 1,

/ (0) =0 9求 /(77).

【解】
—心)

3x
c2f 2

由对称性得—7 =//，（^） •

"“， 2

=f"5) • 3 十 _/■'(◎) • 
r

2 I 2 2x 十 n — y
4 ，r

2 I 2 2x + y — z
4 9r

dj： 2
2

牛+ /'(u) • 
r

2
鼻 + /'(u) • 
r

2 I 2 2y 十 N — X
4 r

x
r

则「4 + t-7 + 亍弓=gf"(u)+ gy'(Q).
OX dy dz r r
32 32 32 -I

由~_2 + ~_2 + =—得 /〃(u) + (v) = e~v 9通解为 /(u)=Ci+ C2e~v — ve~v
ox dy dz V

由于(0) =1/(0) =0 得 Cl =2,C2 =-l,故 /(v) =2 — (u + 1)亍.

题型六微分方程的应用

【例1】 在工0夕平面的第一象限内求一曲线，使由其上任一点P处的切线、工轴及线段 

OP所围成的三角形面积为常数S且曲线经过点（1,1）.
【解】 设所求曲线为y =/■&）,该曲线在PQ ,夕）点处的切线为Y —y =j/（X —工）.

1令Y = 0得X =「亍，则该切线品轴交点为 工-尹）,根据题意得㊁
2 =k，

d 7* ] 2& A或字一匕=—孚，解得=Cy+~.
dy 夕 夕 y
因为曲线经过点（1,1）,所以所求曲线为xy=^-k^y2 +k.
【例2] 在上半平面内求一条上凹的曲线，其上任意一点PQ,y）处的曲率等于此曲线 

在该点法线段PQ长的倒数（Q为法线与工轴的交点），且曲线在点（1,1）处的切线与工轴 

平行.

【解】 曲线y =/（工）在PQ ,夕）处的法线方程为Y —》=—£（X —工），令Y = o得
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X = h + yyr 9 则点 Q 的坐标为 Q(e + yyf 9O) 9 于是 | PQ | = J {x yyr — jc)2 + (0 — y)2 =

务一，由题意得一一r =, ，整理得xy〃 = 1十"2.
夕1 (1+“2)丁 皿+厂

令yr=P，则y=P学，原方程化为夕卫学=1 +，，分离变量得—J® =-dj；,两边

* 旳 1 + p2 3^
积分得 ln(l + ph = \ny2 + lnCj，即 1 + p2 =Cxy2 ,由 j/(l)= 0 得 0=1,于是 p2 =y2 — 1, 

或字=±丿夕？ _ 1，分离变量得 -- =±dz，两边积分得ln(j/ + 3/2 — 1 ) = ±z + C2 ,再
dx A.2 _ 1

由y(l) = 1得。2=干1,即ln(；y + (寸一 \ )=士工干1,解得夕=---- ----- .

【例3] 设物体A从点(0,1)出发，以速度讥常数)沿夕轴正向运动，物体£从点(一1,0) 
与A同时岀发，其速度为2s方向始终指向A,建立物体B运动轨迹所满足的微分方程及初 

始条件.

【解】 设/时刻物体B位于(工，夕)，则有字=上=，整理得工学=_y —1 —可，两 
dj? 一 x Ax

边对jc求导数得x ^-― + v半=0.
dx ax

因为加今=J】+借)笋所以善 俘)'弋入原方程得

0,初始条件为 y (— 1) = 0,j/(— 1) = 1.

【例4] 某飞机降落时，为减少滑行距离，在触地的瞬间飞机尾部张开减速伞增加阻力， 

现有一质量为9 000殳g的飞机，着陆时水平速度为700 km/h,减速伞张开后，飞机阻力与飞机 

速度成正比(比例系数为k=6X 106),从着陆点开始，飞机滑行的距离为多少？

【解】 从飞机着陆开始/时刻，飞机的速度为◎(/),滑行的距离为SCO,由牛顿第二定律

ZB du ,
侍m —=——kv.

dt

由字=奚•竽=◎尝,代入得dS =—牛氏，两边积分得S(t) = — + C.
d/ dS at d5 k k

277 777 777
由 S (0) = 0 9(0) = 700 得 C = 700 — 9 即 S(£) = ——v + 700 — 取 u = 0 得

k k k
TYl

S =700 — = 1. 05(km)，故飞机滑行的距离为1. 05 (km).
k

【例5】 一半球体的雪堆，其体积融化的速度与半球表面积S成正比例，比例系数为走＞0, 
设在融化过程中雪堆始终保持半球形状，设半径为r0的雪堆在开始融化3小时内融化其体积 

7
的£，问雪堆全部融化需要多少小时？ 

O

2兀厂3
【解】 在t时刻雪堆体积为VCt) =丁，侧面积为S(O =27rr2.

根据题意得学——kS，即27rr2 y- = — k 27tr2 ,解得r ―― kt + C,因为r (0) = r0 ,所以

C =r0 ,即 r =r kt.

• 163 ・



fb 全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义 ............................... .

因为V(3) =£v(0)，所以怡=-^-r0，从而r =ro----rot，令r = 0,得t = 6 ,即雪堆全部融
8 6 6

化需要6小时.

【例6】 某湖泊水量为V,每年排入湖泊内含污染物A的污水量为丫，流入湖泊内不含污 
0

染物A的水量为丫，流出湖泊的水量为设1999年湖泊中污染物A的含量为5加。，严重超过 
0 3

国家标准，为治理污染，从2000年起，限制排入湖中含污染物A的污水浓度不超过守，问需要

多少年时间，湖泊中污染物A的含量降到加。内？

277
【解】 设从2000年起第t年湖中污染物A的含量为m(O,浓度为

在［_t 31 + ］内9排入湖泊中污染物A为# —dz = ?
V o b

777 v TH
流出湖泊的污染物a含量为7Tdz=Td^

则亦=(字—专&，解得加=¥ _ Ce4 ,
\ 6 3 / /

9 m0
由加(0)=5加09得0=— 加09从而加=~^~(l + 9e 3 ) 9

令m=m。得t =61n3,即最多经过7年，湖中A的含量在加。以下.

题型七 欧拉方程求解(数学二、三不要求)

【例1】 求微分方程X2y，f + 4j7j// + 2jz = j?的通解.

【解】 令x = er ,则gj/ = Dy =篇，j: y = D(D — l)j/ = —竽，代入原方程得

兰2 + 3 业+ 2y=e‘ 
dr?十‘山十“ 6-

1 C C X
该方程的通解为y = C! e-/ + C2e_2/ + —ez，故原方程的通解为y =―- ~\ \ +百.

6 x JC o

【例2］ 求微分方程jc2yf + — 的通解.

【解】 令工=e ,则xyf =Dy =譽口 ■' = D(D — 1)» = —竽,代入原方程得

2^ + 2 字 一 3夕=e3'，通解为 y = C! e-3' + C2ez + ：^e3'・

dr & 12

从而原方程的通解为y +C2#十吉八
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第八章重积分

考查要求

1. 理解二重积分的概念，了解二重积分的性质，了解二重积分的中值定理.

2. 理解三重积分的概念，了解三重积分的性质（数学二、三不要求）.

3. 掌握二重积分的计算方法（直角坐标、极坐标）

4. 会计算三重积分（直角坐标、柱面坐标、球面坐标）（数学二、三不要求）.

5. 了解无界区域上较简单的反常二重积分并会计算（数学一、二不要求）.

6. 会用重积分求一些几何量与物理量（数学二、三不要求）.

第一节二重积分

一、二重积分的概念与基本性质

（一） 实际应用背景

1. 平面薄片的质量

设平面有限闭区域D的面密度为求其质量加的步骤如下： 

⑴将D划分成,△“2，…，△几;
n

（2） 任取（乞，0） 6 （7 = 1,2,…，“），则加 ~（5 ,久）△（?’ ；
t = 1

n

（3） 令入=max ｛入：｝,其中A ,表示小区域Act,的直径，则m = lim》q （W”.
入fO ：=]

2. 曲顶柱体的体积

设2 ：z = f（X , y） ^0,其中（工，夕）E D,求曲顶柱体的体积的步骤如下：

⑴将D划分成△<7i，△兀，…，△"” ；
n

（2） 任取（筑，0） G △c G = 1,2,…，九），则 V ~ 另 f （& ,”,）△「；
1 = 1

n

（3） 令入—max ｛入：｝,其中A ,表示小区域Act；的直径，则V — lim另f （“ , ） Act.
A-*0 ,=]

（二） 二重积分的概念

设函数fCx,y）在平面有界闭区域D上有界，

⑴将D划分成小区域AtTi ,△<72，…，加”；

（2） 任取（&,弘）e <72）,作和
i = l

n

（3） 令入=max｛Mi，△比，…,Ao-,,｝，若lim另/（^,，^,）Act,存在，称此极限为函数/（jc ,y） 
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在平面区域D上的二重积分，记为』yQ’jOdc.
D

【注解】

(1) 若f(x,y)在有限闭区域D上连续，则f(x,y )在0上一定可积，反之不成立.

(2) 设 D = {(jc ,y) | 0冬工=1,0 = 3； = 1},则

lim "tf oo ” f oo D
(h ,夕)dzdy.

(三)二重积分的性质

设函数fCx,y),g(x,y)在平面有界闭区域D上可积，则 

)]dzdy (夂，夕巾工与 土JJg(

D
x , y) dz dy.1. jj [f(J7，:y) 土 g(z

D D

2. ,y)d_zdy ,y}^x^y ,其中怡为常数.
D D

3. ,y)dzdy = JJy(_z ,y)dzd)‘jOflrdj/,其中 D= D} +O2 且D ,D2 没有交集.

d °】 d2

4. J]d工旳=A,A为区域D的面积.

D
5. 若在平面有界闭区域 D 上有 /'(■z,y)Wg(_z,y)，贝！jjJyQ ,y)dzdy wjJgQ ,jy)(izd;y ,特

D D
别地，若/•Cz,y),gCz*)在D上连续JQ』)WgCz』)且不恒等，则有 

A/(J： y) dx dy vjJgQ )dj? dj/ ・

D D
6.(二重积分中值定理)设D为平面有限闭区域』(工力)在D上连续,A表示区域D的

面积，贝9存在(W，耳)C D，使得』)dzdjy =/"(£ ,q)A.
D

证明 因为/(^ ,y )在。上连续，所以_/(#,》)在D上取到最小值m和最大值A4,因为

mA ,3/)dj?dj/ £ MA，所以加 W ，夕)dzdy M.
D D

由二元连续函数的介值定理，存在(e，7)6 D,使得,y)dzdy,故
D

)cLrdy =y(W ,乃)A.
D

LO t
【例】 设 D ：x2 y2 t2，求极限lim -yJJcos(jc 2y)djc dy.

'° D
【解】 由积分中值定理，存在(£,乃)6 D,使得

jj cos(rr + 2j/ )dj? dy = cos(g + 2“)• nt2 
D

于是！ cos(z + 2jz )dj? dy = tt limcos($ + 2“ ) =兀・
D

7 •二重积分对称性性质

(1)设D关于j;轴对称(即关于变量工对称)，其中位于丿轴右侧区域为D],则
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当 x ,y^ — — f(<x ,y)时 JJ/Xz )dz dy = 0 ；

D
当 f (— x ,y) = f(x ,3/)时,y)drdjy = 2JJfCx ,y)dxdy.

D D]

(2) 设D关于工轴对称(即关于变量y对称)，其中位于工轴上侧区域为Di，则 

当 , — y) = _ f (jc ,y)时 JJ/Xz ,夕)dz dy =0 ；

D
当 f^x , — y) = fix ,y)时)clz d;y = 2『fCx ,y )dz dy.

D D]

(3) 设D关于直线夕=工对称，贝iJJ/Xz，3；)dj? dj/ =『/"(》，z )dzdy.

D D
(4) 若区域 D 关于直线 y = —T 对称,liloJJ/Cj： )cLr dy =jj/(— y ,—工)dz dy.

D D

二、二重积分的计算方法

fG，夕）如 
卩]（工）

(一)直角坐标法

1. 若区域 D 表示为 D = { (j; ,j/) | a x y £卩2(工)}，则

JJ/Xh )dcr =J dx

D
2. 若区域 D 表示为 D={(j7,j/) | =C <p2(y) ,c y d },则

，(P2(y)

f (oc 9jy) djc ・
卩i(w

【例1】

【解】

JJ/Xh ,y)da =J dy

D
计算”砂也dy，其中D由y=H,H = 1及工轴围成.

D
方法一D = {(x ,y) | 0£工 £1,0£》£工},则 

山打旳=*

D = {(_z,y) |yW_z£l,0W；yWl},则
'1 ri
0夕旳I

jj jrj/djc dy = 
D 0

t3 dx =£・
0 o

方法二

jjjcj/dj： dj/ =
D

x djc
y

=*J/(l_b)dy =*(*_+)=#

【注解】

本题使用X型区域与Y型区域计算二重积分都可进行，且运算量相差不大.

【例2] 计算”0 + j/)djrdj/,其中D由工=y2与夕=工

D

z = 1,亠仗=4, 
汁-】，或由

【解】如图8-1,
"几得〔• 

y =z — 2, （.

方法一 令D] = {（工，y） | 0£攵W 1,—丿尸Wy W站"},

。2={（工，夕）I 1€工£4,乞一2£夕冬 },
图8-1

X
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则』

D

x + y ) dr dy = &
0 -77

(j; + j/ )dj/ + J dx ■77
(•z + 夕)dy

x-2

■1 3

0

「4 ] 9
dj? + jc (a/F — x +2) + 肓[工—(x —2)Udr = 9 乔・ 

J1 z 20
方法二 令 D = {(j： 9y) \ y2 x Wjy+2, — 1 =夕£2},贝 I」

一了3 + Yy2 +4夕 +2)dp =9 糅.
jc + 夕)dr djy =

D

=2

*2 b+2

(j? + 3/ )dj?=
y

【注解】

本题二重积分采用X型与Y型区域都可计算，但两者运算量相差大.

【例3】计算［旳| e『d_z.

【解】改变积分次序得

「dy「e，d_z
J 0 J y

1 „2

y

2
dr | dy =

o
‘1 2 1 2 

x 1 xx e dr = —e
o 2

1 _ e — 1 
o = 2

【注解】

±1 i 2

（1）定积分 /（x）d^中，若被积函数为eT ,sin —或cos —口2.士工，都是无法使用J a X X
牛顿-莱布尼茨公式计算的.

（2）本题显然后面的定积分无法计算出来，需要改变积分次序再计算，即本题只能 

通过X型区域计算，故在计算二重积分时，有时改变积分区域甚至积分法都是必需的.

'lor

/■(h ,y}<\y
0 ⑵M【例4] 改变积分次序：(l)J cLz

【解】(1)如图 8 - 2,由 D = {(jc ,y) | ey £_z £e,0W_yWl},

= 山.得J严
lar

/■(工，_y)dy
0 0

(2)如图 8 - 3,由 Di = {(z,，)

Ji-J
f (z )dz =

V 2-y2

f (j? )cLz.

.2

T2} jD = {(工9夕)I \ Wz工冬麗9 
rV2 r V2-12

J ] djrJo fix，』)dy・0 W夕W丿2 —工？ ｝，得［djy

（二）极坐标法

特征：（1）被积函数22中含*+夕2； （2）积分区域D的边界曲线含工2+）2.

.区域 D 表示为 D=｛（r,0） |aW0W/?,厂 1（0）€厂€厂2（&）｝，则 
y =rsind 9

变换:令

o(lz | f{x ,y)dy +
0

)dc =J d(9

D

‘2⑹

f （厂cos。9 厂sin0）厂d厂.
r（0）
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【例5] 计算1 +巧）de其中D：j：2+y2 < 2工・
D

【解】 因为区域D关于工轴对称，所以由二重积分的对称性得

令

+ xydy = x2 dr dy ・
D D

_z=rcos0,则 d = {G,&) |—弓 gr M2cos0},于是

y =rsind 9 L /
,n_ 

[cos60d0

5 3 1 k 57t
cos ^d^=8/6=8X — X — X — X —=—・ 

o o 4 Z Z 4

jj j;2 djr dy — 
D

*2cos^
r3 cos2^dr = 4

o ■~7 '

=8

三、二重积分的应用

（一）几何应用

1.平面区域的面积

设D为平面有限区域，则区域D的面积为人= jj dx dy. 
D

2.曲顶柱体的体积

设曲顶柱体）（鼻0）,其中（攵，夕）6 D,则曲顶柱体的体积为

V =JJ/(x 9y)dxdy.
D

3.空间曲面的面积

设空间曲面其中（工，夕）6 D,则有限曲面》的面积为

2

A 1 +
T

djr djy ・

（二）物理应用（数学二、数学三不要求） 

设平面薄片D的面密度为Q&,y）,则
1.质心坐标为

(工 9y ) dx dy
—— DX = -Tv：---------------------------------

』,y)djcdy
—— D
y =--------------------

jj^o (jc )cLr djy
DD

2.转动惯量

（2）D绕y轴的转动惯量为Iy =

（1）D绕工轴的转动惯量为匚=』：/p（D）d工旳・
D
jjj：2 p （jc njOdjrdjy ・

D

+ y2 ）p {jc y） dj： dy ・
D

（4）设M（"）为区域D上一点J为一条直线,M到直线Z的距离为〃，则D绕直线Z的

转动惯量为Ii 工，y）clzdy.
D

（3）D绕原点的转动惯量为Io =
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第二节三重积分 （数学二、三不要求）

―、三重积分的概念与基本性质

（—）实际冋题

设。为几何体，其体密度为求其质量加的过程如下：

（1） 将几何体d划分为；

（2） 任取（&,/,©） 6 △“，Ath, ~ pG ,% ） Av, （z = 1,2,…，”），则
n

m a ;
1 = 1 

n

（3） 设入=max｛＜7, ｝（其中d,为小区域的直径），则加=lim》q（& ,n, ,）△“.
A-**0 - _ j

（二）三重积分的定义

设。为几何体，三元函数f （j? ,y ,z）在区域C上有界，

（1）将几何体。划分为，△“ '…'△";

（2） 任取（&,%，：）w △“，作和 ,”；，〔，）△“ ；
1 = 1

n

（3） 设入=max｛〃：｝（其中必为小区域的直径），则若lirnA.f （& ,乃,，J ）△“存在，称
1冬；£” A-*0 ,=]

n

函数f （jc ,y ,z）在区域0上可积，极限lim丫/'（&,/,©.）△“的值称为函数fCx ,y,z）在区
—0 , = 1

域 0 上的三重积分，记为 /（x ,y ,z）dv ,即 JJ fix，夕，z）du = lim 另.f （&，久，：）△“.

n a £ = 1
（三）三重积分的性质

设f（x,y,z）,g（j：,y,z）在区域d上可积，贝Q

』[铝/"（工，）,2）+ k2g（.J： ,y ,z）^dv —kx 
n

山/"（工，_y ,z）dp +匕也

Q, C1

g （z ,y ,z）ds

2. J]Jdv-V（其中V为区域d的体积）.

n
3. （积分中值定理）设于（工，》，z）在有限闭区域。上连续，v是。的体积，则存在匕耳心 

g。，使得JJ/Xz,夕，z）du =y（w，y）v.

n
4. 奇偶性与对称性性质

（1）设。关于平面对称（即关于变量z对称），且⑵为。位于zOy平面上方的部分,

若 f （工，夕，一z） = — f （a ,y,z ）,则』J fCx >y ,z）dv =0； 
a

若 fQx ,y , — z） = f Q ,y,z），则 Jjj f G 
n

,y,z）dv =7，夕,z）ds
ni

（2）设。关于yOz平面对称（即关于变量工对称），且⑵为O位于yOz平面前侧的部分,
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若 f{— x ,y ,z^) = — f(x ,y ,z

若/'(— = y(H,y,z

）'则f〈工，夕,z）d© = 0 
n

），则 ，夕，z ） dp
n

=,z）ds

（3）设。关于zOz平面对称（即关于变量y对称），且Q为0位于hOz平面右侧的部分,

若/'(攵，~ y ,z) =/(^ ,y ,z

,z),则,j/ ,z)dv =0
a

)，则{[[•/'&，夕，z)du =2』

n n.

二、三重积分的计算方法

(一)直角坐标法

1.切片法

设。表示为 d = {(H,y,2：) |(2,夕)& D z ,c § z W ,如图 8 - 4,则 

/(j: ,jy ,z)d“ =| dz /(a:，z )d_z dy.

图8-5

【例1】 计算(/+ 2刊)du ,其中O为锥面z = Jx2 + y2与z =2所围成的几何体. 
n

【解】 由对称性得jj(z2 + 2xy)dv JJ^2

Q Q
令[2 = {(x ,y ,z) | (x ,y) WDn，0WzW2},其中 D z {Cj: ,y) |j72+j»2^z2},则

]J(P + 2 巧；)du = JJ/山=[：» 血『

n n

=| z2 • 7tz2 dz
J o 5

dv 9

dr djz
Dz

32tt

2 •铅直投影法

设Q表示为0=｛（工9夕92）I（D）G £）9卩1（工93/）£之£卩2（无9』）｝9如图8-5,则 
‘卩2（工Q〉

f G 9』9N）dN ・
<P\（Z Q）

【例2]

d_z djy
a d

计算+ y2 — xy +z)dv ,其中。为由z —V^ — jc2 — y2及xOy面围成的

n

，夕，=

几何体.

【解】 方法一 由对称性得 （J：2 y2 — xy + z）du (j;2 + y2 + z)du

z

0

n a
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令 0 = {(h,j/9N)|(D)G DHWzW \/ 4 — x2 — y2 } 9 其中 D ： j; 2 + j/2 4,

则原式=』山dy
D

(jc 2 + y2 + z )dz
0

D 
f2x

J 0

x2 + j/2)丿4 —工 2 — )2 + *(4 _ x 2 — y2) dwdy

厂2 丿4 —厂2 +*(4 — r2 ) dr

(4r — r3 )dr
0

•2

0

=2tc I r3 a/4 — r2 dr +
J 0

7T
J 0

=2tt 2 8sin3Z • 2cosZ • 2costck + 4k 
J 0

>_K_ 
sin3/ • (1 — sinS)ck+47t 

0
188tt

15 *

=64tt

方法二 由对称性得（jr2 + j/2 — xy + N）du (j:2 + y2 + n)du 9
Q f2

令 0 = {(工，夕，之)| (工9夕)€0，0£之£2}，其中 Dz ：x2 y2 ^4 —
rrr C2

则 JU (jc2 y2 + ^)dv = I dz IJ (x2 y2 z)dx dy = | dz

=2tt

0
Dz

-7-(4 — z2 )2 + (4 — z2 ) dz
_4 2

4 + 土列-2z2 + 2z----n3

■2k
do

0
(r2 + z)rdr

'2

n

2

0

1 188
0

（二）柱面坐标变换法

｛x =厂 COS^9
令丿』=^sim9,其中Q = ｛（厂，0山）| a W 0 W0,厂1 （0）《厂冬厂2（。）9卩1 （厂,0） W n £卩2（厂，0）｝ 9则 

|n = N ,

111 /（工，歹以巾卩= 
Q

【注解】

，2（。）

rdr
r（0） -

‘卩2(r,0)

(P\ (r ,0)
/(rcosO 9厂sinO 9n )c!n・

"d0

对|财（工，3/山）必旳血，如下两种情形常用柱面坐标变换:

a

（1） 若。的边界曲面表达式中含X2 +yz.
（2） 若被积函数fCT,y,z）中含川+声.

【例3】 求jjj dv ,其中。为由曲面= JX1 + y2 x1 — y2所围的立体.

n

z = E +：/， z曰 2 丄 2 1

•_ 、__________ 2_______2 2
【解】由

令 0 = {(工9』9北)|(2,丿)G D 9 J 芒 + 夕2 W n W — X1 — y2 }，其中 D -j:2 y2 W*，
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J I—，—/ PC 厂dz =JJ（^
D

则V —x2 — y2 — Jx1 + 夕2 ）djrdj/
a

0

令

D

=[d0 F厂（J\ _ d —厂）d厂=手（2— 42 ）.
Jo Jo 3

（三）球面坐标变换法

\jc = rosOsi呼 9
y = rsin<9sin^ 9其中a W 0 W 0北\ W爭厂i（卩，厂冬厂2（卩川儿则 

z = rcoscp 9

刖］:gj 于（工,3/ 9N）cLzdydN =
Q

【注解】

，2 （卩‘0）

f （厂cosOsin爭 9厂sinOsin。9厂cos。）厂？ sinpd厂・ 
r （卩,&）

对JJyQQQdHdj/dz,如下两种情形常用球面坐标变换:

n

（1） 若。的边界曲面表达式中含兴+夕2 +/.

（2） 若被积函数 f（x,y,z）中含 J?2 + 3^2 + z2.

【例 4】计算』］（匚2 + 夕2）du 9 其中 Q = {（x 9y 9z） I x2 + y2 + z2 ^0}.
Q

［jc = rosOsi呼彳
7C

y = rsin^si 呼 9（0 = 0£2兀9（）£ 爭 WgHW 厂 Wl）9
n =rcos（p,

f 2k

【解】令・

则』j ）血=

a

sin申• r2sin2^>dr
0 o

=2兀

>_K

sin（pd（p
0 -

三、三重积分的应用

（一）空间几何体的质心 

设。为空间几何体，其体密度为pCx,y,z）,则

业召?（h，夕，N）du
Q

山 ,y 9N）ck
— a
y =-------------------

jjj NQ（D ,N）du 
Q

,夕，N）du
n

p（H 9y 9z）dv
a

特别地，若体密度p（T9y9z）为常数时山 的形心坐标为

讪 Q（工，J； 9N）du 
n

H du 9 y = -Tvy----1-
Q

（二）空间几何体的转动惯量

设C为空间几何体，其体密度为P Q,y,z）,则

111血
Q

zdv.7 ydv，

z

N
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Ix = jjj(y2 + z2 )pCx ,y ,z)dv ,

Iz = + yz)p(x ,y ,z)dv ,』°=JJJ
n n

Iy = jjjCjcz + z? )q(j; ,z )du ,

Q

(* + y2 + z2}p{x ,y ,z)dv.

二重积分重点题型讲解

题型一 二重积分的概念与性质

【例1】求limSS
mfoo
n->oo z = l j = l

n
(m + z ) (n2 + j2)・

【解】 令。=｛（乂，夕）loWzWi'OWyWiA 则]
l + ±m

lim 2 S
第二眾:=1 j = l

n
Cm + z )(222 + j2)

1

=f(i + Ji + b严=£ TTlfo TT7 = Tln2

【例 2】 设 I] =jjcos a/j;2 + y2 dxdy ,1 z =JJcos(jt2 + j/2 )djrdj/,

D D

13 =JJcos(jc2 y2y <\x Ay ,其中 D = {(x ,y) |j72+j；2^l},in!|( ).

D

(A)!! < J2 < I3 (B)/! > I2> I3 (C)I2 <1. <I3 (D)I3 <1,<12

【解】 因为^2+^2 e [O,l]cz 0冷 且cost在0冷 上单调减少. 

又因为 J + J/2 $工2 + y2 $ (工2 + $2)2,

所以 cos JX2 y2 W cos(je2 + j/2 ) W cosCre2 + y2Y 且三个函数不恒等，

于是JJcos J yz dj? Ay V JJcos(d + y2)dj：dy V JJcosQ? + y' dzdy ,应选(A).

ODD
【例 3】 设 D — {(x , y) | r2 j;2 + j^2 R2 $0,夕 0} 连续且 f O > 0,

对任意的正数a"T + b疔％ =

£ /7x^y + /7XS0
【解】因为D关于3； =7对称，所以

J =『a〃(z) +5\//(》)曲=『a〃($)+6〃(鼻)凡丁

—屯 /TET + vWT —Q /TF + TTET °，
于是21 =『 还迈迈曲+『空匹m匹1曲 

d 丿/(工)+//(》) d VfCy) + 7/(^)
=(a + 6)jjd<r

D

7t(a + 6) (}?2 — r2 )
4
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故/ =5 从 j）,应填兀（Q +小（衣_『2）

8 8

2 F2_/
【例4】设。：川+丨£八（/ >0）,则］im

e cos(jc + 丿)ck

4 ... ................... ，/'F t —ln(l + /)

【解】 由二重积分的积分中值定理，存在(e，v)& D，使得

jje" _y cos (j? + 3/) dcr = 2 tcZ 2 • e* cos (g + “)， 

D 

t2 

又由 Z — ln(l + Z) ■，得

jjer p cos(j? + 3; )d(7
n ..2 2

lim-------------- t；_:— ------= 4rclime^ _v cos(g + 乃) =4托.
lo t — ln(l +1) Lo 1

【例5】 设D为平面有限闭区域J(D),g(D)在。上连续，且g( 

存在（£,少）6 D,使得Jj/X# ,夕）g（z ,y）dcr h/X&TpjjgO ,夕）茁.

D D

【证明】 因为f（x,y ）在。上连续，所以f^,y ）在0上取到最小值加 

,夕）$0,证明： 

和最大值M,因

为gQ^） $。9所以加』g（«Z 9夕）d（T
D

若g（H J ）三0,结论显然成立；

若g（z ,y） $ 0但不恒等于零，贝町jg（H ,y）dcx > 0,则
D

m £

”(工，夕)gQ，夕)de

-_pp---------------------<M,
llg(x ,j/)dcr
D

由介值定理，存在（£,少）6 D,使得/（£诃）

财（工T）g&，夕）cb 
D

，即

财(工 WgQ ,_y)dc =y(W，7p』g(_z ,y)dc.
D D

题型二改变积分次序

【思路分析】

改变积分次序一般有如下情形 ：

（1） 单纯改变积分次序.

（2） 积分次序不正确，导致二重积分无法计算，需要改变积分次序.

（3） 积分方法不正确，需要改变积分法.

（4） 变积分限的函数求导一般需要改变积分次序.
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【例1]
,1T ■V7 ,17

交换积分次序:r djz I )clz + | ； dy「/(z )dz.
0

【解】

y

如图8-6,改变积分次序得 

仏 '云
,17■ fy

★(D)d«z +j ] djJ f(jc
J才 y

T

【例2]

y

>兀

0 <

f （工，夕）如

图8-7

将
‘2

厂2cos0/（厂$cos20）d厂化为先y后的累次积分.
0

【解】 如图 8 - 7,令 Di={Q,_y) | 0£工£ 施,OWyWz},

D 2 = { & 9 夕)丨麗 M 乂冬 2,0M；yW J \ — x1 }，

则 讪 
o J

'2

r2 cos(9/(r2 cos20)d 厂
o

dx h/Xh? — jy $ )dy + 
J 0

【例3】计算/ =「旳
J 0

2 djc
42

'云 sinjr 
------dr.

【解】改变积分次序得

'云 sinj?

xf(.x2 — 2 ).

0
dj? &

0

sinjr
2 —= (1 —工)sinz(lz

0

sinzdz +
0

j?d(cosj： )=1 一 cosl + hcose
0 0

1

cosh dj?

—1 — sinl.

【例4】计算「dy
J 0

【解】 如图8-8,改变积分次序得

J 0

x2 e° djr.
y

y 0
a:2 ex dy = 

o 0

【例5]

x2 d( J72 ) =
o 2・

dz
0

i

o =亍

改变积分次序并计算f&r '4
sin 7^~dy + I dx

77 2y 2

*2 .兀z
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【解】 如图8-9,改变积分次序得

r d_z『 sin笋旳
J存 2夕"

7RZ

計+

鬥］sin 計dr =—彳］］》cos(h)七

托

/cost dt = — 8 $ td(sinZ)

8 .
=-----sinZ

A + A
7T2 7T3

【例6】计算
4

-JJr2 s i n(9 ^1 — r2cos2(9 d0d 厂，其中 D = ^(r ,(9) | 0三厂 £ sec0,0 W 0 W 于］•

分析：本题若采用极坐标变换化为累次积分，显然计算非常困难，其实二重积分的计算 

方法主要取决于积分区域的特点，本题的积分区域显然不便使用极坐标变换.

【解】 将积分区域改为直角坐标形式，为D = {Q,y) | 0W_z £1,0£》£工},则

jjr2 sin(9 ^/1 — r2 cos2(9 di9dr =JJ 厂'sin(9 — r2 cos 9 + r2sin2<9 d(9dr

D D

=卜 J \ — 乂2 + y 2 de = [ dj? I y J]—工2 + 夕 2 dy

=*j (LzJ (1 — x2 + j^2)2 d(l — x2 + j^2)

X = sint 1 1 ff
~ T _ Tjo

cos4Z dz =—
3

\_

i
7T

16-

【例7】 设/ (")为连续函数，令爭(/) =『dj/ [ /'(2)<1工，贝!]卩'(/) =___________ .
J 1 J y

分析：本题本质上是变积分限的函数求导数，正常情况是将「y(H)ch积出作为前面定
J y

积分的被积函数，因为 f(x)dx中含/，所以需要改变积分次序再求导.
J y

【解】改变积分次序，得

卩(/)=| dj/ I /(jr)djr =| djr | f(j：)dy =f (z — 1)/(工)dr ,
JlJy J 1 J 1 J 1

于是(p' (t) = (t — 1)/(?).

• 177 •



丹全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义

题型三二重积分的计算

【思路分析】

二重积分的计算一般有如下种类：

(1) 用直角坐标法、极坐标法计算的普通二重积分;

(2) 分段函数的二重积分；

(3) 广义二重积分.

情形一：普通二重积分的计算

【例1】 计算JJ /y' —巧dzdjy,其中D是由y =x = 0,_y = 1围成的区域.

D

【解】D = {Q,y) | 0£工€》，0£夕£1},贝9

【例2]
计算卜

D

£

+ | y Dd^-dj/,其中区域D由星形线工亍
2

+夕3 围成.

【解】 如图8-10,设星形线位于第一象限的区域为D|,由二重积分的

对称性和奇偶性得

D

+1 y | ) djr dj/ = 4jJ ydxdy =4
D]

0

又星形线在第一象限的参数方程为

x

jJ(jr +| y | ) dr dp

D

x =acos31 
y =asin3f

sin6£ • (— 3a cos21 • sinZ )dz

sin7Z • cos2zdz =6a3「sin7^
J o

(1 — sin2Z )dz

=6a3 X
/ 6 4 2 8 6 4 2 \(7XTXT_TX7XTXT) 32a3

105 '

【例3】 计算卜dzcly,其中区域D由L：('r = aG_SinZ)；(«>0,0<^27r)及工轴围成. 

£ ®=a(l —cos/)

【解】 设L的直角坐标形式为L：y =/(j?)(0 x £ 2-Ka ),
* C2rta p.
ydx dy = J chzj

■2na 1
f 2(^)djr =— 

o Z «

'2na
)y2^

2 兀 (2 3
a2 (1 一 cos/ )2 • a (1 — cosZ )d^ =—

o 2・

■2k
(1 — cost )3 ck

0

故

D
0

=0

了Q) 1

o
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=8a 3
re* 5 3 1 7t 5 osin6tck = 16a3 X — X — X — X — = —t^ci 3 

o 6 4 2 2 2

【例4] 计算

【解】令

t2 da ,其中区域D由厂= 2(1+ cos0)(O €0£兀)与极轴围成.
D

，(0冬0£ 兀 9OW 厂《2(1 + cos0)) 9 则
y =rsind

a- 2 dcr = d0
’2(l+co“)

厂3 cos2Odr

0 兀 r
=4 [ cos2 0(1 + cos0)4 d0 === 4

0 «

2 n sin21 • (1 一 4sinZ + 6 sin21 一 4 sin31 + sin41) ck

=8| 2 (sinS 十6sinS+sin%)d/= 8
J 0

• 2L

” six]21 • (1 — sint )4

=4

TC , 3 7T , 5 3 7T \4+6xTxT + TxTx7)
49

【例5]

【解】

求II (厶$ + 夕? + y)dxdy ,其中 D 由力？ + y2 = 4 与(j? + I)2 + y2 = 1 围成. 

D

由对称性9得jj( J工2 +歹2 +》)山d』=jj

D D
工2 + 丿2 £ 4, D2 ：(^ + l)2 + j/2 < 1,

则 / =JJ』芒 + y $ dj? dy = 
D

而』丿工2十夕2也曲=

D1

'2x

dd
0 -

』Jx1 +)2 dj? dy - 
D]

，2 2 1 16 兀
厂 dr =二-9 

o o

jj Jx2 + 3^2 djr dy ,
D2

JJ Jf +)2 dj? dy =
°2

,3k
2cos^ 8

0 r一三

,3n

:cos3Odd
~2

9 一 7C = t 8
I
16k

._K 
H cos3fck

于是』(VV + )2 + 3；)djrdj; =-|- — y-
D

16 ff° c*=¥

【例6】计算I =

【解】令

于是I =

„匸卷，其中D由工2
i J £ + A?

X =厂COS0 9

y =厂sinO 9
Ax dy

+ 1与広+夕围成.

则D = b，0) I 0££守，沁；沁严『£1}・

]
sinO + cos0

n 『町‘ 

D J工 + JY ° sinfl+costf

迈—屁
d0

si也+ 9

dr =

CSC

A9

_cot@ + 于)I：

令6：

D 0 0

0

0

J £ + y 2 dj； djy ,

0+9

= ---- a/2~ ln( 1 V2~).
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【例7】 设D：j：2+y2 <_z（y $0）,函数于（工，夕）在区域D上连续，且

f （工，y） = \/1 — x2 — y2 —JJf（u ,v）dudv , 
兀D

求

【解】 令JJ/（" dwell； =A，则/Xz Q）=\/l — x2 — y2 — A，等式两边在D上积分得

D
x2 一 y2 Axdy----Ajjdj?dy 9

D
而JJdM =*

D

7C 7T

I

” a/1 — x2 — y2 dxdy = 
D

cosG _________
0 r/^dr=- 2 (1 — sir?0)d0=+ /兀

7C 2
~2~~3

f(x,y) = -/1 — x2 — y2

【例8] 计算』

D
x — y)dxdy 其中 D = { (jc 9>y ) | («z — 1)? + (夕 一 1)' £ 2 $ 工}.

【解】方法一令
x — \ =rcos0, 兀"““571 / /贡

1=W,其怜 WyLG"'

jj (一 y ) dj?dy =JJ 一 1) 一 (y 
D D

T；刖

:sin
T

sin0d0 =—
o

'髭

厂(厂COS0 —
0

(cos0 — sin0)d0

-1) ] djr dj/

厂 sin0)d 厂=
2^/2 I«5n

1 T

3 JL
4

\ _ 4('t (0sini/ 3 J T
8 rf 8—sin0d03 Jo 3 ■

方法二 令

x 一 y ) dr dy =

TT 3 TT
其中兀 Y2®ne + c°s0),则

'2( sin0+cos0)

r2 (cosO 一 sin0)d厂

即Y

则

D

,n

7 do
0 <

2 t

—A ,于是A

兀 2
3k\7 — y

8
I

£ 
i

£ 
I

0

__8

X =厂COS0 9 
y =厂 sin0，

,3n 
;刖

,3n
:(cos0 — sin0 ) ( sinO + cosO ) 3 d(9 
T
,3tt

:(sin0 + cos0)"d(sin0 + cos0)
T

3kT=£(sin0 + cos。)4 I := 8
~3T

【例9] 计算”夕2(1(7,其中 D 由 x = — 2,j> = 2,j? = — Jly — y2 及工轴围成.

D
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【解】 如图8-11,令Di= {(工,夕)| —2 £工£0,0 £2},

I)2 = {(H，》)I — V2y — y2 < x < 0}, 
则』

D

| j/2da =

D2

山f :/曲=普
Jo o

D2

'2sin0

r3 sin'Oek =4
0 ，

n sir/0d0
~2

D

皿=11
D

而』

D

卜 2 de -

「0

=4

,0

$ 5存阳0=警

J o 8

【例 10】 设 /(x ,j/)二阶连续可偏导，且 —Q , f{x ,1) =0 ,3/ )dcr —a，计算
o

xyf"xy(H,))d(7,其中 D = { (jc ,j/) I OWjrMl’OWyWl}.

clz［ ydffx(jc ,
J 0

ri

【解】I = JJ ^yfxyjy）da:dy
D

由=〃：&，》）山 一 | /：（工，夕）曲=/：（«z,l） — | 丿：Q,y）dy 得

I =［工/： (h

由『xf^x (j: , 1 )dj? = I 91) = 0 得
J 0 J 0

•rd/ f'x (jc ,y}^y = — dy
J 0 Jo Ji

由］xdf(j：,y)= xf(jc,y) |J —
J(1

ri

J 0

,l)dz -J xdx I /：(1歹)旳9

J 0

/(j? 9j/)dz = —| f{x ^)dz /(j?)dr 9
0

故 / = | dy I /(jc 9夕)clz =』于(工,j/)cLzd;y =q .
D

0

1

0

1

0

1

0 0

X
0

0

工几（29夕）山=—
o -

1

dy I xdf(j： ,y),

1

0

0

【注解】
二重积分表达式中若含偏导数9 一般使用分部积分法.

情形二：利用对称性与奇偶性计算二重积分

【例1] 计算JJ（耳+詁）do,其中D :jc2 + y2 W 1.

D

【解】 因为D关于直线夕=工对称，

所以 uJJ& +話）曲=J& +討）曲，

D D

于是 2/ TRf? + 右）E+JJ& + 右）do

D D
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故/ =
D

2
+寺 ck=2

4 占+存
【例2] 计算』

D

【解】令6 =

1 -詐工曲，其中 D = { (jc ,j/) I jc2 + y2 £1口 > 0}.
1 +/ + j/

{(D)| x2 4- y2

%
0 «

【例3】设ys)连续，区域d由

-Ajc dj/ = 2

>0,j/ > 0}，由对称性得

T^+7d"d"

=2

Di '
1丄右卄=#ln2.
0 1 + r2 2

y —x^,x — — \,y =1 围成，计算

+ ”(工2 + J/2 )]dcr.
D

【解】 设y(")的原函数为F(“)，如图8-12, 
令 D = {(z,y) |—1=分冬1,攵3£》£1},则

+ yf^x2 + 夕$ )]dc
D 

J” 

=J J： (1 - x3) d:r + -|- 

一—2
5 2.

2 
因为^：F(^2 + 1)-F(^2+^6)]为奇函数，所以i=-4

b

djr [彳口 + yf(JC2 +j/2)]dj/

1 p凤
-1 .

3 /(X2 +j/2)d(j?2 +y

«z[F (j?2 + 1) 一 F ( jc2 + jc6)]cLz9

情形三：分段函数的二重积分

【例1】设D为広0夕平面,/(x)=
a , 0 £ 工 £ 1,
0, 其他，

计算— J：) dxdy.
D

a2 ? — 2WI9
.0, 其他，

如图 8-13,令 Do={(2 9jy) + 1},

【解】/■(工”(夕一工)=

IJl!j 11 /(j? )/(3/ —jOdzdy =a2j
D D。

，2 
工y 9
Q,

【例 2]设 /(rr ,y)=

dj? dy =a2

其他，

M 2乂・计算 ，》)do,其中 D :J?2 + y2
D

【解】如图8-14,

令 1)0={(29夕)| 1€工冬2, a/2j? — x2 y W 力} 9 则
it rr _ 「2

j：2 dx
1

\\f^x，夕)加=JJ
D D°

x2 yda = ydy
图 8-14
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【例3】 计算jpry 口+工？ +j/2]dj?dj/ ,[1 + x2 +》2]表示不超过[1 +工2 +^2]的最大整 

D

数，其中 D = {(x ,y) | x2 + ；/ W 施口 $ 0N 0}.
【解】 令 Di = {(工，夕)| 0 jt2 + j/2 V 1 ,x $0,夕 $0},

D2 — { (j: ,y) | l^a'2+^2^ 麗，工 d 0，夕 $ 0},则

jjzy [] + x2 + /[山曲 

D

xy dr dy + 2
Di

jpryclr dj

=「d0 [ r3 sin0cos0d厂 + 2
Jo Jo -

7 rvr
d0 厂 3sin0cos0d 厂

00

Ifo siMd(siM) + |f； siMd(sine)=} + |=f.

情形四：无界区域的二重积分(数学一、二不要求)

(*+°° 2

【例1】计算 亍dr.
J 0

【解】 令Di = {(工，夕)I X1 + j/2 £疋，工$0,)0},
D2 = {(j? ,j/) | OWhWR’OWjvWR},

D3 = {(_z,y) I x2 W 2R" ,x N 0，y 0}, 
因为 D1UD2UD3,所以 JJ e 一宀,da < J e-j2_/ d<r < J e _亠『de ,

D] D2 D3

而JJe jV dcr =J2 刖「"川 dr = j(l - e* ), 

Di ° °

]J e 4/ da =J2 d0『rL dr - j(l -『以),

d3 ° °

于是-(l-e~R2) < ( |\一，山)2 £手(1一「刘)，令R f+00,由夹逼定理得 
4 ' J o / 4

【例 2] 计算jjmax{z ^y}e~x2~y2 cLzdjn 其中 D = { (jc ,3/) | x 0^y $0}・

D

【解】令Di = {(工，夕)I 0W«z <+ °°9()W y W w },
D2 = { (j? ) I V+ 00} 9 则

『

djr dy +
D 2

dj? dy

r+°° 2
d0 r2 cos9e~r dr +

J 0 II c 乙.
r2 sini9e_r dr

=V2 pr2e_r2dr 厂?=二施「te'
J 0 Jo
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题型四二重积分的综合问题

【例 1】 设/ （工）在［0,a］上连续，证明：［［ /'（y）dy=£［J /（j? ）dj-

【证明】令FQ）= 则
J 0

/(jc)dj： J f(y)dy = | 于(工)[F(q) — F(工)]d«z

=F ( a ) / (jr) djr —
J o

=护(。)=*打⑺也

FQ)dFQ)
0

【例2］ 设fdx）在匕，刃上连续，且/&）〉0,证明X 'b 1
—dr 三(6 — a )1 

a f l工)

【证明】 令 D = {(j?,jz) \a^jj^b,a^y^b}. 
]

f3一
，显然(p(x ,y) £ 0.

于是［dr 'b
2 — 
.f(y) f

:忐旳+1

“ 1
fT^

门 ] ?

—■— dx 上(6 — a)2. 
J &)

/(jc )dj?

因为[/(J?)dj?

所以

'b 1

f /(j? )djr

% ]

« f O
I f(y)dy =

djr J f Cy)dy 2(6 — a )S

'b Cb
/(j? )djr —~~~ dj?

a J a J (. 3C )

【例3】 设/（w ）连续可导，/*（0）=0且lim
f (oc — f )ck

------------------ =2,
-*o x — ln( 1 + jc )

JJ/(y^r2 + y2 )dcr 

求 lim °
0

，其中 D：工 2+y2 W/2.

【解】由 f(jc — t)dt = 
J 0

一 Z )dz
-_] o 丄、=2 lim•rf 0 x — ln( L JC ) Hf 0

于是/(0) =2.

*o

/(u ) (― du )= f(u)du 一 ln( 1 + jc )o

2 = lim
o/(M)dM f(^) /(^)-f(0)
------ -------=lim-------- = lim--------------------

X l0 X 工一＞0

lim
/f 0 1 - e_?

=lim
ff 0

d(9 r/ (r) dr o “、Jo 2tc .. tf(t)
2 hm 2t 3 r-»0

1 -

2

0

0

2

f O f 3 dy W 0 9 即

1

2

p得

[J/■(丿兴+ $2)曲

D

‘2兀

=令量牛竺=升（。）=年

X

0
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题型五 二重积分的应用(数学二、三不要求)

【例1] 半径为R的球面艺中心在定球面工2十夕2 +/ =a2(a >0) ±,问R为何值时, 

X在定球面内的面积最大？

令 A'(R) =2兀
=0,则R =乎.

时,A'(R) >0,当R 时,A'(R) V0,所以当尺=琴时，动球在
O O

因为当R e (o,y

定球内的面积最大.

【例2] 高度为A(n(其中r为时间)的雪堆在融化过程中其侧面满足z =h⑺- 
2(工2 +夕2),已知体积减小的速度与侧面面积所成比例系数为0.9,问高度为130的雪堆全部

A(Z)
融化需要多少时间？

【解】 设雪堆的体积为V&),侧面积为S(t),则

•z'+y? W*[人2 (/)—Zi(/)z]

'h(t) 兀

[_h2 (t) 一 = —A3(£ )，
o 4

V(i)=
、h(t) rp 

dz dr djy =

D

dr djy

士 3z

7t
I

总曙一瑟彳"J1+ 3z 
dx

2

+
Q= /1 +

da= I J 

井2(门

1 + ^5dr = ltKV(<)'

由芳= _0.9S，得-語，解得e=c。-拾

于是S( 1 +

'2k

d0
0 -

dz 
djc

2
+ 1 +

16(无 2 + 夕 2)]
----------- :----------------dcr 

h2 Ct)

,A(f)

0
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13
由h （0） = 130得Co =130,于是A） = 130 — —Z 9令人（上）=0得t = 100,即雪堆全部融 

化需要100小时.

三重积分重点题型讲解

题型一三重积分的计算

【例1】 求I =』（工2 +夕2）吐曲血，其中O是由L ： [y2^Z，绕z轴旋转一周所得旋转 

n 工

体介于N = 2与N = 8之间的几何体.

【解】L：K =力，绕z轴旋转一周的旋转曲面为》：2=£（工2十2）,
L =0 2

则 0 = {（H,y,z） | （攵，夕）G D z ,2, z 8},其中 D z ：jc2 + 

rs rr f8 C2n r 皿 rs
于是/= dz （J：? +夕2）山旳= dz Ad r3 dr = 2?t z2 dz = 336n ・

J 2 JJ J 2 Jo Jo J 2
Dz

【例2】 计算『[ © —血,其中。由z = -Jx2 A- y2与z = 2围成.
JJJ / 2 I F

【解】方法一：铅直投影法

设 0 = {(工9夕9之)| (工9夕)G D 9 J 壬 +Wn 2},其中 D : jc2 + y2 £4,

rdr = 2tc I (e2 一 er )dr = 27t(e2 + 1). 
J o

方法二：切片法

设 0 = {(2,;y，N)| (eq) G D. ,0 z 2},其中 Dz zx2 y2 z2 9

dz

dr dy

V^2 + y2

dr = 2tt f zez dz = 27r(e2 + 1). 
J o

【例3】[[(川+亍+北分血，其中V： 1 jc2 + j^2 + / £4,n 3 J £ + y1・

v
[x =厂cosOsi呼 9

【解】令丿夕=厂sinOsi呼9其中0冬0€2兀90冬卩£[91£厂£29
[n = rcoscp 9

则 (工? + y2 + z2)dv =
v

f4 d(p f r4 sin^pdr
o Jo J 1

62k
~5~

【例4】 设/ (况)可微9且/(0) =0,求lim
i-*0 Tit JJJ 

Q

f (a/jc2 y2 + 2：2 )djrdj;dz ,其中 12 ： j?2 +
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2 I 2 / #2y 十n W t・

{x —厂cosOsin。9
【解】令丿；V =厂sinOsin。9其中= 2兀卫冬卩冬兀卫冬厂冬门则 

[n = rcos(p 9

=J d(p^ 于(厂)厂2sin^d厂=4兀丨 /(r)r2dr ,f ( Jx2 + y2 + z2 )du
Q

0 0 0

则 lim — LO nt
n

f (J £ + P $ + /)du = 4 lim 
z—0

/(r )r2dr
o

71

lim 竺=加7°)=八0).
?-*o 3 L o

题型二三重积分的应用

2 +j/2及z =1围成的均匀几何体0的质心坐标. 

【解】 如图8-16,设质心坐标为M(x ,y,z),由对称性得z=》=0, 
则 M(0,0,?).

方法一：铅直投影法

令 0 = {(工，)，乂)| (jt ,y) € D ,x2 y2 z 1}, 
其中 D：^2+j,2<1.

「(T rr pi
2+© =

【例】求由 N = X

则』J d"=』山的

Q D

Q

jc2 — j/2)djr dj/
D

「2 兀 fl jr

= dd r(l — r2)dr ,
Jo Jo Z

n ，严血=级［1_
D

dd f r(l 一 r4 )dr —
J o 3

0

z dv =JJ dj? dy
D

1
Pjo

(J?2 + y2 严］dzdy

'2n

于是质心坐标为M(0,0，m).

方法二：切片法 

令 Q = {(工，y ,z

图 8-16

)| (工，夕)G D. ,0 z 1},其中 D z ：x2 y2 z ,

du =］ d^jjdjc dy —

n dz

JJzdu =J NdzjJdxdj/= tv 

n

故质心坐标为M^090, — .

则 7T

0 ””
D.
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第九章级数 （数学二不要求）

1. 理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，掌握级数的基本性质及收敛的必要 

条件.

2. 掌握几何级数与p级数的收敛与发散的条件.

3. 掌握正项级数收敛性的比较判别法、比值判别法、根值判别法，会用积分判别法.

4. 掌握交错级数的莱布尼茨判别法.

5. 了解任意项级数绝对收敛与条件收敛的概念以及绝对收敛与收敛的关系.

6. 了解函数项级数的收敛域及和函数的概念.

7. 理解幕级数收敛半径的概念，并掌握無级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法.

& 了解幕级数在其收敛区间内的基本性质（和函数的连续性、逐项求导和逐项积分），会求 

一些幕级数在收敛区间内的和函数，并会由此求出某些数项级数的和.

9. 了解函数展开为泰勒级数的充分必要条件（数学三不要求）.

10. 掌握e" ,sinz ,cosh , ln（ 1 +工）及（1 ）°的麦克劳林（Maclaurin）展开式，会用它们将

一些简单函数间接展开为黑级数.

11. 了解傅里叶级数的概念和狄利克雷收敛定理，会将定义在［―/, □上的函数展开为傅 

里叶级数，会将定义在［0,门上的函数展开为正弦级数与余弦级数，会写出傅里叶级数的和函 

数的表达式（数学三不要求）.

第一节常数项级数

一、常数项级数的基本概念

1. 常数项级数——设S”｝为常数列，称工a”为常数项级数.
72 = 1

2. 常数项级数的收敛与发散——称S” =— +a2 +…+a”为级数的部分和，若
n = 1

OO OO OO

limS”存在，称级数工a”收敛，令limS„ =S，称级数工a”收敛于S ,记为工a” =S ;若limS”
”〜00 ” = 1 n = l h = 1

不存在，称级数Ys发散.
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【注解】
co OO co

虽然S”与 »”不同，但limSn与 »”是相同的，故若limS„存在，即存在, 
» = 1 ” = 1 "-8 ”=1

OO

称为收敛；若limS”不存在，则也不存在，称为发散.
L8 ” = i

【例1] 判断级数Y -—点厂=77的敛散性・

【解】s”二+点十…+ 1

因为 limS”=lim£（l 】
“―>00 «—Z \

【例2】判断级数丫
“=]

丄
（2“ 一 1）（2“ + 1） ?

OO -

）=㊁，所以 g（2“ 一 1）（2” + 1）收敛•

1 2“ + 1

2n + 1
2 彩的敛散性.

2 2 2
【解]S”=m十尹 —=2 X = 1_F1 —丄

3

:£收敛.因为limS” = lim （1 —召）=1,所以丈
L8 L8' 3 ! ”=]

二、常数项级数的基本性质

性质1 设工 "” =A , 另5 = B ,则另（"” 土 ◎”）=》“” 士 工=A ± B.
” =1 n = 1 n = 1 n = 1 n = \

【注解】
OO 8 OO

（1） 若级数与级数另b” 一个收敛一个发散，则 刀（a” 士 b”） 一定发散.
n = 1 n»1 n == 1

OO OO co

（2） 若级数与级数》>”两个都发散，则工（a” 士鸽）不一定发散.

如：工（一1）"与工（一 1）"T都发散，但工[（一 1）" + （- 1）"T]收敛于0.
»= 1 ” = 1 n = 1

OO OO 8 8

性质2 工"” =S，则=kS，特别地，若怡H 0,则y^bu”与工"”有相同的敛散性. 
n = 1 n = \ n = \ n = \

性质3 级数增加、减少、改变有限项不改变级数的敛散性.

【注解】
若级数收敛，则增加、减少、改变级数的有限项时，虽然不改变级数的敛散性，但可 

能改变级数的和.

性质4 若一个级数收敛，则任意添加括号后的级数也收敛，反之，若添加括号后的级数 

收敛，则原级数不一定收敛（即添加括号提高级数的收敛性）.

例如：级数^2（— 1）"发散，但（一1 +1）+ （一 1 +1）+…收敛.
71 = 1
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性质5（级数收敛的必要条件） 若级数》a”收敛，贝Ijlirna” =0；反之，若lima” =0,则级
” =] ”―*8

数工a”不一定收敛.
n = 1

证明 令Sn =<2i + a2 + ••- + ，因为级数工a”收敛，所以limS”存在，令limS„ = S.
” =1 ” fg

因为 an =S” 一 S”_i，所以lima” = limS” — limS”_i =S — S -0.
f] —► OO 77 —► OO “一>00

若lima” =C）9则级数不一定收敛.
” f°° ” = i

例如：级数工 丄，虽然lim丄=0,但调和级数三 丄发散.

” =1 n — n ” = i n

三、两个重要的级数

1. p级数

（1） p级数的定义

形如Y W的级数称为P级数，当时，级数另 丄称为调和级数. 

” =1 兀 n = \ 71

【注解】
8 [
U —-不是。级数.
如n ”

（2） p级数的敛散性判断

① 当p < 1时"级数发散，特别地，调和级数工 丄发散；

” =i n
② 当p > 1时,/级数收敛.

2. 几何级数

（1）几何级数的定义

形如为aq" （a HO）称为几何级数.
n = 1

（2）几何级数的敛散性判断

① 当丨q丨$1时，几何级数发散；

② 当丨q丨V 1时，几何级数收敛，且其和为S
首项

1 —公比•

【例1]
求斗2（f）"T的和.

【解】
显然丈2（扌）"'为几何级数且收敛，所以丈2（彳）"

【例2] 设丨X | V 1 ,求工工加.
n = 1

【解】 工工"=工（工彳）"为几何级数，因为攵$ V 1,所以工
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四、正项级数及其敛散性判断

(一)正项级数的概念
设丫>”为常数项级数，若对所有的"有a” $0,称工a”为正项级数.

“ =1 n = 1

【注解】
正项级数的最大特点就是部分和数列｛S”｝单调增加，正项级数分为两种情形：

OO

(1) ｛Sn｝无上界，则limS” = + oo,此时正项级数工s 发散.
”f°° n = l

oo

(2) 存在M>0,使得S” MM,则limS„存在，此时正项级数收敛.
”一» 8

(二)正项级数审敛法
设工a”与工b”为正项级数，正项级数敛散判别法如下:

n = 1 n = \

判别法 内容

比较审敛法

基本形式

(1) 若a„ < bn且刀b”收敛，则£a”收敛.

(2) 若a” $6”且 发散，则 发散.

极限形式 设lim = Z(0 < / <+°°),则级数工5与敛散性相同.

推论

(1) 设lim J = °，且»收敛，则 Y 收敛.

(2) 若lim J = +°°,且〉2九发散9则工a”发散.

”f°° 叽 n = l ” = 1

比值审敛法

设lim ，l+1 = p，则当p< 1时，级数工a ”收敛； 
a” ” = i

当p > 1时，级数£a”发散.

” =1

根值审敛法

设lim = q,则当p < 1时，级数工an收敛；

”=1

当p > 1时，级数发散.
” =1

积分审敛法(了解) 设｛a”｝ 1，令Q” = f d、则Q”与］ / （J；） djr敛散性相同. 

” =1 1

【例1】 判断级数»n召的敛散性.
n = l /

7T TT
【解】 因为当攵$0时，sirur W工，所以0 £ sin亦W亦.
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8 OO

又因为Y 收敛,所以由正项级数比较审敛法得级数》＞in霜收敛•
n = 1 “ = 1/

OO 8 OO

【例2】 设a,Wb二c”且级数工a”与工c”收敛，证明级数收敛.
n = 1 n = 1 n = 1

【证明】 由 a”W〃”£c” 得 0 £ b” 一 a” £ c” 一 a”.
OO OO OO

因为级数工s与》C”收敛，所以级数Y（c” 一a”）收敛，由正项级数的比较审敛法,

»九一a”）收敛，因为九=（九一a”）+a”，由常数项级数的基本性质得 »”收敛.
n = 1 n = \

【例3】 设正项级数工＞”收敛，证明工山收敛.
n = 1 m = 1

oo

【证明】 由＞a”收敛得lima” = 0,取晞=1,因为lima” = 0,所以由数列极限的定义，存
”一＞oo n-*°°

在 N ＞ 0,当"＞ N 时，| a” 一 0 |＜ 1,即 0《a” V 1,于是 0 £a” V 1.
OO OO oo oo

由工a”收敛得S S收敛，再由正项级数比较审敛法得S a：收敛，于是工时收敛.
n = \ h = N+1 h = N+1 n = 1

【例4] 判断级数工丄的敛散性.

数三丁发散•

【例5】 判断级数》^---- ln（l 的敛散性.

【解】 因为当工＞0时，ln（l+_z） V工，所以工f--ln（l +丄）]为正项级数.

------lnfl------)］收敛.而工A收敛，于是由比较审敛法的极限形式得工

nn I

【例6] 判断级数工仝亠的敛散性.

00 nn I
所以由比值审敛法得级数工 仝亠 收敛.

【例7] 判断级数工（十万）"的敛散性.
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n
'77 + 1

【解】 因为lim = lim

8 n 2

所以由根值审敛法得级数丫 （池+ ］） 收敛.

【注解】
判断正项级数敛散性的一般思路如下：

（1） 是否满足级数收敛的必要条件，若不满足则级数发散.

（2） 若级数一般项是数列相邻两项之差，则一般使用定义法.

（3） 对一般项满足一定的条件但不具体的正项级数，一般使用级数敛散性的性质 

及判别法判断.

（4） 对一般项具体的正项级数，一般采用具体的审敛法判断.若一般项含阶乘，则 

一般使用比值审敛法；若一般项含"次舉，则一般使用根值审敛法；若一般项含对数，则 

一般使用积分审敛法；其余情形则一般使用比较审敛法.

五、交错级数及其审敛法

（一） 交错级数的概念
称》（一1）宀“”或》（—1）"“”为交错级数，其中"” >05=1,2,…）.

n = 1 n = 1

（二） 交错级数的莱布尼茨审敛法
定理4（莱布尼茨审敛法） 设工（一为交错级数，若（1）｛“”｝二1单调减少;

n = l

（2） limM„ =0,则级数丫（一 收敛，且其和不超过u
n = l

1・

【注解】
（1） 交错级数的两个条件是交错级数收敛的充分条件，不一定必要.

（2） limu„=0也是交错级数收敛的必要条件.但｛“”｝不单调递减，则交错级数可能 

收敛也可能发散.例如：

丄 +（-l）n_1sin —
n n

OO

对工(一 I)""1 

n = 1

单调递减且lim% j
n-*°°

而工
n = 1

DO

收敛、另sin

=0.

—+ (-l)n_1sin — 
n n

收敛、工sin —发散，故工(一 1)”t
”=i n ”=i

] 1
，显然 —+ (-l)n~1sin —>0,但｛心｝不 

n n

= 乂丄且级数£匕以

”=i " ”=i n ”=i n

—+ (-l)n_1sin —
n n 发散.

n

【例1】 判断级数工的敛散性，若收敛，是绝对收敛还是条件收敛？ 
” =］n — Inn

8 （ — 1 \ «-1
【解］显然工~~-

” =1

为交错级数.
n 一 In”

• 193 •



冷全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义

调减少，于是数列

-(l-1)

-------- <0(工> 1),所以/(jr)在［1,十*)上单 
(jr 一 lnz)

单调减少，又因为lim— =0,所以工 收敛.
”-co n — Inn ”=】n 一 Inn

一 °°\ (- IL

令 y（z）=—\—,因为 f' （j?）
x 一 Inz

n 一 inn 丿
OO X

因为一—— 土且工 土发散，所以Y : 条件收敛. 
n—Inn n ” n n = x n — Inn

【例2】 设工s收敛，问》>7是否收敛？ 
n = 1 n = 1

【解】不一定.

如：对级数工
n = l

(-1)
,因为 单调减少，且lim8

(-1)
\fn

收敛,

而工
"=1

■(-1) 2 OO=s 丄发散.

n = l

1 =0,所以工
n = l

【例3】 设 »—1）1”为发散的交错级数，其中a” >05=1,2,…）且｛aJXi单调减 
H = 1 

少，判断级数》（£-）"的敛散性.

【解】 因为a”〉0且｛a”｝单调减少，所以lima”存在，设lima” =4 ,显然A $ 0.H —► OO h —► OO

因为交错级数工（一l）"a”发散，所以A >0.
n = 1

因为lim - <1,所以正项级数工（二一）"收敛.
”y1 +a” 1 + A 铝 \l+a”/

六、级数的条件收敛与绝对收敛

（一）绝对收敛与条件收敛的概念
若S I收敛，则称绝对收敛；

n = 1 n = \
oo oo oo

若工“”收敛，而Y丨“”丨发散，称工“”为条件收敛.
” =1 n = 1 n = 1

（二）绝对收敛与条件收敛的关系
定理 若工"”绝对收敛，则工"”收敛，反之不对.

zi = 1 n = 1

【例1] 设于（工）二阶连续可导,/（0）= 1且lim 13=2,证明级数Y [/（丄）一1]绝 

—0 0C ” = 1 L 5 / 」

对收敛.

【证明】 由lim 丁 =2 得/（0） = 0/"（O） = 2.
L 0 X

因为fa）二阶连续可导，所以有/（工）=/（o）+ y'（o）工+专罟工2 +。（工2）,于是

=1 +占+。 1 1
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oo - oo °° r / 1 \
而Yr■收敛，所以工/ (—) — 1收敛，即Y f (—) — 1 

n = ] yi == 1 ji =： 1 —

绝对收敛.

【例2] 判断£（—l）"（l — cos厶）（a > 0）的敛散性，若收敛,是绝对收敛还是条件收敛? 

H = 1
I 2 00 2

【解】 因为0= （― 1）" （1 — cos十）=2 sir?着~予且丫千收敛’

所以级数工（一D" （1 一 cos十）绝对收敛.

【例3】 判断级数 *山丿/ + 1兀的敛散性，若收敛，是绝对收敛还是条件收敛？ 
n = 1

【角军】 sin J n2 + 1 re = sin[??7r + （J n2 \ 一 "）兀]=（一 1）" sin -------- ,
Vn2 + 1 +n

因为 sin--------- --------> 0,]sin 丿？二_ ）单调减少且limsin , 兀------- =0,

所以级数YsinJzZ + i兀收敛.

又因为sin ”------ 召且丫 召发散，所以另sin丿"，+ 1兀条件收敛.
后十 1 + ” 2n ”厂 2"

【注解】
常数项级数有如下一些问题需要注意 ：

（1） 注意使用如下直观的口诀：添加括号提高级数的收敛性；一般项趋向于零的速 

度越快级数收敛的可能性越大；添加绝对值提高级数的发散性.

（2） 常数项级数敛散性判断的一般次序：

第一步，看是否满足级数收敛的必要条件；

第二步，看是否可以根据定义判断常数项级数的敛散性 ；

第三步，确定具体的级数类型，若级数为正项级数，再确定使用具体的判别法（比较 

审敛法、比值审敛法、根值审敛法、积分审敛法等）；若级数为交错级数，则使用莱布尼茨 

审敛法；若级数为任意级数，则判断级数的绝对收敛性与条件收敛性.
OO OO OO

（3） 正项级数工"”收敛的充分必要条件是工"2”-1与都收敛.
n — 1 n =1 ”=1

8 8 8

（4） 对三个级数工"”，，工（"” 士 p”），
n=1 ”=1 n=1

① 若其中两个收敛，则另一个一定收敛；

② 若其中两个发散，则另一个敛散性不确定；
oo oo

③ 若一个收敛一个发散，则另一个一定发散.（5）若工“”收敛，则丫 | ,
” =1 n — 1

OO OO OO X 1 X 8

工（一1）"“”，》-一 “”，》—+]都不一定收敛.
n = l n—l n — 1 “ n = 1
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工"”"”+1 =—工----------都发散;

（6） 若Y“2”-1与工“2”中一个收敛一个发散，则发散.
"=1 n = 1 n — 1

OO 8

（7） 若收敛，则丫（“” +“卄1）一定收敛.（添加括号提高级数的收敛性）.
n = 1 w = 1

oo oo oo oo

（8） 若工“”收敛，工尤不一定收敛，但若丫“”为正项收敛级数，则工山一定收敛.

第二节幕级数

一、幕级数的基本概念

1.函数项级数——设5”（工）｝为函数项列，称工“”（工）为函数项级数.当工=工。时，若常

数项级数工"”（2。）收敛，称工=工。为函数项级数工"”（工）的收敛点，若工“”（工0）发散，称 
n=1 九=1 w=1

8 OO

工=工。为函数项级数丫“”（工）的发散点，所有收敛点组成的集合称为丫“”（工）的收敛域，所
w = 1 ” = 1

有发散点组成的集合称为工况”（2）的发散域•记S”Q）="1（工）+%2（0）+…在收

敛域内9设S（z） = limSn （工），称S（z）为函数项级数卩—（jc ）的和函数. 
H —OO

2.幕级数 一一形如工a”才或》＞”（工一工。）”的级数称为幕级数.
n = 0 n = Q

二、幕级数的收敛半径与收敛域

OO OO

定理1邙可贝尔定理） 对幕级数 »”工"，当工=m（H 0）时，级数工a”_z"收敛，则当
n=0 n=0

OO oo

I工KI g |时，幕级数》＞”工"绝对收敛；当工=口时，幕级数》＞”工"发散，则当丨工|＞
»=0 n=Q

I Xi |时，幕级数发散.
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【注解】
OO OO

由阿贝尔定理，对任何一个舉级数刀a”jr"，总存在R$0,当|_z|<R时，刀a”z" 
n = 0 n = 0

oo oo

绝对收敛，而当|工\>R时，工a”z"发散，称R为幕级数工的收敛半径.
n—Q n—0

定理2 对幕级数工―工"，设lim — =p，则当q=0时,R = +*；当° =+*时,R=0；
”=。 ”~8 a„

当 0 < Q V+ 00 时,R = —.
P

【例1] 求下列幕级数的收敛半径及收敛域:

【解】(1)由lim
” f OO

(2) 丫 n ! jcn ； ⑶〉2 务・
n = 0 ” = 1 并

00 n
沁 =0,得幕级数工；的收敛半径为R 
a” ”=o " !

=+ OO,于是收敛域

为(—00, + °°).

(2) 由応| — | = +8,得幕级数〉>!工"的收敛半径为R =0,于是收敛域为{0}.
I S I ”=o

(3) 由liml — = 1得幕级数工 斗的收敛半径为R=l，

5 I n = l 卅

当工=±i时，因为工 t乙收敛,所以收敛域为[—1，口
“ =1 ri 〃 = i n

00 n
【例2] 求工空的收敛半径与收敛域.

”=i “

a n+l

Qn

当2=—1时，工匕空

【解】由lim 8 n

=1得幕级数另—的收敛半径为R=l.
„=i "

收敛，当z=l时，工丄发散，故收敛域为[—1,1).
„=i n

定理3 对幕级数》>”工"，设lim 7KJ =Q，则当Q=0时,R = + °o ;当q= + x时, 
71 = 0 L °°

R = 0 ；当 0 V q <+ °° 时,R =—.
P

【注解】
(1) 对 y^a„x3n，设lim I - | =〜，则 R =入匡.

”=o "亠81 a” | v P

同理对 /(J：)=工 1，设lim —
”=0 "f8| a

oo

(2) 对,若当z =G时级数条件收敛，则R =|工。I.
n~Q n—0

OO oo 8

(3) 级数 »”工"与》>”(工一工。)"的收敛半径相同，但工以工=0为收敛区
n — 0 rt = O n = 0

oo

间的中心，而工a”(工一Zo )"以x —x0为收敛区间的中心.
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三、幕级数的性质

设幕级数工jh"的收敛半径为R,其和函数为SQ）,则
“ =0

定理1 和函数SQ）在（—R,R）内连续.
OO OO OO

定理2（逐项可导性） 当工G （—R,R）时，（工a”H"）' = Y（a”"）' = »a”_z”T,且幕 
n = 0 w = 0 ” = 1

OO

级数的收敛半径也是R.
” =1

z» OO OO n OO

定理3（逐项可积性） 当H e （―）时（S anxn ）dz = 工 a”hcLr= 23 ~T^xn+X » 
J 0 ”=0 n=0J 0 ”=0 7?十 1

且幕级数工；半的收敛半径也是R.
” =0 " + 1

【注解】
对舉级数逐项求导或逐项积分后的幕级数与原幕级数收敛半径相同，但收敛域不 

一定相同.

四、函数展成幕级数

1.直接法

定理 设/■&）在工。的邻域内任意阶可导，则

°° f ""）（工）
f〈工）=2_jan（x — x oy ,其中 an =------- （” = 0,1,2 ,

”=。 "！
00 f（n） （r\\ °° rCn） （r\\

特别地，当工。=0时= Y ―出"，称工匚一^4z”为的麦克劳林级数.
”=。n ! „ = ＜） n !

记住以下函数的麦克劳林级数：

(1) = 52 ~7 (一°°<工 V十 °°);
”=0 "!

(2)sinjr =
{(—1)"工 2"+i
2 ⑵+ 1)! -°° < a- <+ °°)；

(3) cos«z =
右（一1）"工2”

2 ⑵）！（
OO V Z <+ 00 )；

⑷1 1
1 一 X

=另乂” (— 1 V 工
n = 0

< 1);

⑸］二
= £(_l)"g” (-

n = 0
1 <工 < 1)；

(6)ln(l+
( 1 \ n—1 r

”=i n

1

(—1 Vz W 1)；

(7) — ln(l -^ = t-(-
„=i "

-< 1).

2.间接法

所谓间接法，即通常使用如下两个工具:

（1）常见函数的麦克劳林级数.
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(2)逐项可导性与逐项可积性.

【例1】将/(J：) = — 1
x

【解】心)=亠^-
x 一 Z

古 1 1
而2 + -4) =1

=s
“ =0

o 「。展开成工一4的幕级数. 
—OJC + Z

1 _ 1
x 一 1 2 + (jr — 4)

(-】)
]+ “ 分 乙 n = 0

2
(-1)"

(工一4)"

] _
x——4

1 +

(2 <工 V 6),

(1 V 工 V 7),3卄1

于是 -尹?)& -4)" (2VzV6).

— 1 
【例2】 将/(工)= ------- 展开成工一1的幕级数.

x — x 一 2
人 z.z 、 5工一1 A

【解】"S)=G+1)(h-2)==L+ —「

A + E = 5，
乂—2B= —1,解侍 A=3,B=2.

2 3

由 A (x + 1) + B (jc 一 2) =5工 一 1,得

3
于是 /(^) =---- z H-----一 Try------------- 7T — 1~~7-------7T，

x — 2 乂十1 2 十(工一1) 1 — (jc — 1)
2 1 =£丁(「1)”(-1<工<3),

n = 0 /
而2 + (工 一 1) _z — 1

H 2~

3
1 —(工 一 1)= 

故 f(x)= £
n = 0

£3(工-l)z
n = Q

「(一1)” J -------------oL 2"
【例 3】 将 /Xz) = arctanjr

(0 V 2),

(工一1)" (0 < < 2).

【解】/(O) =0,/(x)
1 +

则 /(jt) = /(jc) —/(0) = f\jc )dj? = 52
Jo ..-n

展开成工的幕级数.
] 00
-7 =》(—1)"工2" (-1<JC <1),
■T ” = 0

(一 1)"
/ o 丄 i ° (—1 w

” =0 2” + 1

1
3 + (工一4)'

T

2卄1

1 _ 1
3 + Q —4) =了

=s

2

3

B

0

五、求黑级数的和函数

求幕级数的和函数本质上是函数展开成幕级数的逆过程，通常需要使用如下三个工具:

(1) 常见函数的麦克劳林级数.

(2) 逐项可导性与逐项可积性.

(3) 微分方程的方法.

【例1】 求级数工 -^2n+1的和函数.
” =i “
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【解】 由lim^J = 2,得幕级数工 -^2n+1的收敛半径为R =2
L8 „ = ! n 72

S丄发散；
”=】*

当王

当工 发散，则收敛域为一尸

8 ”
S （工）=工一、

8 C” / O 2 \ n
2 卄 1 (2jt )-x = X 乙

!=1 " n=\
x ln( 1 — 2)・

n

【例2］ 求级数工＞2工”的和函数.
n = 1

【解】 由lim 1^1 = 1得级数的收敛半径为K =1.
"f 3 丨 a„ | ” = 1

当工=±1时，由级数收敛的必要条件得级数发散，故收敛域为（-M）.
OO OO OO 8

S （无）=》//工"=艺［/?（〃 — 1）+〃］" = 丫 71 （n — 1）无"+ 工 nx ” 
w = 1 n — \ n = 2 n = 1

8 OO OO OO

=X2 工 72（7Z — 1 ）«Z "一2 + 工工 nx W_1 = JC 2 （ Y 工"）"+ JC （另兀”）'
n = 2 n = 1 n = 2 w = 1

2 / 工？ （ X \ ' 工+工？
乞匸丿+珂匚刃=匚〒

00 2n
【例3】 求级数〉2浮寸的和函数.

„=（）（2九）！

【解】 由liml —1 = 0得级数的收敛半径为R = +冈，收敛域为（—*,+*）. 

81 a„ I
8 2” 2 4

ss）=若窃=i+ir+右+…,求导得

3 5 2 4

Sz（jc ） =x + 春 +咅 + …， S"（/）=l+|y +石+ ・一9

则SQ）满足微分方程S〃（_z） — SO） =0,则SQ） =6亍 +C2e「，

1 于 4- e_z
由 S （0） = l,S'（0） = 0 得 Ci =C2 =—,故 S （jt ）=   .

第三节傅里叶级数 （数学三不要求）

一、周期为271的函数/（X）的傅里叶级数

设于（工）是以2兀为周期的函数,

(a„ cosnjr ~\~bn sinner ) ? 其中系数an,bn如何计算？［问题1］

［问题2］ /（J：）与三角级数号+ 丫（a”cosz?z + b„ sinti j：）是何关系？

定理1（狄利克雷充分条件） 设/（^）是以2兀为周期的函数，若/（^）在［―兀,兀］上满足:

（1）/（^）在［―兀，兀］上连续或只有有限个第一类间断点;
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（2）/（工）在［一兀，兀］上只有有限个极值点，则/&）可以展开成 

寸 + 工（an cosnjr + bn sinnx ）,
/ n = l

其中«„=-
7T

/(jc )cost?无 djr(7? = 0,1,2, •••) ^6 =丄「
7T J - f (j; )sinnj; dj; (n =1,2,…)，且

(])当 z 为 f (sc )的连续点时，寸 + 工(a„ cosnjc + b„ sing ) = f (工)；

(2)当工为 f (无)的间断点时 9 寸 + 丫 (an COS72JC + bn sinnjc ) = 了---- °)+ 八"+ °)
/ n = \ 2

二、定义于［一 7C,兀］上的函数f（X ）的傅里叶级数

若yCz）在［―兀,兀］上满足狄利克雷充分条件，将/'（工）进行周期延拓，则/•&）可以展开成 

-y- + 丫（a”coszzz + b„s'mnj：）,
/ ” = 1

其中5=丄
7T

f (jc )cosnj? dr(7? = 0,1,2 , •••) ybn =—
7T

f (jc )sinnj： Ax (n = 1 ® 2 ® …)，日

(])当工为f (王)的连续点时，寸+工(a„ cosnj; + bn smnx ) = f(x )；
/ n = \

(2)当 jc 为 /(j?)的间断点时 9寸 + 工(an COS72JC + sirmz ) = ~— X-- 。)+ fZ +。)
/ ” = i 2

三、定义于［0,兀］上的函数/（X）的傅里叶级数

（一） 将/（乂）展成余弦级数
将心）进行区间偶延拓，再进行周期延拓，则/&）在［0,兀］上可以展成余弦级数 

a ° 2 fK £ fn
—+〉4” coszzjc 9 其中 aQ = — f ^an = — f {x ）cosnx dx （n = 1,2 , •••）.
/” = ］ 7T J 0 7C J 0

（二） 将fE 展成正弦级数
将/•&）进行区间奇延拓，再进行周期延拓，则/'（工）在EO,7r］上可以展开成正弦级数 

/ 1 b„ sin“z，其中 b”= — f（x ）sinz?j7 dx Cn =1,2,…）.
” =i 兀 Jo

四、周期为21的函数/（x）的傅里叶级数

设fCx ）是以2Z为周期的函数，

［问题1］ /"（工）可否分解为寸+ 丫 （a”cos罕工+ b”sin竽r ）?其中系数a„ ,bn如何

/ ”=i ' ' / ，
计算？

［问题2］ /（jc ）与三角级数牛+工（a” cos罕r + bn sin罕jc ）是何关系？
/ n=\ ' L I ）

定理1（狄利克雷充分条件） 设于（工）是以22为周期的函数，若产（工）在［―/,门上满足:

（l）f（^）在E-/,/］上连续或只有有限个第一类间断点；

（2”（工）在［―Z,门上只有有限个极值点，则/•©）可以展开成

a0 I

T +
mt . mt

cos i bn sin —-j;

• 201 •



馬全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义

77 7t ] Tl 7C
其中 an = — \ f(x )cos —x = 0,1,2,=〒 f {x )sin —x dj? (n = 1,2 , •••) 9 且 

/ J -/ / I J -i L

(1) 当工为/(a*)的连续点时9# +刀(Q”cos学z + bn sin学z ) =/(工)；

(2) 当工为fd)的间断点时，

n re . n 7r
cos —-jc + bn sin jc

f (jc — 0) + f (j? + 0)

五、定义于上的函数f（x）的傅里叶级数

若/（^）在E-/,/］上满足狄利克雷充分条件，将 g 进行周期延拓，则ycz）可以展开成

n tv
cos ——j' dx (n = 0,19 2 , •••)

mt . mx.
cos —-jc + bn sin ——jc

（1） 当工为fCx ）的连续点时，#+》（a” cos罕工+ b„ sin学r ）=于（工）；

/ n=l ' L '

（2） 当工为/（工）的间断点时，

f {x — 0) f{x + 0)

六、定义于［0,门上的函数/（X）的傅里叶级数

（一）将/（乂）展成余弦级数
将/■&）进行区间偶延拓，再进行周期延拓，则/■&）在［0,门上可以展成余弦级数

（二）将/（乂）展成正弦级数
将/■&）进行区间奇延拓，再进行周期延拓，则/■©）在：o,z］上可以展开成正弦级数

重点题型讲解

题型一常数项级数的基本性质与敛散性判断

【思路分析】
涉及常数项级数性质的问题主要运用以下性质 ：

（1） 级数收敛的定义.

（2） 级数收敛的必要条件.

（3） 级数收敛的基本性质，尤其应记住：添加括号提高级数的收敛性，添加绝对值 

提高级数的发散性.
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【例1】 设｛"”｝为常数列，下列结论正确的是（ ).

（A）若工“”收敛，则Y（"2”T +"2”）收敛
n = \ n = 1

8 OO

（E）若Y（"2”T +"2”）收敛，则工“”收敛
n=1 n=1

（C） 若»”收敛，则工（ U2n-1 —况 2〃） 收敛
n = 1 n = 1

8 OO

（D） 若工（ U2n-1 — U2n ）收敛，则收敛
"=1 "=1

8 OO

【解】 S（"2”一1 + "2”）=（"1 + “2）十（"3十"4）---- ，因为级数2 U”收敛，所以由常数

”=1 n=l

项级数的性质得级数工（“2”_1 +"2”）收敛，应选（A）；
n = l

8 8 OO

取丫（一1）"，显然Y（"2”T十“2”）收敛于0,但工（一1）"发散，（E）不对；
w — 1 ” = 1 ” =]

CO ✓ -• X 72 — ] OO

取工 收敛9但工（况2“-1 —况2”）= （】 +石）+ （牙+ 〒）+•••发散，（C）不对；

n = l 71 n = \ ' 匕 / ' $ 4 /
OO OO 8

取工2,显然Y（“2”t —"2”）收敛于o,但工2发散，（D）不对.
n = 1 n = \ n = \

【例2】 设工“”收敛，下列级数一定收敛的是（ ）.
n = 1

(A)工
« = 1 

(OAST

n = l

"2”)

1

(D)》十 «i)

n = 1

【解】 令S” = "i + "2 +…+ "”，因为工"”收敛，所以lira"” = 0且limS”存在，设limS” = S.
” =] r?-*°° n~*oo «-*oo

对Y （况〃 +况卄1）9部分和S；=（况1+况2）+（况2+况3）+ ••• + （况”+况卄]）=2Sn 一 ％] +况卄1 9

因为limS： = 2S —况1，所以工（况” +况卄1）收敛，应选（D）.
” f OO

7? = 1

【例3】 若级数工发散，则（
n = 1 n = l

oo

（A）工（"” —v„）发散
n=\

（C） £ （"” +| vn | ）发散

w = 1

1 1 1 00
【解】取"” =--- 1 ,u„ =一，显然＞ u

n ri "铝

敛，（A）不对；

).

(B)工Un^n发散
n = 1

(D)工(| “” | + | - |)发散
n=\
oo OO oo

与工S都发散9但工(S — S )=工1■收 
n = 1 n = 1 n = \

1 8 8 oo oo

=—，显然工"”与工u”都发散，但＞ u”p” = y r收敛，(E)不对； 
" n = \ n = l n = 1 w = 1 _ ~2n
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OO OO OO 8 r

2,显然工“”与工“都发散，但Y(“”+W” l)= Y当收敛,(C)不对;

“ n = \ n = \ n = \ ” = 1 九

TT 1 1
取给=- ---- ，“=-

兀 “ “ ” =1 n = \ n = \ n = \
oo oo oo oo oo

因为与工s发散，所以SI«J与Y Is丨发散，从而“”出s
n = \ n = l n = l n = \ n = \

【例4】 设“”H0且lim匕=1,则级数 + 丄)(
”oo 72 U ”+1 /

(B)条件收敛

).

n

I）发散，应选（D）.

(C)绝对收敛

【解】 由lim — = 1,得lim"”= + °°且丄〜丄，
n-*°o 7? “foo u n Tl

（A）发散 （D）敛散性不确定

S” = +丄)-- (-1)"
卄1

(-1)"=一丄+

U 1 Un+\
丄+丄）+
U ! 况2 /

因为limS„ =----，所以
n-*°° U J

又因为丄+ 丄 〜Z且工 兰发散，所以

知 £+1 n ”=1 X

【例5] 判别下列级数的敛散性：

+ J_

u卄1

条件收敛，应选（E）.

n⑴丫 l________
” =i V??3 + zz + 1

n
【解】（1）因为,__________

厶3 + 7? + 1

(2)因为 | 丁1 + 工"djr A 
J 0

⑵ •
n_1 a/1 + h djr

J o

oo oo

二〜*且工t发散，所以工

T?7 n = 1 /J

x dj? = ：■，所以 0£ t；------------
° 2 ^1+^

J 0

1

o

n
/__________发散.

a/??3 + 77 + 1

n 1

2刍收敛,
n

所以工
n = 1

【例6】

厂土h收敛. 

a/1 + 工"dj?
I 0

判别工（一1）"（九£ — 1）是绝对收敛还是条件收敛？

n = 2
1 严 1

【解】 因为J > 1,所以》（一1）"（"下一1）为交错级数.
n = 2

1 丄]_ 1n T
令 f O =x 1 — 19 由 ff （jc ） =x • ------p----V 0（z > e）得数列

X 2

又由— 1） = 0得交错级数工（一1）"（“弓一 1）
n = 2

•OO \
收敛.

1
7 n -1 单调减少.

3

丄
由 lim ^=1

+oo 1
JC

_i_

工 ° (1 — Injr )

lim
2X

"T
2X

lim x x (Ielz — 1) = +°° 9 得 lim +8

_1_

n n — 1
—-—= +°°,再

n
OO oo | 8 1

由工一发散得级数工（n " — 1 ）发散，故丫（一 1）" （"” 一 1）条件收敛.
” 2i

【例7】判断工
n = 1
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• 1 00 1 00 OO
【解】因为ow - <4且工寺收敛，所以工芈巴绝对收敛，工2发散.

又因为]£]单调减少且lim£z= 0,所以丫 二^条件收敛，故工帆$ +上尹条 

"n 丿 „=1 4n ” = i L “ 4n
件收敛.

【例8] 判断级数工「"E" 甞dr的敛散性.

4x
'(” + 1 ) K

【解】设U
si n t
-^ch ,当n为偶数时，"” > 0；当"为奇数时，"” < 0,从而级

数工
” =1

(n+1) 7t
学d_z为交错级数.

a/z

1=

『(卄l)x山

(”+1)兀 | siar

=2 P ( 72 + 1 ) 7T — \/ nit ]f0(7? f°°)9

dr >
\[jc

s+i)7t | sinj? H +兀

_____ dr亠…
nn %/jc + 7t

(”+2)兀 I sjn/ I
'罟丄l/ = l仆I,所

("+1 )兀

0 W | "

又| U

以原级数收敛.

题型二常数项级数敛散性证明

【例1】 设a” = | " tan"工dr .
J 0

(1) 求 Y —(Q" +a 卄2)；
” =1乳

> n_
tan7,+2 jr djr = 

o
7 1

tan,zj? d(tanj?)=———, 
o n + 1

则 S +«»+2)= S ( \ i a » S" =7V5 -------〒[]、=1-------- ‘

(2) 证明：对任意的入>0,级数工 罕收敛.
”=1 n

n = l n n = 1 Z?(/2 十 1) 1X2 72(7? + l) 77 + 1

因为limS” = 1,所以另丄(a”+a卄2)=1.
"f 3 ”=i "

(2)令 tarhz =/，则 

"tan^d.
0

【解】⑴a” + a ”+2

0 £ a” =

tannjc dj? +
o

tanj'

o \ +t2
fi 1 1
Jo /?十 J. n

卄2

1

a [ 8 = OO

因为。€占£戸且若芦收敛，所以由正项级数比较审敛法得些》收敛.
n

【例2】(1)证明：方程工 + 7?工一 1 = 0有且仅有一个正根x „ ;

(2)对任意的a > 1,证明：级数工工爲收敛. 
n = 1

【证明】(1)令 /(j? ) ~xn + nx — 1 ,/(0) — — 1 ,/(1) = n.
因为/(0)/(1) <0,所以存在乂” E (0,1),使得/(工”)=0,即方程xn+nx~\ =0有正

根JC
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因为十（#）=”攵"T +“>0（_z >0）,所以/'（工）在［0,+*）单调增加，故正根是唯一的.

（2）由疋nx n 一 1=0 得 j?” = 一 （1 — J： W —・ n n
oo 00

因为0 < +（a > 1）且二收敛，所以由比较审敛法得》>爲收敛.
兀 n=\

【例3】 设⑴=2,«„+1 =£仏+丄），证明：
2 ' au /

（1） lima„ 存在；
”一*• OO

£1 — 1)收敛.

【证明】⑴因为5=并”十右心1且“ -a 

所以数列S”｝单调减少有下界，于是lima”存在.

(2)显然 0 <—-1
a” — a 卄1

对级数〉2(a” — a „+1 ) , S„ = (a, 一吧)---- (Q” — a卄 J = 5 — a n+i ,

因为limS” =s — lima*存在，所以级数工（a” -a„+1 ）收敛，由正项级数的比较审敛法
”一►00 "-*8 _ 1

门 A
【例4】 设 5 = 1,2 ,…；a” > 0 ,b” > 0),证明：

（1） 若工X收敛，则工a”收敛；
n = 1 7? = 1

（2） 若工a”发散，则另b”发散.
n = 1 n = 1

【证明】 由仝旦 < 字1,得严 £ M,即| 单调减少且y $ 0,则lim A存在.

an bn 九+1 bn \bn ） on L* 久

设lim J = A.
“foo b h

情形一：若A >0,则（1）,（2）显然成立.

情形二：设A=0,取£。=1,存在N>0,当”>N时，严VI，即0<a” <bn,于是当工久 

收敛，则工S收敛；若工X发散，则工X发散.
n=\ n=\ n=\

【例5】 设偶函数_/&）的二阶导数F&）在工=0的某邻域内连续，且/'（0）= 1/（0）= 2,
8 厂］ _

证明：工 绝对收敛.

【证明】 因为/'（工）为偶函数，所以f's 为奇函数，于是F（0）=0.

因为 f）二阶连续可导，所以 /（J7）= /（0） +/Z（O）J7 + 2 +o（j?2）,
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即 心)= l+°2 +。&2),从而 y(m = l+g + o 估).

1 00 1 00
〜专，而工当收釦故工 

n ”=i n ”=i
8 OO

f(+) —1绝对收敛.

绝对收敛.

于是“弓)—1

【例6】 设工(a”+i —a”)收敛，绝对收敛，证明》a”b
W=1 n=\ n=1

【证明】S„ — (a2 — a i ) + (a3 —5)+ …+ (a”+i —a”)=a„+1 — ax ,

因为级数Ya+i—q”)收敛，所以limS„存在，从而lima”存在，故｛a”｝有界，即存在
n = 1 «-*°°

M>0,使得 | a” WM.
OO oo

因为0 £1 anbn |<M \ bn\,又因为》>”绝对收敛，所以I bn I收敛，由比较审敛
n = 1 n = 1

法得I a„b
n = l

I收敛，即工a”b”绝对收敛.
H = 1

题型三幕级数的收敛半径与收敛域

00 oo

【例1] 设工—3)"在工=一6处收敛，在工=12处发散，则级数工"”乂2”-1的收
"=0 n=l

敛半径为

【解】 设级数YsQ —3)"的收敛半径为R.
n = 0

因为乂 = —6时，级数£a”(_z—3)"收敛，所以R ^|-6-3 | = 9,
n = 0 

又因为工=12时，级数工a”(_z — 3)"发散，所以R <| 12-3 1 = 9.
n = 0

00 oo

于是级数— 3)"的收敛半径为R=9,故级数工^”工2”的收敛半径为R]=3,因为
n=Q n=Q

8 OO

nanx2n~x且逐项求导后的级数收敛半径不变，故级数工加”工2”-】的收敛半 
° n = 1

{^janx2nY =2 工
n = 0

径为3.

2n—1

【例2]

【解】 由lim
”一＞oo

=1得级数的收敛半径为R = 1,

当工

当

00 n

求工(一1)旧—的收敛域.
”=1 九

a ”+1

00 (_ 1 \ n 00 1
-1时，工(一l)"+l匸一=—工 丄发散；

n=l X n=1

00 (_ 1 \n+l
工=1时，工 ' : 收敛，故级数的收敛域为(一1,11

n = 1

n

71

【例3】 求幕级数工 — 
n = l

'[3 + (—1)"]"
-------------------------------- JC【解】2

.n = 1 n

的收敛区间.n
a2n—1 8 . 2n

詔鮎严+若討
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00 O2n-1 / 1 1 \
对若药二收敛区间为（―空，空）； 

对£善工"，收敛区间为（—*，+ ），故原级数的收敛区间为（—#，+ ）•

题型四 函数展开成基级数

1 —I— y .
【例1】 将/（J；） = arctan --------展开成x的幕级数.1 — JC

【解】/(0) = — ?

]
1 + j：

1 一 x

由 f\x )=-----
1 +

2

1 +工

1 一 JC
— =£(—1)"工2”(一 1 v_z V 1)得
l+工 ” =o

/(o- ) =/(0) +[ /'(j? )dx =y + 2》2严曲'

J 0 4 ”=()加十 1

= 27+T 收敛'
00 /___ 1 \ n

当a- =-1时，因为手+工
4 ”=0 2九 + 1

1 +# TC p (― 1)" 2”+1 / 1 — —八

+ 1

所以arctan
1 — x

【例2】将心）

【解】令/•&）

2亠7"3展开成「】的幕级数・

3工+ 1 3jc + 1_ — A_ + _5_,
2j;2 — 7a? + 3 (2攵一1)(z — 3) j: — 3 2攵一1

2A +B = 3,…口
解得 A=2,B= —1.

.—A — 3B = 1,
2 1

由 A (2jc — 1) + B (一3)=3工 +1,得

2 1
于是 2)=工—3 — 2工 一 1 = 一2 + (工—1) — 2(工 一 1) + 1'

2 1 00 j

―=一工—(X 一 1)"(— 1 <工 < 3), 
—1 幺 2"

rh
R—2 + Q—1) n 工

—2

得

【例3】

OQ 「 1

将/（a：） = lnj?展开成工—2的無级数.

(工 一 1)"
0 \<x<^

【解】
JT --  2

f(x)= lnj? = ln[2 + (jc 一 2)] = ln2 + ln( 1----- ---- )

【例4]

【解】

z_  -j x n—\
=ln2 + -------- ~-Q — 2)”(0<乂 W4).

n=l n • 2”
8 2卄1

将八工)=工(一 1)” "
” =0

显然级数£(— 1)"肢”亡的收敛域为(一a, +*)• 
〃=0 4 (2n + 1)!

z? • 2

0（2“ + i）!展开成"一1的幕级数・ 

严
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00 2卄 1
心)=丫(一 1)"

n =0

1 X 一 1
T +

-4siny2址n = 0

贝U /(J：) = 4sin

仔厂 工 
(2^ + l)!=4sinT?

1 . JC — 1I 亠— -sin--------
4 4 4

(工—1)2” + COS — V ——"一 °----( r — 1 )亦+1
0(2")! ' 4 2 42" (2/7 + 1)!

42"(2n + l)!=4S(_ir

. 1 x — 1 丄

=4sin —cos — -----\- 4cos —
4 44

(一 1)"

题型五幕级数的和函数

【思路分析】
舉级数求和是幕级数部分最重要的题型，求幕级数的和函数常见类型及方法如下 ：

oo -
（1） Yp（”）"（其中P（“）为"的多项式）

n = 0

OO 

利用逐项可导性将幕级数转化为
n = 0

八吕 TV*1).

n的多项式）

n—1
n----X 

n =ln(l + ) (― 1 <i x《1)及

00 n

（2） S診飞（其中P⑺为
n = 0 P 5 ）

该类型有两个思路：

吕（―1）
思路一：利用2 -

” =1

00 n
Y —— = — ln（ 1 —工）（一1 £ 工 < 1）;
” =i n 
思路二：利用逐项可积性去掉分母，转化为几何级数求和.

00 P / \
（3） Y K7—"（其中P（"），Q（"）为"的多项式）

n = 0 Q5）

将敗2分解为部分和，从而将舉级数化为（1）.（2）两种类型之和.

Q5）
oo n

（4） 工青飞（其中P（"）中含阶乘）
”=0 P（Q

该类型幕级数求和常用两种思路：

思路一：利用9siruz ,cos工的麦克劳林级数求和函数； 

思路二：将和函数SQ）求导，构造出SQ）所满足的微分方程，求出S（z）・

（5） £q”h"（其中a”是给出递推关系的数列）

n = 0

该类型幕级数求和常用两种思路：

思路一：利用递推关系求出Q”具体的表达式，再求和函数； 

思路二：将递推关系代入舉级数，求出和函数SR）满足的关系式，从而求出SCz）.

【例1] 求下列幕级数的和函数：

⑴丈 S + 1）"； （2） 2 ⑶乞（-1）"（2“+1）八
w = 0 “ = （）"• ” = ]n ! n
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【解】(1)由lim — =1,所以幕级数+ 的收敛半径为R=l. 
a„ ”=o

当z =±1时，由级数收敛的必要条件知级数发散，故收敛域为(-1,1).

令 SQ)=另("2 + l)g",
n = 0

则S (z )=另/工
n = 0

+ Rg”=Y”2g”+ 1
n = 0 n = 1

r OO OO

=工 n(n — l)j?n + 工 rue
n = 2 n= 1

〃

+工

1 — x
oo

=工[”(” 一1) +”]工” + 
铝 1 一攵

8 ” 8 / ]
=工2(工工")+工(》工” )+ ] _二=Z 2

Q”+i

s

令S (h )=工
n = 0

则 S(_z) =2$ 
n = Q

=2S
n = 1

Q卄1

(2) lim8

(3)由 lim

n = l

=0得级数乞

n = Q

\ 2“ + 1 2„
/ ----- H ，
)n!

2" + 1 2n

兀 2n

介 2”

2
JC

1 — JC

+宀

\ f . 1 2 j: 2 —工 + 13C

1—丿 ' 1— J： (1—H)3

的收敛半径为R= +°°,故收敛域为(-oo,+oo).

+ £
n = 0

2
+于

Q2)"
n !

=2工 2 £
n = 1

f r 2 y_1 2 2
y+eJ =(2a:2 +l)ex . 
(72 — 1) !

=1得级数的收敛半径为R=l,当2 =±1时，由级数收敛的必要条件得
s I

级数发散，故级数的收敛域为(一1,1)・

令s&)= 2(― 1)"⑵+丄•”

n = l
8 00 / _ 2 \ n _ ? 2

贝!J S (z ) =2 £(— z $)" + 工    =    2 — *( 1 + j: 2). 
铝 ” =i n l+z

【例2] 求下列幕级数的收敛区间与和函数：
2 I -1

(1)S
幺25!

【解】(1)由liml^Uo,得级数的收敛半径为R = + °o,

n

(2)工(2兀+1)",并求工—> 
n = 0 ” = 0 /

a
收敛区间为(―°°, + °°).

S (工)=工
n = 0

=2
n = 1

n X

(n — 1)!迈
n—2

£

+ ey

4-(n-2)!+Tg

X

= £ * 
0 “！ 纟兀八2丿

=£ 色 _1)+ 1

(n-l)!

n -D!
n-1

OO £

+ /

3C + /

2 v x
y + y + l)eT.7

4 = 2

Q卄i

OO OO OO OO

S (h )=工(2“ + l)_z" = 2 工处"+ 另z" = 2工》处"T + ———
n=0 n=Q n=0 n=l "

(2)由 lim8 =1,得级数的收敛半径为R =1,级数的收敛区间为(一1,1).
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【例3】 求级数斗* 的收敛域与和函数.

=1得级数的收敛半径为R由lim =1得级数的收敛半径为R = 1.

I （+ ] ） " 1 8 ]
当工=土]时，因为一/—丄]、〜飞且工 市收敛，所以当工=±1时级数绝对收敛，故 

+ 1） 十 7T； n
级数的收敛域为[—1,1]・

当"】时'S⑴=若乔不=】；当"0时,s（o）=o

当一1£工 VI 且工工0 时 9Si（h） = 丫 — = — ln（ 1 —工）；

于是S （工）=<于是S （工）=
1) ln(l _

=------ln(]—工)一],

•z) + l, —lWzV 1 且 jc # 0.

00 /___ 1 \ n—1
【例4]求幕级数工耳一 1于”的收敛域与和函数.

”=i 2?? — 1
a 8 /__  -1 \ n—l

【解】 由lim 上 =1,得级数工:丄丿 八 的收敛半径为r =]. 
心°° 5 ” = i 2n — 1

X / _ 1 \ n—1 00 / _ 1 \ n—1

当工=土1时，级数工 收敛，故级数工 1严 的收敛域为[—1,1].
” =1 — 1 ” = 1 2/2—1

°° / _ 1 \ n—1 00 / _ -I \ n—1
令 S (° )=工飞---- a "，则 S (工)=z 工—------x2n_1 = jtS 1 (z ),

” =i 加—1 ” = i 2n — 1

由 Si(0) = 0,S；(z)=丈(一工2)“t =— ,

得 SiCj?) = S!(x) —Sj(0) = Si (a: )da; = arctanx，故 S(z ) =x arctanj;.

【例5] 求幕级数£ — o+lZ?1+3^2n的收敛域与和函数.

”=o 2n + 1

【解】 由liml^-L 1得级数£ 知：+貿+3于”的收敛半径为r=i.
i I 5 | w = 0 272 + 1

当工=± 1时，因为4；+譽+3 - 005-00）,所以级数£加；+?+3发散，故级数 

加十1 ”=0 2n + 1
g哙¥宀收敛域为™
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令 S(_z) = £
n = 0

则SQ) =》
n = 0

4n2 + 4n + 3 2n
x

2n + 1

(2n + l)2+2 2„
x

c , 1 = Sj (jc )+ 2S2(e)9
2兀+ 1

n = Q

当 x = 0 时,S 2 (0 ) = 1;

)'=(宀 1 +^2
(1—小2

2”+1

:丄 1，由[xS2(Jf )]' = 
加十1

b 1」 1 +工
0 1 —工‘ 2 X

\ 2 3'

)1 + JT 2 , 1 . 1 + J7
TT7-H-----In ------- ，

) X 1 一 X
3n

' ———(—OO <
；⑶)!

(1)验证了满足;/ +『+》=/；
X 3"

当工工0 时(jc ) =
n = 0

xS2 (z)=

故S （工）=

00 I
工2"=------- ，得

『0 1—工

1 1 +工
，即 S2(x ) = —In  ------- ，

Lx 1 — JC

= 0 9

-1 < ^ < 1且攵工0.

（2）求工77-77的和函数》&）• 
“=0（3〃）！

00 3n 3 v v

【解】⑴汁苕話"+刍+丽+石+…，求导得

2 5 8 4 7
,X . X X 〃 工 2
夕=石+丽+丽+…'夕=°+石+ 7? +

2 00 n
则“' + /+，= 1+工 + 右—=S 耳=e，•

2 ! n = Q 兀!

2 n + 1

〔（1 — Q

【例6】设夕=工
n = 0

<+ °°).

6 9

(2)3/' + j/ + y = 0的特征方程为A 2 + A +1 = 0,特征值为入.2 = — 士 -y-i，

则夕"+ y' y ~ e"的通解为 y =e 2(G cos導z + Czsin曹工)+ ye"7.

? 00 3n
由)(0) =l,"(0) =0,j/'(0) = 0 得 C] =£,C2 = 0,故工 吾p 的和函数为 

3 ”=o( .

,、2 -f V3 , 1 x
y{jc)— —e cos —x + —e .

【例7】 设级数 的收敛域为(一oo,+oo),y(_z)为其和函数，满足y'-^xy'-
n = Q

4y =0且满足_y(0) = 0,j/(0) =1,求a„及和函数夕(工).

【解】 由夕(0)= 0得a0 =0,由j/(0) = 1得5=1.
OO OO

)'(工)=A “a"T =另(72 + l)a”+i_z",
“ =1 n = 0

OO OO

y\x )=工“(77 — l)a„j：n~2 =工(“ +1)(" + 2~)an+2xn ,
n=2 n=Q
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因为yCx)满足y" — 2xy' — 4j/ =0,所以

另(九 +1)(" + 2)a”+2_z" — 2z ^2(“ + 1 )a „+1 rr" 一 4 anxn = 0,
n = 0 n = 0 n = Q

整理得 2a 2 +》[G + 1)( x + 2) q 卄2 —2(/2 + 2)qJjc" = 0,于是如=°山卄2 =—(~r~:'
” =1 72 十 1

由 aQ = 0® = 1 得，

1 1 1 1
当n = 2k 时心 =0,当n = 2k + 1时山2屮1 =-r • 7----- a2k_3 =・・・=订・

k k k — 1 k !
00 00 1 00 / 2 x n

故 y (工)== 丫 一 x2n+1 =x 2 - —xex\
n = 0 n = Q n ・ n = 0 71 •

【例8】 设s =a2 = 1,且满足a”+i =a”+a”_i(/z=2,3,…)，证明：当| x \ < y时，级

数Ya”z"T收敛并求其和函数.
n = l

【解】 因为a】=如=l，a”+i = a” +a”_i (n = 2,3,…),所以 a” > 0,a„+1 ^an (n= 1,2,…).

当 U 1<| 时，勺咯 亠+""T & |<2 u IVl,则 lim 仝咯 <2 |x I<1， 
厶 5工 an loo q”兀

故当丨z丨V +时，级数Ya”"T收敛.
/ n==i

令 S(_z ) = A ，则
n = 1

S(z ) =ax + sz +"T = i + g + 才(a”_2 + a„_i "_1

n = 3 “ = 3

=1+工 + £a”一2“t + £q”_i_t"T =1+hS(h)+工铅(工)，

w = 3 n = 3

则 SQ)=------- -——.
1 — X 一 X

题型六特殊常数项级数求和

【例1】求级数工
n = 1

令S （工）=工【解】

T的和.
n !

77 ]
，显然该级数的收敛区间为(一 OO, + *)・ 

=1 n !
I 1 8 8 n oo n—1 00 n

n = l 71 ・ n = \ n ! n = l 71 ! n = l (71 D • n = l 71 •

00 n
=z e" + 丫 - -- 1 = J? eJ +e" —1 =(工 +1)于—1,

心)兀！

1-±1=S(1) =2e- 1. 
n !

则工
n = 1

【例2】求级数£（_1）” （佇「+ 1）的和.
” =1 /
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【解】 令S(H)=工("2 —兀+ 1)鼻"，显然该级数的收敛区间为(一1,1).
n = l

S(h) = 丫("彳—n +1)工"=Wn(n — 1)乂" + 刀工"
n = l 71 = 1 n = 1

8 OO

"若為_])厂+三乞2(些*三(]_)

(一1)"(/一/? + 1) 。/ 1 \ 5
------------r------------ = s(_l■丿=_刃

【例3】求级数£

n = 2

工+ 乂 3

T

则三

n = 1

_1

I

——-的和.2" (/ 一 1)
00 卄1

【解】 令SCz) = Y 弓一丁，该幕级数的收敛区间为(-1,1).
n = 2 — 1

卄 1 [ / 00 ,+1 00 "卄1 \

口一 ER**"厶7 —厶匚+八自

(1 - h 2 )ln(l -攵)+ 攵 + 牙],

3 , °
4 —

于是2
n = 2

——}-------= 2S = |■- ^ln2.
2n(n2 -1) 2 / 8 4

7T2

题型七 傅里叶级数(数学三不要求)

【例1】
将函数/(^)=2 + U | (U |^1)展开成以2为周期的傅里叶级数，并求£ g.

n = 1并

Qo

【解】/(^)在[—1,1]上满足收敛定理的条件，且/(^)为偶函数，则 

=2 f /(j： )dj; = 5 9
J 0

of1 ZQ I X 1 2 [(— 1)" — 1]

=2 (2 十工)cos72 7tH dr =--------«—；----- (九=1 ,
Jo n Tt

b„ =0(” = 1,2,…),则

a

2 +丨工 i=|-As厶 兀n = 0

n = 1九

， 7T

7t2

cos(2n + 1)兀h ,, | —
---------------- :—(x | W 1),

(2n + l)2
oo

取”7则若伽+ 1)2 — 81

x | 9O V | h
【例2］ 将函数/(jc ) =y

0,
展开成傅里叶级数.

IW兀

【解】 显然/(^)在［―兀，兀］上满足收敛定理条件，将函数进行周期延拓，因为/(^)为 

偶函数，所以bn = 0(?1 =1,2,…)，

2「了(鼻)吐=于，
Qo =—

7t
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2 f（JC）COSZ2JC djr =—

0 7t

兀 ・ T11X. 1 7?7t 1
2；SinT + /COS 丁 —尹 （71 = 1，2 9 …）9

当"士守时，级数收敛于中,

故于（工）=专' 十I2 5^ / 7C . Z27T . 1 mt 1
—乙 7~sm 〒 + —COS -----------------2
兀 “ =]\Zn 2 n 2 n

【例3] 将函数=工一1（0 £工＜ 2）展开成以4为周期的余弦级数.

【解】 将f（^）进行偶延拓和周期延拓，则
'2

（工一l）djc = 0，o
2 717Z T

（工一l）cos 晋dr
o 2

COS72JC X 丨 W 7T ,且 Z H 士 y ）

a o

a
2

4
1）"—叮，

n 7T
bn =0,

则心）= -4s 1
7T n = 0（2/Z + 1 ）2

cos ⑵£2）.
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第十章 向量代数和空间解析几何
(数学二、三不要求)

考查要求

1. 理解空间直角坐标系，理解向量的概念及其表示.

2. 掌握向量的运算(线性运算、数量积、向量积、混合积)，了解两个向量垂直、平行的条件.

3. 理解单位向量、方向数与方向余弦、向量的坐标表达式，掌握用坐标表达式进行向量运 

算的方法.

4. 掌握平面方程和直线方程及其求法.

5. 会求平面与平面、平面与直线、直线与直线之间的夹角，并会利用平面、直线的相互关系 

(平行、垂直、相交等)解决有关问题.

6. 会求点到直线以及点到平面的距离.

7. 了解曲面方程和空间曲线方程的概念.

& 了解常用二次曲面的方程及其图形，会求简单的柱面和旋转曲面的方程.

9. 了解空间曲线的参数方程和一般方程.了解空间曲线在坐标平面上的投影，并会求该投 

影曲线的方程.

第一节 空间解析几何的理论

—、基本概念

1. 向量——既有大小又有方向的量称为向量，常用从起点指向终点的带箭头的有向线段 

AB表示，或用带箭头的小写字母了表示，向量的大小或长度又称为向量的模，向量匸的模记 

为,大小相等且方向相同的向量相等.

【注解】

(1) 模为1的向量称为单位向量.

(2) 模为零的向量称为零向量.

(3) 设了为一个非零向量，则向量了对应的单位向量记为a°.

2. 向量的坐标----设i ,j及怡分别表示攵，夕，z轴正向上的单位向量，设向量a在三个坐

标轴上的投影为a ,b ,c ,由向量的分解得a =ai + bj + ck = {a ,b ,c},称{a,b,c}为向量a的 

坐标，称a = {a ,b ,c}为向量的坐标表示形式.

设 a — {a ,b ,c},则
(1) | a | = Va2 b2 + c2 ;

—*■1^( a b c 1
I 二 I \a/«2 + 62 + c2 \/a2 + 62 + c2 y/a2 + 62 + c2 i
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(3)设 A(ai，bi，Ci),_B(a2』2，C2)为两个点，则 AB = {a2 — ax,b2 — bi,c2 — Ci}.

3. 向量的方向角与方向余弦——设r = {a,b,c}为非零向量，则产与工轴，夕轴，z轴正方 

向的夹角，称为此向量的方向角，分别记为a ,0*,称cosa ,cos/?,cosy为向量r的方向余弦，

a n b Ci
COS& = , ....................9 COS0 = ' ” ， cosy = ■■ ■■■■

Ja2 b2 + c2 y/a2 b2 + c2 J a2 + 62 + c2
显然有

(1) r° ={cosa ,cosR ,cos/ }；

(2) cos2a + cos2/? + cos2y == 1.
4. 向量在一个轴(向量)上的投影一一设“为一个数轴広为一个向量，过向量的起点A

和终点_B作"轴的垂面交"轴于点A】和_Bi,其在u轴上的坐标为攵1，s，称為一G为向量 

a 在"轴上的投影，记为 Prj„a =x 2 — x j，且 Prj„a —lai cos (“ ).

二、向量运算

(一)向量运算的几何描述
1.向量加法(如图10-1)

2.向量减法(如图10-2)

3. 数与向量之积

(1) 当怡＞0时方向与才相同，长度为a的b倍(b为常数)；

(2) 当k =0时，肋为零向量；

(3) 当走V0时方向与云相反，长度为云的|切倍.

4. 向量的数量积

a • 6 =| a I • | cos(a ,b).

5.向量的向量积N X b

图 10-3

・217・
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（二）向量运算的代数描述
设 a={a1,61,c1},6={a2,62>c2},则

1.向量的加法

a +b — {ax + a2,bx +b2,cx + c2 }•

2. 向量的减法

3. 数与向量之积

4. 向量的数量积

5. 向量的向量积

a. — b = {<2 j 一 a2 ,bx 一 b?心—c2}.

ka = {ka},kbx ,kci}.

a • b =axa2 bxb2 + Cjc2.

z J

a2 b2

【注解】
1.向量的数量积具有如下性质:

（l）a • b —b • a.

a X b =
Ci ax

C 2 a 2

(2) a • a = | a |2 ,且 N • a = Q 充要条件是 a =Q.

(3) a • b — O^a 丄 b^a1a2 + &i&2 + <?^2 = 0.

2.向量的向量积具有如下性质：

(l)a  X b — — b X a.

5

—*► —» —► —* —* a b c
(2) a X b = 0U>a // —-=t~= —(a2»&2^2 均不为 0).

a2 b2 c2

(3) a X b丄N且a Xb丄b・

(4) 设由；和&构成的三角形面积为\aXb | = 2A(如图10-4).

第二节向量的应用

—、平面

1.平面方程的点法式方程

设Mo©。，夕o，z。）€兀，又非零向量n — {A ,B ,C}丄兀，则平面tt的方程为 

k :A （j:—工0）+ -B （j/ —夕。）+ C（z — z°）=0.
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2. 平面的一般式方程

兀:Ax + By +Cz+D=O,其中n — {A ,B ,C}为平面兀的法向量.

3. 平面的截距式方程

设平面兀与三个坐标轴的交点分别为A(a,0,0),B(0,6,0),C(0,0,c),其中a,b,c为非 

零常数，则平面兀的方程为兀：三+寻十三=1.
a b c

4. 平面的三点式方程

设 A(<21,61,c1),B(a2,62，c2),C(<23^3，C3)为不在一条直线上的三点，则 A ,B ,C 唯一 

确定平面兀，平面的法向量为n=ABXAC,利用点法式易求出平面方程.

【例】 设 A(1,O, -1),£ (2,1,2),C(—1,1,3),求由 A,B,C 确定的平面.

【解】AB={1,1,3},AC = {-2,1,4},因为乔与忌不平行，所以A,B,C唯一确定平 

面,n =AB X AC = {1, — 10,3},则平面方程为

7T: (jr —1) — 10(y—0)+3(n + 1)=C)9 即 tv -jc — 10j/ + 32： + 2 =0.

二、 直线

1. 空间直线的一般式方程

[Aw + B ij/ + Ciz + Di =0,

+ B2y + C2z + D2 =0.

2. 直线的点向式(对称式)方程

设向量s = {m ,n ,p} // L,点M 0 (x 0 ,y0 ,z0) € L ,则直线L的点向式方程为

r — -r0 _y ~ yo z — z0L :----------=---------- =---------- .
m n p

3. 直线的参数式方程

pc = j:0 -\~mt,

空间直线的参数式方程为y0 ~\~nt,其中亍={m,n ,p} // L ,M0 (x0 ,y0 ,z0) W L.

[z = z0 + pt,

三、 特殊曲面

(一)旋转曲面

1.二维空间旋转曲面

(1) 设曲线L ：巴° 。'为xOy平面内的曲线，则曲线L绕匚轴旋转而成的曲面为

= 0

爲：于(工 9 士 Vy2 z2 )=0；

(2) 曲线L绕夕轴旋转而成的曲面为厶：/(±^2 +z2 ,3/) =0.
(2 $2

【例1] 求曲线分别绕工轴和y轴旋转而成的曲面.
[z =0

2 2 2
【解】L绕E轴旋转而成的曲面为:—兀+ yy + yy = 1 9
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2 2 2

L绕y轴旋转而成的曲面为％： — +务 —=1・
aba

2•三维空间直线旋转曲面(以直线L绕z轴旋转为例)

设为三维空间的直线，直线L绕z
m n p

轴旋转而成曲面方程的求法如下：

设L绕z轴旋转而成的曲面为》，如图10-5,任取M(x,y,z) 
G 所在的圆位于L上的点为M0(^0,v0,z) 6 L,圆心 

为 T(0,0,z).

由 | MT |=| Mo T | 9得/ + y2 =^o + 讥’因为 Mo€ L：所以 L：---------

图 10-5

_ b z — c 伽侣 m me 〃丄 / nc
 = ，解侍工o = —z + a 9 y0 = —n + b-------  

n-----------p-------------------- P P--------------- P P
所求的曲面方程为

n nc \ 2
—n + b I 
P P '

2
+2：^2 +j/2 =i

m me
——z + a-------
P P

【例2] 设]：—)=沁学=手,求直线L绕z轴旋转而成的曲面方程.
Z ——1 1

【解】 设L绕z轴旋转而成的曲面为》，如图10-5,任取M (工，夕，z) 6 2,M所在的圆 

位于 L 上的点为 M o(_zo，j/o，z),圆心为 T(O,O,z),由丨 MT |=| Mo T | 得 x2 + y2 =x^ +3^0.
--  ] I ]

因为 Mo Cjc0 ,y0 ,z) 6 L,所以 L： —— = -—=〒，解得 Ho = 1 + 2z ,y0 = — l — z ,
Z ——1 1

则所求的曲面为 S :j:2 + 歹2 = (1 + 2z)2 + (— 1 — zY，即 2 -.x2 + y2 = 5z2 + 6z + 2.

(二)柱面
1. 母线平行于坐标轴的柱面

(1) 5 ：/(j? ,y) =0为母线平行于z轴的柱面；

(2) 工/(y ,z) = 0为母线平行于工轴的柱面；

(3) 2 : fCz ,x ) =0为母线平行于y轴的柱面.

2. 投影柱面

—°，为空间曲线，过匚且平行于z轴的柱面方程为[中

\G(x ,y,z) =Q \G(x ,y,z) -0

消去z而得到的方程H(工，》)=0.

【注解】
/•&,，)= 0在二维空间表示曲线，而在三维空间表示母线平行于N轴的柱面，

ya，，:
\z=0

)=0，
表示三维空间中位于工0夕平面内的曲线.

四、距离

1.两点之间的距离

设两点Mx ,M2的坐标为M](攵1 ,)1，G ),皿2(Z 2 ,夕2，?2)，则这两点之间的距离为

d = 5/（22 — Hl）' +（夕2 — Al）' +（乂2 — GF •
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2. 点到平面的距离

设点Mo (a-0 ,y0 ,z0),平面兀:Ax + By + Cz + D = 0,则点Mo到平面兀的距离为

I Ah 0 + By0 + Cz0 + D |
a =--------- . ------- .

a/A2 +B2 +C2
3. 点到直线的距离

n
设点MoQ。，％,?。），直线L：" _厂=121 = = ,则点M。到直线L的距离为 

m n p

7 XM0Mj
d

忖
，其中皿1（工19夕19之1）G L ,~s = {m ,p}.

【例】 求点Mo（l,-l,O）到直线「三辛=斗=刍卫的距离.
—1 1 Z

【解】Mi（2,0,— 1） G L, * = {—1,1,2} 〃L,

M0M, ={1,1, -1}, M0M1 X7 = {3, -1,2},则点 Al。到直线 L 的距离为

X 7

4. 两平行平面之间的距离

设 ” ：Ax + By + Cz + Di = 0,兀2:Aj? + By + Cz + D2 = 0 为两平行平面，贝U平面 口 

与心之间的距离为〃=j

a/A2 +B2 +C2
5. 两异面直线之间的距离

X 一 X ! N——N]
设Li :

P1
L2 工—02 y — yz z — z2

m2 P2
为两条直线9S］ = {加1，

夕—夕1

m ] 3

兀］"1}化={观2皿2，化}分别为L］和L2的方向向量，M 1（力1，夕1，2：1）C L ! ‘M?（工2，y 2，?2） 
e L2,则直线L］与s的位置关系如下：

（1） 当（si X 52） • MjM2 = 0 时，Li 与 L2 共面；

（2） 当（si X 52） • MjM2工0时,Lj与L2异面，当Li与L2异面时,Li与L2之间的距离为

.I （si X52） •MjMz I
d —> —a •

X52 I

五、夹角

1. 两向量之间的夹角

设云,0为两个向量，则的夹角为0 = arccos F〔 
kIH

2. 两直线之间的夹角

设 L1：^—
m ]

Z——N1

P\
L2 工―力2 y — yz z — z2

m2 n2 P2
为两条直线

y — %

nx心={m2 ,n2,p2}为直线L）和L?的方向向量，则L】和L?的夹角为
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I「可
9 — arccos

Si S2

3.两平面之间的夹角

设兀 1 ：?11工+ Bj+Ciz+Di =0,兀 2：人2工 ++D2 =0 为两个平面，九1 = {Ai,

B1,C1},n2 = {A2,B2,C2}为平面兀i和兀2的法向量，贝!I平面兀1和兀2的夹角为 

|站・罚

6 = arccos
九2

4 •直线与平面之间的夹角

设直线 L :-------- -----------—=----- ，平面兀:Ax + By +Cz + D=0,s — {m ,n , p}与 n
m n p

= {A,B,C}分别为直线L的方向向量和平面兀的法向量，则直线L与平面兀之间的夹角

17 • n |

为 cp = arcsin -；~~ •

重点题型讲解

题型一向量的运算与性质

【例1] 设加为两个非零向量，夹角为中，其中旷为单位向量，求忸
a xb

a xb
【解】 lim

L 0

2 a

=lim
x-*0

1

方+ 2 - a 2
1

工（|乙+工方| + | a | 1 2N
2xa • b + 工 $

i lim
•Zf 0 x 2I a

lim
x->0

7t V2~ 

•C0ST = T-

1 [. 2a:a • 6 + j;2
——r lim
f x-*0

【例2}

【解】

计"_ _ _ _

设方9方为非零向量9且a + 36 _J_ 7a — 5b 9a — 4b _J_ 7a — 2b 9求向量了』的夹角. 

设向量庁』的夹角为久由a 3b J_ 7a — 5b与a — 4b丄7q — 2乩得

+ 16a • b 一 15 I 6
f + 3?）（7「5?）=0,整理得

（a — 46） （7a 一 2b） = 0, —30a • 6 + 8 I 6I7'a
2 =0,

3或

=0 9

a a -xb

X
2

X

X

a

a

2

• 222 •



«第十章向量代数和空间解析几何丹

7\a\ -30 a

I7 ：+ 16 N
1 2

COS0 = + 9故0 =扌・

• I 6 I cos0 — 15 | 6 I =09

• I 6 I cos0 + 8 I 6 I =09
解得COS0 代入上式得Fl = ” I，于是

题型二平面方程

【例 1】 设有三点 A(1,0, 一 1),B(2,1,3),C(3, — 1,2).

(1) 判断三点是否共线；

(2) 若三点不共线，求过三点的平面方程.

【解】(1)乔 ={1,1,4},忌 ={2, — 1,3},因为两向量不成比例，所以三点不共线.

(2)所求平面的法向量为n =AB X AC = {7,5, — 3}, 

所求平面为兀：7(无一1)+5》一3(n + 1) = C)9 即 7T: lx +5』一 3z — 10 = 0.

【例2】设「屮=宁=咛,12：宁=屮=卩求经过直线。且平行于 
1 u — 1 Z 1 1

l2的平面方程.

【解】s 1 = {1,0, — 1},$2 = {2,1,1},所求平面的法向量为 n =Si X 52 = {1, —3,1}, 

因为平面经过直线L]，所以M(l,2,3)为所求平面上的一点，则所求平面为

兀：(z — 1) 一 3(j/ 一 2) + (z — 3)=0,即 re -X — 3y+ z + 2= 0.

【例3】求经过兀i：z + $ + 1= 0与兀2：h+2$+2z=0的交线且与平面心：2攵—y — 
z =0垂直的平面方程.

【解】 方法一 过心与兀2的平面束为

兀'：攵 + 夕 + 1+入(z + 2y+2z)=0,即兀'：(入 + 1) J； + (2A + 1 )j； + 2Az + 1= 0,

因为兀'丄心，所以U + 1,2A + 1,2A } • {2, -1,-1} =0,解得入=*,

3
故所求的平面为兀'：牙工+2y + z + 1 = 0,或兀'：3工+4y +2w + 2 = 0. 

方法二 设平面兀1与兀2的交线为L,显然Mo(O, - 1,1) e L.

直线 L 的方向向量为 7 = {1,1,0} X {1,2,2} ={2, -2,1}, 

所求平面的法向量为 «={2,-2,l}X{2,-l,-l}={3,4,2}, 

所求的平面为 tt'：3(_z — 0)+4(_y + l)+2(z — 1)=0,即兀'：3工 +4y + 2z + 2= 0.

【例4】 求经过巴(5, — 4,3),巳(一2,1,8)及直线L：£==乙二占=-^与平面兀：
1 — 1 — 3

x — y + z = 0交点的平面方程.

卩=2 + /,
【解】L的参数方程为L：K=l-t,代入平面7T：工一y+z= 0得t=l,故直线L与平

[z = — 3t.

面7T的交点为P3(3,0, — 3).
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P]P； = {—7,5,5},J\P； = {—2,4, —6},所求平面的法向量为 

n =P i P 2 XP! P3 = {一 50, 一 52, — 18} ?

所求的平面为 7Tz ：50(j? —3) + 52()— 0) + 18(z + 3) = 0,

即兀'：25工 + 26》+ 9n — 48 = 0.

题型三直线方程

【例1] 求直线L :1 =¥ = ~3~在平面兀："一夕+2之一5=0上的投影直线.

2—1 =2
2 1 — 2j/ — 1 = 0»

【解】 直线L的一般式方程为L」 ( 即L： ° 厂
|x — 1_n + 1 【3工 一 2n — 5 = 0.
| 2 = 3 '

过L的平面束为*：(工一2夕一1)+入(3工一2之一5) = 0,即

zrz ：( 1 + 3A — 2y — 2入z — 1 一 5A =0.

由{1 + 3入9 — 2 * — 2A } • {19 — 1 ? 2} = 0得A = 3 »则所求的投影直线为

仗 一)+2n — 5=0, 
Lo： °

丨5工一y — 3n — 8 = 0.
jr —I— ] yi --  3 Z

【例2] 设空间点人(一1,0,4),平面兀：3工一4y+z + 10=0,直线L：—-—=—-—=—,

求一条经过点A与兀平行且与L相交的直线方程.

【解】 设过点A平行于平面兀：3jc — + z + 10 =0的平面为7rj ：3攵—4j/ +z + D=0.

将点 A (— 1,0,4)代入兀 i 中得 D = — 1,即兀i：3z—4y+z — l=0.

[x = —1 +1,
令 L-.\y= 3 + t,代入心得/= 16,则L 与心的交点为 B(15,19,32),AB- {16,19,28},故 

L = 2t,

所求的直线为匚：三字=三=害.

题型四距离与夹角

It — y — n + 1= ()9 —
【例1】 求点M(l9-192)到直线L： 的距离.

\2jX — y z — 2=0

【解】 显然M0(1,1,1) 6 L,直线L的方向向量为

s = {1, — 1, — 1} X {2 , — 1,1} = {— 2 , —3,1},

直线L的方程为「斗=屮=匸£
Z o — 1

I------ > J IJ , M?M X 7
设点M到直线L的距离为d ,由| M(,M X 5 | =| 5 I •/得〃=----- pn--------
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【例2]求两异面直线L.:宁=斗 与s ：三=牛=千之间的距离.
4 — o 1 一 / 9 L

【解】S] = {4 ? — 3^1} // L]9 52 — {— 2 ? 9 ? 2} // 1>29
Al](9, — 2,0) W Li , M2(0, -7,2) E L2,

Si Xs 2 = {— 15 , — 10,30}, M}M2 = {— 9 , 一 592}.

因为(5i X s2)・MiM2=245 H0,所以Li与L2异面.

过M 作直线L:〃 L|,则L〔与S所形成的平面为

兀：一15(工—0) — 10(，+ 7) + 30(z — 2) = 0,即 n : 3jc + 2y — 6z + 26=0,
Li与L2之间的距离即点Al】到平面兀的距离，故所求的距离为

丿 |3X9 + 2 X (—2) — 6 X 0 + 26 |
d =----------- / ---------- =乙

79+ 4+ 36

【例3】设。：咅=咛2=二^丄2：{求直线°与L2的夹角.

—1 乙 —1 I2y+z —4=0,
【解】 设直线J与/九的夹角为0,

s 1 = { — 1^2? — 1} ? s 2 = {】9 — 1 ? 0} X {0 2 ? 1} = { — 19 — 1^2}?
由COS0 =卜| | +得夹角8 =号.

klk 2 3

题型五旋转曲面

【例】(1)求直线L ：三二=¥ =彳绕z轴旋转而成的曲面方程；

(2)求曲面位于N=0与N=1之间的体积.

【解】(1)设L绕Z轴旋转而成的曲面为X,任取,y,N)e 所在的圆位于L上 

的点为M°Qo，%,n),圆心为T(0,0,n),由丨MT |=| M0T |得工2+/=乳+桃.

因为Mo (jc 0 ,夕0 9N)G L ,所以 —=¥=彳9解得工。=1 + 2n,»o = s于是所求的曲 

面为 2 ：j： 2 y2 = (1 + 2^)2 + / 或 S 2 -y2 =5z2 +4z + l.
(2)任取n e [0,1],设m(d，n)e 2为曲面上一点，则

A(n) = 7tr2 = 7T(Jf 2 + J/2 ) = 7T (5z2 + 4z + 1).
于是 V = f A(N)dz=7r[ (5n? + 4z + 1 )dz =竺壬.

Jo J 0 3
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第十一章 曲线积分与曲面积分
（数学二、三不要求）

考查要求]

1 .理解两类曲线积分的概念，了解两类曲线积分的性质及两类曲线积分的关系.

2. 掌握计算两类曲线积分的方法.

3. 掌握格林公式并会运用平面曲线积分与路径无关的条件，会求二元函数全微分的原函数.

4. 了解两类曲面积分的概念、性质及两类曲面积分的关系，掌握计算两类曲面积分的方 

法，掌握用高斯公式计算曲面积分的方法，并会用斯托克斯公式计算曲线积分.

5. 了解散度与旋度的概念，并会计算.

6. 会用曲线积分及曲面积分求一些几何量与物理量.

第一节曲线积分

一、第一类曲线积分（对弧长的曲线积分）

1•问题的产生一一曲线段的质量

设L为:cOy平面内有限的曲线段，其线密度为Q（z,y）,求其质量〃的过程如下：

⑴将L分为n个小的曲线段，记为As! , As2，…，△$” ；
n

（2） 任取（& ,0 ） 6 ,则 Am；壬 pE ,r）i ）△$】（,=1,2,…，“），于是 m ~ 另q（& ,耳,）△$',；
/ = 1

n

（3） 令入=max {△、” } 9则加=lim （& 9 ", ）△» ・
lWiW” A-*0 ,=]

2.对弧长的曲线积分的定义

设L为工O夕平面内有限的光滑或逐段光滑的曲线段，函数）在曲线L上有界，将L
n

分为n个小的曲线段，记为、，2，…‘△$”，任取（& ,0）G ,作另fd，耳Q氐Si ,令A =
i = 1

n

max {As；},若lim （W, , , ） As,存在，称此极限为函数fCx ,y）在曲线段L上对弧长的曲线 
W” A-*0 ：=]

积分，记为[fCx ,3/ ）ds ,即 f f （g ,.y）ds = lim
J L J L A—0 ：=]

【注解】
（1） 对弧长的曲线积分,y）ds与L的划分及点的取法无关.

（2） 若,y）在L上连续，则| /（jt ,y）ds 一定存在.
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3.对弧长的曲线积分的基本性质

(1 )J \_af{x 9y) + bg (jc , 3/ ) ] ds =a f (jt ^y)ds + g(x yy)ds.

(2)J f{x Q)ds = fCx T )ds +
Li

(3) l ds =/，其中Z为曲线L的长度.

(4) 若曲线L关于y轴(即关于变量工)对称,为位于夕轴右侧的部分, 

若 / (—,y)，则J f(x , y) d.s- =0；

L
f (h ,y)d.s,其中 L =L] + L2.

2

若 /(— x =/(jc ,y),则 | 9y)ds =2) ,y)ds.
Li

(5)若曲线L关于工轴(即关于变量y)对称,Li为位于工轴上侧的部分, 

若 f(x , — y) = — f{jc ,y),则[f(jc >j»)d5 =0；
X 9

(6)若L关于直线y =_z

/.

L

f (w y) ds.

对称，则J _/(工，夕)& =

4•对弧长的曲线积分的计算方法

(1)特殊代替法

/ (jy 9 jc ) d s ・

【例1】计算「(工2 — 2i + 3j/)ds,其中L：H2 =1.

【解】 由对称性与奇偶性得I =J (*z2 — 2xy + 3j/2 )d.s = (工2 + 3y2 )ds・

因为L关于直线夕=工对称，所以/= (/+3工2)ds.
L

于是21 = (<z 2 + 3y2)ds + J (J；? + 3无 Jds =4〔 (j?2 y2)ds = 4 | ds
/.

8tt 9

故 / = J (z 2 — 2j：y + 3j/2 )ds = 4兀・

(2)定积分法

情形一
'b

设L ：y 卩(_z ) (a W工£ 5)，贝卅/ (, j/) d.s =兀工，爭(工)]丿1 +卩"(工)山. 
J L J a

情形二 设L： 则
j =0(r),

【例2］

),0(/)］丿卩‘2(刀 +0，2(刀曲.fd )ds =J L -

计算［工eE^dN,其中L为第一象限中由工轴,_y=工及= 4围成的曲线段.

【解】令 L1 ：y =0(0 £ _z W 2)，/边：
x = 2cosZ 9 
y = 2sinZ

0W/W 于)，匸3：夕—X (0 €工 £施),

则 L = L ] + L 2 + L 3,

由 工"+，ds =

J工2守 i 2x e ds = e
L2

*2

x ex djr =(无—1) er | o = e2 + 1,
0

x ds = e2
L2

>2L

2cosZ • 2dz = 2 V^e2 9
o
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[He 心+‘ ds = [ _ze屁 ds = fjce屁• Qch =丄 dr =兰土^，得 

J 5 Jl3 Jo 72J 0 72

I =(1 +普)G + l)+2 屁 2.

【注解】
计算第一类曲线积分一般按如下步骤进行 ：

(1) 检查是否可将边界曲线方程代入被积函数；

(2) 检查是否可以使用奇偶性；

(3) 写出曲线方程的适当形式(直角坐标或参数方程)，转化为定积分.

二、对坐标的曲线积分(或第二类曲线积分)

1•对坐标的曲线积分问题的产生——做功的问题

F(1)在大小和方向都不变的力F的作用下物体沿水平方向从点

A移动到点力对物体做功为W=| F | . | AB | cos^ =~F ・X5,其

中0为万与乔的夹角.

I .厂" .
A B

图 11-1

(2)二维空间物体在变力作用下沿有向曲线段做功

设F (j： ,y) = {P(j：,y),Q(j：,y)},L为xOy平面内的有向曲线 

段，物体在万(工，了)的作用下沿L从起点A到达终点元素法求力所 

做的功的方法如下：

取石 U L ,其中 ds = {dr },则 dW= F (j? ,y) • ds = P(jc ,y)dr +
QCz,y)d_y,于是 W= [ PCz,y)dz+ QCz,y)d；y. 图 11-2

(3)三维空间物体在变力作用下沿有向曲线段做功

设 F (jc = {P(jc ,z) ,Q(x ,y ,z) ,R(jc 为三维空间的有向曲线段，物

体在F^,y,z)的作用下沿L从起点A到达终点元素法求力所做的功的方法如下: 

取 U L ,其中 = {dz , djy , dz },则

dW = F (jt，夕,z) • d7 = P (z ,y ,z)dj; + Q(h ,y,N)dy + R(z ,y,z)dz,
于是 W = ] P (,y ,z)djr + Q(J7 ,y ,z)dy + R(_z ,y,z)dz.

2.对坐标的曲线积分的定义(了解)

(1)( 二维空间)L为工Oy平面上的有向曲线段，函数P(x ,y),Q(^ ,y)在L上有界，若 

limf 存在，称此极限为函数P^x,y )沿有向曲线段L对坐标工的曲线积分，记

—0 1 = 1

为]P(uy)cLz9即 | F (jc )dj? = lim 空 P (z , n z) A j? ,•；
J L J L A->0 /=1

n

若存在，称此极限为函数QQ,y)沿有向曲线段L对坐标夕的曲线积 
z ； = 1

分，记为[Q(h )dy ,即]Q(h ,_y)d_y = lim 乂 Q(& , n, )Ajz, , [ P{x ,j»)dz + [ Q(H,y)dy = 
J L J L A—0 ; = 1 J L J L
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PG 9y）（Lr + Q（jc 9，）曲・

（2）（三维空间）L为三维空间的有向曲线段，函数P（d，n）,QQq,n）,RQq,n）在

L上有界，若lim»G，存在，称此极限为函数PCx,y,z）沿有向曲线段L对坐
—0 , = 1

标工的曲线积分，记为J P （.j: iz )dz 9 即 P(j? 9y 9z)dx = lim > P (&诃,,「)△,;
—0=1

若limYQG，存在，称此极限为函数Q（x,y,z）沿有向曲线段L对坐标夕的
—0 i = l

曲线积分9记为[Q（jc 9y 9z）dy ,即[Q（h 小，N）d.y = lim £ Q（& 皿 9「）△，：；

z, = i

若limYR（&,0，G）S,存在，称此极限为函数R（x,y,z）沿有向曲线段L对坐标z的
z . = 1

y yz'fdz = lim / (乞，久，「[△z：.
z ,=]

曲线积分，记为J R（.t ,y ,z）dz ,即| R （j?,
L

P (x ,y ,z)6.x +| QCx ,y ,z)dj/ + | R {x ,y ,z)dz =
J L

R (z jz)dz.
3 •对坐标的曲线积分的性质(以二维空间为例)

_ P (J： ‘jOdz + Q(h )dj/ = —J P {x ,3/ )dj? + Q( j： ,y)dj/・(1)

P(D，n)cLz + QCt )dj/ +

（2）j P（h ,y）（lz+Q（_z ）dy = 

其中 L=L] +L2.
4.二维空间对坐标的曲线积分的计算方法

（1）定积分法

情形一：设L：y=9（_z）,其中起点对应攵=<2,终点对应z =b，则
[* [* b

{P [jc，卩（工）]+ Q[h ,卩（工）]卩'（工）}（1工.

P(jc』)dz +Q(jc ^y)dy +
5

P(j; »j/)dz +QCr 9；y)dy 9
L2

P (工 9；y)(lz + Q(h ,3/ )dj/ = 
L ・

L

情形二:设L：
"—卩：['其中起点对应t =a，终点对应t ="，则

= e （t ） 9

P (j: Q)dr + Q(h 9y)dy = L * {P [爭(t),0(r)]卩'(/) + QB(t)，0(/)W(t)}dt・

【解】(1)J Cy + l)djc + (2 工—1 )dj/ =

【例1】 求寸(y + l)dz + (2无一l)dy 9其中

(1) L 是从点 O(0,0)经 y =x 到点 A (1,1)；

(2) L是从点O(0,0)经y =兴到点A(l,l).

+ 1) + (2jc — l)]dz =
0

3jc dj? =
0

(2) I (3^ + l)dz + (2«z — l)dy = \ [(j:2 + 1) + (2工—1) • 2h](1z
J L J 0

=I (5jc 2 — 2工 + 1) dr =
J 0 3

【例 2] 求「（2j/ + l）cLz +（2工一3）dy,其中
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(1) L
(2) L

【解】

是从点O(0,0)经》=工到点A (1,1)； 
是从点O(0,0)经y =x2到点A(l,l).

(1) [ (2j/ + 1 )dj? + (2jc 一 3)dj/ = f [(2«z+l) + (2 工 一 3)]dj? 
J L J 0

=(4j? —2)dz=0；
J 0

(2) (2y + l)clr + (2工一3)dy = [(2j?2 + 1) + (2工 一 3) • 2jr]cLz
0

(6jc2 一 6jc + l)djr =0.
0

(2)二重积分法(格林公式)

定理设D为工0》平面上连通的有限闭区域，L为闭区域D的正向边界，函数尸(工，夕)， 

QQ ,夕)在D上连续可偏导，则

> F (jc ,3/ )djr + Q(D)dj/ TH薯—詈)也如
D 丿

【注解】
⑴若L为D的负向边界，则J P(x ,y)dx +Q(x ,y)dy =

(2) 若曲线L不封闭，可以补充曲线段再使用格林公式.

(3) 若区域D内有P(x ,y),QC^ ,y)不连续可偏导的点，一般挖小区域，再使用格 

林公式.

(3)曲线积分与路径无关的条件

定理 设D为单连通区域，函数在区域D内连续可偏导，则下列四个 

命题等价：

①曲线积分J P Cx ,3/ )d:r +Q(_z,y)dj/与路径无关.

②对区域D内任意闭曲线C,有p P(H,y)d_z +Q(_z,y)dy =0.

③区域D内恒有空
(柯西一黎曼条件).」八 …，一 一右 3夕

④在区域D内存在二元函数u (j; 9夕)，使得du (j:,夕)=F (jr 9丿)山+ Q(jc 9y)dy.

【注解】
(1 )若-T—三——，则曲线积分可表示为 dx oy

P(J?，夕)cLr + Q(h =
‘5 )

P (a? 9y)dx + QQ 9y)dy
(工％

P (z ,了0)d>z +
0

Q(z i，夕)加 
y。

>1

如：十夕吐+Q +2)旳，其中L为从点0(0,0)沿曲线夕=川到点A(l,l)的有向 

曲线段，
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P(x,y)=y,Q(j： ,y) =x +2,因为学三罕
ox oy

=1，所以J yAx + (j: + 2)d3/与路径无

关，于是
1

(0dz+| (1 + 2)dj/ = 3.
0

ydz + (工 + 2)旳=
J L *

do 9P
(2)若一三-r-，且存在 u (x 9y) ” 使得 du (x Q) = P (x 9夕)cLr + Q(j?，歹)dy，则OX oy

P {x，夕）dz + QQ，了）dp =
5)

P Qx 9y)dx + Q(z ^y)dy

I 5 w 

：(z，夕)
I %%

)

= ,夕1)— U{X q 9^0)•
)

如： xy2 dz + 2j/dj/ ?其中L是从点（1，2）沿y =攵'+ 1到点（2，5）的有向曲线段,

1 2 2

xy2^x + j?2dj/ =*工2了2 |

因为 xy2 dx x 2 y^y — d

所以
(2,5)

J L
do dp |

(3)右 ~—=——，贝 0djc dy

(1,2)
=4&

(jT ,y)

P (x >j/)dx + Q(h y)dy
%,)o)

P （工，？（））dz +
0

Q（H，夕）旳・
%

7C 7 p
（4）对微分方程P（x 9y）dx +Q（jc — 0,若三〒■，称该方程为全微分方程.

ox oy
QQ dP

因为一=〒• 9所以令况（g，丿）= 
dx dy

(工，))

P (x 9y)dx + QQ 9 y)dy 9 
(%,%)

有 P (jc，j/)(Lz + Q(z y)dy = du (x 小)，故原方程的通解为 u (j: ,y) =C. 
如:求解(xy1 + y)dz + Cx2 y + x — 2j/)dy =0.

P (jc 9?) —xy2 + y， Q(jc 9j/) =x2 y x — 2j/,
30 3P 

因为~-三~~ = 2工y + 1,所以该方程为全微分方程， 
ox dy

{xy2 y)dj： + (乂2夕 +无一2y)dy = 0 得

{xy2 x2 ydy) + (jzdx + jc ) — 2ydy = ()9 或 y2 + xy — y~ =0,

故原方程的通解为-^-x2y2 + xy — y2 =C.

【例3} 设曲线积分］xy2 Ajc +普（h ）dj/与路径无关，其中cp连续可导，且卩（0）=0,计

「（1,1）

算 xy2^jc y（p（x）dy ・
J （0,0）

【解】 令P （x 9y） =xy2 ,Q（h q） =y（p （z ），因为曲线积分与路径无关，所以3^ =*■ 9即 
dx dy

ycpf Qx ） = 2xy 于是卩'（工）=2工，解得 cpO =x2 + C，由 cp （0） = 0 得 C = 0,故卩（＜z） = jc 2.
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「（1,1） 『（1,1） 1 I （1,1） ]

xy2dx + y（p{x}^y = xy2dx Jc2y^y ^~oc2y2 =百.
J （0,0） J （0,0） Z I （o,o） Z

（4）两类曲线积分之间的关系

J P （«z，夕）dz + Q（h 9夕）dj/= J [P （j: 9y） cosa + Q（jt ,y）cosj3]ds ,

其中cosa ,cos/3为曲线L上点（z,》）处的切向量的方向余弦.

5.三维空间对坐标的曲线积分的计算

（1）定积分法

=<p(t),
设 L ,(起点 t =a

[z =00 (t)

，终点t=B）,则

P(.X ,y ,z)dx + Q(z,y,z)d；y + R(jc ,y ,z)dz J {P[爭（t） ,/（t）,s（£）]伞'（/）+

Q [卩(t),0(/),a» (/)]/'(/)+ R [爭(/),/(/),3 (/)]•'(/) }ck.
(2)斯托克斯公式

定理（Stokes公式）如图11-3,设工是有侧有限的光滑曲面丄

为其边界Q的侧与L的方向按右手准则确定，函数PQ
y,z）,R（x,y,z）在有侧曲面丫上连续可偏导，则有

,z )djr + Q(jc,；y,z)dy + 尺(工，夕，2：)血

■S

dj；dz 
a 

dx
P

dzdj? dj; dy cosa COS0 cosy
a fT a 3 a
齐 -11 dx 3y 齐 dS,

R P Q R

_y ,z) ,Q(z ,

其中cosa ,cos/? ,cos/为曲面工上一点Cjc ,y ,z）处的法向量的方向余弦.

第二节曲面积分

一、对面积的曲面积分（第一类曲面积分）

1.设艺为空间有限光滑或逐片光滑的曲面，其面密度为p{x,y,z）,求曲面的Y的质量加

（1） 经典积分思想

第一步，将工划分为n个小曲面ASi ,Z\S2,…，ZXS” ；
n

第二步，任取（& ,0,「）e AS,（1 <£ <n）,则加 ~ 工 Q （“，“，「）Z\S：；
i = l

第三步，设入=max {ef, },其中dt为的直径（1 W i冬"），则
1 

n

m = lim （^, ,7]{，^, ）AS,-.
—0 i = l

（2） 元素法思想

第一步，取dSUX； r
第二步，d?zi =p（z ,jz ,z）dS ；
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第三步，加(工，夕，z )dS.

2.对面积的曲面积分的定义

设》为空间有限曲面，函数f(JT ,J/ ,Z)在曲面X上有界，将工划分为Z2个小曲面ASi ,

△S2,…，AS”，任取("，"，，「)e AS,(1<z-<77),作工令入 =max{/,}，其 
w”

n

中d,为亠的直径，若,0 ,「)出，存在，称此极限为函数/'(工，夕，z)在曲面工上
z , = i

对面积的曲面积分，记即

JJf (z ,y ,z)dS =lim£y(乞，0 MS,.

s z -' = i
3. 对面积的曲面积分的基本性质

(1) |TCa/(jr ,y ,z) +bg(_z ,y ,z )]dS ==ajJ/(jr ,3/ ,z )dS + "Jg(# ,z )dS.

2 工 工
(2) jJ/(jr ,z)dS ,y,z)dS ，夕，z)dS,其中 S =SX + 22-

(3) ]JdS=A,其中A为曲面X的面积.

(4) 设丫关于#0》平面(或变量z)对称Qi为工位于H0y平面上方的部分，

若 f^x,y, — z) ―― f{x ,y jz)，则 JJ/Xh ,3/ ,z )dS = 0 ；

若 /(jc ,y, — z) ~/Cjc ^y^z)，则JJ7(h ,3/ ,z)dS = ,z)dS.

设工关于yOz平面(或变量工)对称为工位于yOz平面前侧的部分，

若 /(— ，:y,z) = — f(x，夕，z)，则 jJ/Xz，夕，z)dS = 0 ；

若 /(— j; ,y ,z) =/(jr ,y,z),贝 qjjf (jr ,y ,z)dS = 2^/(^ ,3/ ,z )dS.

设工关于hOz平面(或变量))对称为》位于hOz平面右侧的部分，

若于(工，—y ,z) — — fCx ,y ,z)，则，夕，z)dS = 0；

若 f(x , — y ,z) = /(je ,3/ ,z) ,3/ ,z)dS ,y ,z)dS.

4. 对面积的曲面积分的计算方法

(1)特殊代替法

【例1】 计算1=『(2工+# + JdS,其中》是平面| + ^- + j = l在第一卦限的部分. 

【解】T 加 +^ + z)dS=4f(f + | + |)dS=4fdS=4A,

工 工 工
令 A(2,0,0) ,B(0,3,0) ,C(0,0,4) ,AB = {-2,3,0} ,AC = {-2,0,4},
AB X AC = {12,8,6},则 A = * | AB X AC | =用，
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故 / =jj(2工 + ^- + z)dS — 4 WT.

(2)二重积分法

dzdy ,于是设》：z =<p(z ,y),其中(jc ,y) G D,则 dS =

JJ/(jc ,3； ,z)dS =』/[工，:y,卩+

2 D
【例2】求I =JJzdS ,其中Y为x2 y2 +小=1被z = Jx2 y2所截的顶部.

___  [j?2+j/2+z2=l, ] 
z=^T7 得兴+3/2

2=1,
T

【解】由

于是 X ：z = a/1 — x2 — y2 ,(^,》)G D,其中 D ： j? 2 + 3^2 ,

于是 1 =rdS =』^-^-y2 ・ z 2......-7d^ =1K =i-
2 D V 1 ~ ~ y D

二、对坐标的曲面积分

1.对坐标的曲面积分问题的产生一一流量

设丫为有侧曲面，流体的流速为v = {P Cx ,y ,z) ,QCjc，夕，z),R(h ,y ,z)}，单位时间内流 

过指定侧的曲面的流量①的元素法计算思路如下：

(1) 任取 dS = {dy dz , dz dz , dr dy } U X ；

(2) d0 =方(工，夕9之)• dS = P {x + Q (jc ^z)dzdj： + R(«z 9 3/ ) dj? dj/;

(3) 0 =jjd ①=jjp (jc ,3/ )dj/+ Q(«z , j/, dj? + R(e dy ・

2•对坐标的曲面积分的定义(了解)

设丫为有限的有侧曲面9函数P (j?，夕，N)9<2(H 9夕，之)用(乞9夕9之)在曲面丫上有界9
n

若lim》P(&存在，称此极限为函数PCx ,y,z)在有侧曲面丫上对坐标
—0 , = 1

y ,2 的曲面积分，记为JJp(JC ,y ,z )dj/dz ,即 Jp (z ,z)dydz = lim £ _P ( & ,弘，「)(AS,)并；

s s A^° i=i
n

若lim'Q(& ,“，「)(△$)*存在，称此极限为函数Q(x,y,z)在有侧曲面Y上对坐标 
—",=1

•z ,z 的曲面积分，记为 JJq(h，夕，z )dzdz ,即 JJq(h , j； , z ) dz dj; =lim £ Q (& ,7]j )(AS, )J2 ；

S 2 1° i = 1
n

若lim，「)(ZkS,)p存在，称此极限为函数,y ,z)在有侧曲面工上对坐标
—0 , = 1

x , y 的曲面积分，记为jjk (z ,z )dz dy ,即JJr (z ,z )dz dy =lim (^, ,7, » )(AS, )J，3,, 

• 234 •



±第十一章曲线积分与曲面积分斤

jj P （jr ^z）dydz +』Q（j?小 山）c!n（1z +』R （工 7 9北）cLz dy
2 2 2

=jj P （j? J，z）dpdz + Q（j? 9夕 9N）c!ncLz + R （h j，n ）dr dy.

3 •对坐标的曲面积分的性质

（1）JJ P dydz + Qdz dr + R dr dy = — Jj P dydz + Qdj? + K dj? dy.
2- 工

（2）Jj P dydz + Qd^dj? + R ckr dy
5

=H Pdydz + Qdzdx + RcLz dp + JJ Pdydz + Qd^djr + Rdz dy ,其中工="i +》2・ 
习 工2

（3）设工关于平面（或变量之）对称Qi为工位于无Oy平面上方的部分，

若 R（h 9丿9 一之）=—R（jj 9z） 9 则』RQ 9 夕 9 n ） dr djy = 2』J?（工,夕 9 n ） dr dy ；
2 习

若 R （工 9y 9 — n） =R（x 9»，n ）9 贝11』尺 S 9y 9z）dj? dy = 0.

设X关于j/On平面（或变量乂）对称Q］为》位于：yOz平面前侧的部分,

若 P （— x，夕 € ） — — P（X，夕 9之），则』P （工 dydz = 2jj P （ jc dydz

若P （— x，夕9之）=P Cx，艸之），贝【J』P （*r 9歹9之）dydz = 0.

设工关于hOn平面（或变量y）对称Qi为S位于scOn平面右侧的部分9

若 <3（工9 一艸之）=一<2（0 9歹9之）9 贝 Ojj Q （ j? 9, 9N）dz（lz = 2』Q （无 9》9 n ） c!n dr
2 工］

y z）dzdj? — 0.若 QQ 9 — y 9^） =（3（工9歹，之），则』Q（w 9
2

4 •对坐标的曲面积分的计算方法

（1）二重积分法

情形一对jjk（D 9N）dr dp的计算

① 设 S ：z =（P （x , y）,其中（工，夕）G Dry；

② 贝，夕，z）dzdy= 土 ，，爭（工，y）］dzdy ,若2上一点的法向量与z轴夹角为
S Dx

锐角，则二重积分前带“+”，若Y上二点的法向量与Z轴的夹角为钝角，则二重积分前带“一”• 

情形二 对JJ_P （工，y ,z）d_ydz的计算

① 设》：工—（p （y ,z）,其中（jy,z） C D yz ；

② 贝"JJ"#，，，厂曲血二士』P［i（p（.y ,z） ,y ,z^\dydz S _L 一点的法向量与鼻轴夹角为

2 d =
锐角，则二重积分前带“+”，若工丄一点的法向量与工轴的夹角为钝角，则二重积分前带“一”• 

情形三 对］）Q（H,y,z）chcLz的计算

2
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① 设 S ：y =(pCx ,z),其中(h,z) 6 Dxz ；

② 贝,y,z)ckd_z = ± JJ Q[x ,(p{x ,z) ,z]dzdjr ,若丫上一点的法向量与夕轴夹角

2 Dxz

为锐角，则二重积分前带“+”,若工上一点的法向量与夕轴夹角为钝角，则二重积分前带“一”. 

(2)高斯公式

定理(高斯公式) 设。为几何体,工为0的外侧曲面,PCjc ,y ,z) ,QCx ,y ,z) ,R(jc ,y ,z)在 

O 上一阶连续可偏导，贝+ Qdzdz +Rdzdy = JJ(/ + + 寻)血

【例 1】 计算 dz + (.jc2 y — z3 ) dz djr +(2_zjz + y2 z} 6.x <Xy ,其中 S 为 z = 

a/g2 — jc2 ~ y2和z = Q围成区域表面外侧.

【解】 如图11-4,由高斯公式得

jjjrz2 d^dz + Cx2y — z3 )dzdj? + (2jcy + 3/2z ) djr
V

=J(H+譽+券)氏=JJ(/+*+b)dQ
q 丿 n

=『de F d<p「r4 sin 卩 dr=^a5.
J o J o J 0 5

f y

【例2】计算0 (jr3cosa + j/3cos0 + z3cos/)dS，其中 S ： 

s

x2 + y2 + / =R2 9取外侧.

【解】 由两类曲面积分之间的关系得
图 11 一4

s

(x3 cosa + j/3 cos/3 + cos/ )dS = jc 3 dj/d^ + 3 dz dj? + n 3 dr d;y
s

Q

「2兀 Cn CR

y2 z2)dv = 3 d0 d(p r4 sin^dr
J 0 J 0 J 0

=6tc sincpdcp r4 dr 
J o J o

12itR5
~5

【例3】计算』

2

ax dydz + (z + a )2 dj? dj/ 甘出 l~z------- 2
------------------—zzzzzzzzzzzzzzz-------------- ，具甲 2 ： n = —a 一 x

JX1 ++ N2 
ax dy dz + ( n + a ) $ dz dp

二3百，取上侧(a >0).

【解】r

_2
一仁

如图 11 - 5,补充 l0 :z —0(j：2 + y2 £

11 = f

J芒 + + /

ax dj/ dz + (z + a )2 dr dy = —I 】，
a

/),取下侧,

ax dydz +(n + a )2 dj? dj/ —』ax dydz +(n + a )' dr dy， 

由高斯公式得

# ax dy dz + (z + a )2 dj? dj/ = - Jj

E。
(2n + 3a )du

n
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2
3

=一 2兀J z(a2 一 z2 )dz — 2Tra4 

3兀＜2“
= ,

ax dj?dz + (z + a )2 djr dj* =JJ(z + a )2 dj? = 一』

20 Dr

\ na3
/~~T'

20

于是原式=丄(—3詈 +兀/
a \ L

(3)两类曲面积分之间的关系

a2dj： dy = — na4

JJ Pdj/dz + Qdzdr + R dz dj/ =JJ (Pcosa + Qcos/? + jRcosy )dS.

【例4] 设fCx,y,z)是连续函数Q是平面工一y+z —1 =0在第四卦限部分的上侧,

计算U [/("，力)+ z]dydz + [2/(jc ,y,z) + y]dzclz 4- \_fQx ,y ,z) ~h z]dj： dy.
s

【解】 曲面工的法向量为n = {1, — 1,1},方向余弦为cosa =丄，cos0 = — , cosy =丄 

V3 V3 V3
由两类曲面积分之间的关系得

，夕，z)+ J? ]djdz + [2f(j： ,y ,z) + y]dz(ir + [/(jc，夕，z) + z ] d j; dj/ 

jj { [/(jc 9之)+ x ]cosa + ，歹，n) + j/]cos/? + [/(j; + z]cosy }dS

1

第三节场论初步

一、梯度、旋度、散度

1. 梯度

设u =fCx ,y 可偏导，则grad” =［字，学•，学］•
\dx dy dz I

2. 旋度

设向量场 a = {P(h ,y ,z) ,Q(jc , y ,z) ,R (x ,y,z)}，则 rota

i j k
3 d d

Sx dy dz
P Q R
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3.散度

7 P □ TD
设向量场 a = {P(X , y ,z) ,y ,z) ,y ,z)}，则 divN =   P  -----h —.OX ay dz

二、通量与环流量

1. 通量

设 a(x,y,z)={P(x,y,z),QCj：,y,z),R(.j：,y,z')}为向量场，其中 P ,Q ,R 连续可偏 

导,工为有侧曲面，称①=JJp dj?dz + Qdzdjr +jRd_zdy =jja • ??dS为向量场a(x,y,z)指向 

•S £
指定侧的流过有侧曲面工的通量(或流量)，其中怎为曲面工的单位法向量.

2. 环流量

设 a(x ,y,z) = {P(j- , y ,z) ,Q(x ,y ,z) ,y,z)}为向量场,P,Q,R 连续可偏导，L
为有向闭曲线，称扌P(lz+Qdy+ R dz =扌a • d s为向量场孑(h ,_y,w)沿有向闭曲线L的环 

流量.

重点题型讲解

题型一 对弧长的曲线积分

2 2 P

【例1】 设L：2 + ^― = 1,且L的长度为a,则© (2j: — 3y)2 ds =
9 4 J l -------------

【解】由对称性得

扌(2 j: 一3y)2(ds=¥ (4a- 2 — 12j：y + 9夕2)山=扌(4j:2 + 9j^2 )d,s

=36 £ (y + 才)ds =36 才 ds =36a.

【例2】设L：K+/+z2=4,4 3+夕血

【解】 由对称性得扌(z? + y)ds=¥ (3；2 + z)ds (z2 + ) ds ,

于是 扌(z$ + y )ds =-^-扌 (j?2 y2 + z2 x y + z)d.v

2兀•
10/lf

=--------------- 7T.
3^3

【例 3] 计算 L (3 工一4y)ds,其中 L.x2 + (j+2)2 =1.

【解】 令L：
X = COS/ 9
y=-2 + siJWd山 =dz,则

L f2x

(3工一4y )ds = [3cosZ 一
J 0

4(一 2 + sint)]dt 16tt.

• 238 •



士第十一章曲线积分与曲面积分#b

题型二二维空间对坐标的曲线积分

(jc 2 
L

C(a,O)的弧段.

【例1] + y2}Ax — jt dj/,其中 L 为 y = Va2 — x2 从点 A (— a ,0)经 B (0,a )到

x = a cost，亠- 亠 _ ,
.(起点/=兀，终点/=0),贝I] 

y = a sint

(jr2 + j/2)djr — j： dy = [a? • (— a sin/ ) — a cost • a cost]d/

【解】方法一 令L：

1.

=2a3

(a3sinZ + a2 cos2Z )dz
0

>_n
sinzdz + 2a2

0

方法二 令LQ：y =0(起点工=a,终点工=—a),则

2 cos2 tdt =2a 3 + ^-a2 ・ 
o 2

而（ Z +，2

0

(j?2 + y $ )cLc

(j? 2 + 3/ $ ) d = 
L()

'—a O
(J?2 +j/2)cLz 一 jc Ay = 

Lo

于是（工$ +夕2）山一无djy = 2a3 +善a?・
J l 2

【例2】 在从点O （O9O）到点A （tv ,0）的曲线y =a sinjr （a〉0）中求一条曲线L9使得

(1+ y3)cLz + (2jc + 3^ )dj/ 最小.

【解】I = (1 + j/3 ) djr + (2jc + j; )dj/

—(1 + 丿3)djr + (2 工 + j/) dj; — — (1+y3) dx + (2 j? + 3/) dj/,
AO J AOL+AO

—(1 + y3)dz + (2工 + y)dy = — jj (2 — 3j/2 )dcr = J dx 
D

L+AO
(3j/2 — 2)dj/

0

=2

_ (l+y3)dz + (2 工 + jy)djy = 
AO

(a3 sin3 jr —2a sinjr )dj?
0

Ct 3 .3 . 4
(a sin x — 2a sinz ) dr =——a — 4a ； Jo 3

dj?=—兀，

4 
贝lj / （a ） = —a3 — 4a + 兀.

令厂（a） =4a? — 4= 0得a =1,因为厂（1） =8 > 0,所以当a=l时曲线积分取最小值.

【例 3】 计算 I =J [_ex sinjy — b{x + 3/)] dr + (e* cosy — ax )dy (a >0』〉0)丄是从
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点A（2a,0）沿曲线y=j2ax - x1至原点O （0,0）的有向曲线段.

【解】方法一I = [e° sin? 一 b (h + jy )]dz + (er cosy 一 ax )dy

e" siny Ax + eJ cosy dy — J b (jc + 3/ )djr + ax dy，

=J d(er sinj/ ) = eJ sinj/
而J eJ siny dr + e° cosy dy

jc — a = a cost 9 亠“ - .
(起点/=0,终点t=7C), 

.y —asmt
令L：

(0,0)

(2a,0)
=0 9

贝lj J b (e +;y )dz +a«z dy = | \_b (a + a cost +a sin/ ) • (—a sin/ ) + a (a a cost) • a
0

[一 a2bCsmt + sintcos/ + sin2Z) + a3 (cost + cosL )]ck
o

= [—a26 (sinZ + sin2Z ) + a3 cos2Z]dz
J 0

=2 2 [一 a2b (sin/ + sin2Z) + a3 cosS]dt 
J 0

cos*

= 2(-a2b-^a2b + 认3)=訴 2(a—2岚,

所以原式=-^-a2 （b — a） + 2a2b.

方法二 令L0：y =0（起点工=0,终点工=2a）,L°与L围成的区域为D,则

[e° siny — b (jc + y )]dz + (er cosy — ax )dj/ 一 
L+5

[e° sinj/ 一 b (工 + 夕)]cLz + (eJ cosy — ax )dy 9 
Lo

令 P = e" siny — b (jc + jy ) 9 Q = e* cosy — ax ,

°Q — e" cosy — a = e° cosy — b 9 由格林公式得

dy3 a：

) sinj/ — b{x + y )](Lz + (er cosy — ax') Ay =
L+L° '

=(b — a )JJ djr dy =
D

[e° sinjy — b {x + y )]dz + (e° cosy — ax )dj/ =

-守；Jb 一 a );

'2a
x djc = — 2a2 b 9

0
一 bx dj? = 一 b 

Lo

故原式=-ya2 (b — a ) + 2a2b.

【例4】 设Q（_z ）在工0夕平面上连续可偏导J 2xyAx +Q（z ,y）dy与路径无关，对

任意的t有
(z,l)

+ Q(h 9))dy =
(0,0)

（1」）
+ Q(?3^)dj/,求 Q(jc j).

(0,0)

【解】 因为曲线积分［2工夕山+QQ ,歹）曲与路径无关，所以薯=2工

解得0（工，歹）=x2 +卩（夕）・
少，1）

2j?j/djr + Q（j： y）dy =
J （0,0）

Odjr + I [厂 +卩(夕)]旳=t2 + 卩(y)dj/,
0 Jo Jo00
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2工夕山 + Q（_z ）dy = ［" Odjr + ［ ［1 + =t +［ cp （j/）dy ,
（0,0） J 0 J 0 J o

L，l） f（l,r）

由 | 2,jcydx + Q（o- = 2.xydx +<3（工，夕）旳，
J （0,0） J （0,0）

得厂 +］畀（》）旳=/ +Jo°（y）dy,两边对 t 求导，得 2/ =1 + °（r）,即（p（t） = 2t — \、 

故 Q（_z ,y） —x2 + 2y 一 1.

【例5】 设_/Q）连续可导，计算［1+夕丁（心）山+专［3/于（目）_叮⑮，其中匸是从 

J L y y

点A（3,y）到点B（l,2）的直线段.

【解】P= l±b 心）,q=寻［夕2心）_叮，因为睾=肇=于（巧）+ 八 ）__屯, 

y y d_Z dy yZ

所以曲线积分与路径无关，取路径工夕=2,则有

L 士严込心）-】血€低+审⑵）+（-令⑵+刊］吐
= -4.

【例6】 计算曲线积分$ 芈二浮，其中L为不经过原点的逆时针光滑闭曲线.

J L X 十 4）

【解】 设 F （工，））=-• 22，<2（工，夕） 
x + 4y

°Q _0P _ 2—工 2

。工 3y （J：2 + 4 J/2 ）2

X
~2 \ A~2*，X 十 4j/

（（无，夕）H （0,0））.

（1）若O （O9O） @ D9如图11 _ 6 ?由格林公式得

（2）若O （0,0） G D9如图11 - 7,作［。：川+心彳二厂々厂〉0丄（）在L内且取逆时针），

设L。与L围成的区域为D】丄。围成的区域为02,则

由格林公式得

x dy — ydx

jc 2 + 4y2

x dy 一 ydx
x2 + 4jz 2

x dy — y djr

L+4
x dy — y Ax

iD
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x dy 一 y dx
于是 )x dy __ ydj:

Lo■z 2 + 4$ 2 r2

1 2 厂d(j=— •TZ9r9—=tv ・ 
r 2

【例7]

' x dj; — y djr
Lo

D2

今 7 典,其中L为^2+j/2= 1从A(l,0)经B(O,1)到C(-1,O)的曲 
L + 4j/

线段.

【解】p= — ,Q= 2「壬~7,因为孕=字=「：「V：、2，且P，Q在除原点的区 

JC2 +^y X2 + 4j/2 3oc 3y （/+4 十），

域上连续可偏导，所以在除原点的单连通区域上曲线积分与路径无关，取L】：工2 +4/ =1的 

ydx 一 x dy
上半椭圆且方向为逆时针，则有 屮「宀” =0,即

y Ax 一 x dj;
L JC 2 + 4? 2

ydx 一 x dy 
L1 无？ + W

7T

X 2
ydx — x dy

L1 工2+4歹2 

ydx 一 x Ay _ 7T 
l x2 + 4j/2

ydx 一 x dy = — 2jJ djr dj/ =----9 所以
‘T D

——三A（其中A为常数），申（1）=1,L是绕原点0（0,0） —周的任意 
i- x + 卩（y）

正向闭曲线，求卩（夕）及常数A.

【例8】

而

【解】

L X 2 + 4y 2

求

2 2

P (j? 9,) QQ )
x2 + 申(y )

X

x2 + 申(jy)

SQ <p (y) 一 x2 3P
。戈 \_jc2 +(p(y)T 9

一x2 —爭（？）+ y（pf （y）
R2 + 卩（夕）]2

设厂为任意不绕原点的正向闭曲线，如图11-8,在厂上任 

取两点将厂分为・丄2,过作曲线使得L?+L3 
与L2+L3都是绕原点的闭曲线，由已知条件得

(K 警—座=A 
丁“+L3 -T2 + <p(y)

■Z djy — y ck = 
x2 +爭(夕)

两式相减得
/'

x dy 一 y d:r 
x2 +申(y )

=0,由曲线积分与路径无关的条件

图 11 -8得|2=学（\/工2+夕2工0）,即 
ox dy

—x2 — cp （y） +普'（夕）=卩（夕）—x2，整理得

y（p' （y） — 2（p（y） = 0,解得 cp （y） =Ce = Cy2 ,
由卩（1）=1得C = 1,于是卩（y） = y2.
设L为任意一条绕原点的正向闭曲线，取L0：^2+j；2=r2（r >O,Lo在L内丄。取逆时

针方向），令L。与L围成的区域为Di ,L0围成的区域为D2,
x — y djr

由格林公式得（

于是A
x dy 一 y dj?

D]

r . 7 - 2 I 2屮。 X 十丿

2
+夕

y ITdjr dy =三• Ttr2 = 2rc・

D2
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题型三三维空间对坐标的曲线积分

【例1] 求$ ydx zdy -\-x dz 其中厂为

【解】 )ydx z(\y j: dz =JJ
2

cosa 
a 

dx

'2 I 2 I 2 _ 2

37 a '从丿轴正向看厂是逆时针.
x 十 y + z = 0 ,

COS0

a
3y
z

cosy

3z
dS

y X

+ cos/? + cos/ )dS 9

na2

=—JJ (cosa

因为cosa =cos0 = cos/ =普，所以原式=—7^』dS = _梶

【例2】 求扌厂丿彳山-z2 dy x2 dz 其中厂为u2 y2 z2 = 1与/+ y2 =x (z 0)的 

交线9从工轴正向看厂是逆时针.

【解】 设上半球n 被柱面工$ +丿2 =工所截曲面为工，则r为丫的边界,

由Stokes公式得扌y2dj： z2dy +工？血=一2『

2
z cosa + x cos/? + y cos/ ) dS ,

N
因为COSQ

所以原式=—2

~—9 COS0 
aA 2 + 3^2 +

"+心乜ds=_幼

,____________ , cosy
Jx2 y2 + z2

xz + Jcy + j/z )dS.

\Zz2 y2 + z2

v Jx 2 + y2 z2

因为
2

” wdS =0,

0dS =
2

x — x2 — y2
2+y2^x

[cosOdO
~~2

7,2山曲
V 1 一 x — y

‘COS0 打

o

所以原式=Y

【例3】计算”(n —夕)dz + (工一 N)dy + (乂 一夕)dz ,其中L : +» 4 从n轴正

几 4 一 y ~h z = 2 9
向看丄取逆时针方向.

【解】方法一：积分法

[x = COS/ 9 
令L = sinr, (起点/=0,终点上=2兀)，则

[z =2 一 cost + sint
扌 (n — + (一 z)dy + (jr — y)dz

pK r2n

= [—2(sinr + cos/) + 4 cosS — l]dz = (4 cos21 — l)dz
Jo J o
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>_K

cos2zdz — 2tc = 2tt .
0

=4
•2k

cos2zdz 一 2tt = 16 
0 -

方法二：斯托克斯公式

取L的截口面为丫9取上侧，

1
工的法向量为兀= {1, — 1,1},方向余弦为cosa

由斯托克斯公式得

)(n — j/ )djr + (j? 一 N)dj/ +(乂 一 y)dz =
2

dS

一 9 COS0 =----------
3 73

cosy =
7

cosa COS0 cosy
3 a a

3x 3y aZ
z — y X——z — y

【例4】

时针方向.

【解】

1
a
al dS dS =

2 '
^3 dr djy = 2tt.

d

N —歹

计算 I =# 2j/djr + j?Ndy ，其中 L :
= 2 | 2

w—"，'从z轴正向看丄取逆 
z = 4,

方法一：定积分法

[x — 2cos/, 
y =2sin/,（起点t =0,终点t =2兀），则 

z = 4
L的参数方程为L：

=I (一 8 sin2Z + 16 cosL )dt = 4

=一32,12 + 64 J 2 — 32I2 = 8tc.
方法二：斯托克斯公式

取截口面S :z = 4(jr2 + y2 £ 4),取上侧，

X的法向量为n ={0,0,1},方向余弦为cosa
0
a

3x 

2夕

于是/=

2n

4sinZ • (一2sinZ)dz + 8cosZ • 2costdt 
o

2 (— 8 sin2Z + 16 cos2Z )dz
o

> 2yd.x + xzdy 一 yz2 dz =

=0, cos/? = 0, cosy = 1, 
0 
a

3y
XZ

1
a 

aZ

—yz2

dS

(z — 2)dS = (4 一 2)cLz dp = 8tv.

1 -1
a

X 一 Z — y

2

2 2+y2<i

题型四对坐标的曲线积分的应用

A
【例1] 位于（0,1）的质点A对质点M的引力大小为右住＞0,厂=| AM丨），质点M沿 

r

y =丿2工一工？从点B（2,0）运动到（0,0）,求质点A对质点M所做的功.

• 244 •



士第十一章曲线积分与曲面积分用

【解】在弧BO _t任取一点M（jc ,j/）,则r =丿0：2 +（夕一1）2. 

曲* —},厂莎^占"——X

3

f b k
因为丨F | =盲= 一 ，所以质点A对质点M的引力为

厂 X 十(J/ — 1 )
f f -> b
F=\ F |・F°=------------------------ {—z,l_y},即

[d + (夕―1)守

P(g)=- , Q(")=4")3
L+(y — 1)守 R2 + (夕―])2]了

一 x dx + (1 一 3； )dj/
，

L + O — 1)于
于是w = P,y)djr + Q(g ,3/ )dj/ = fz

ap因为岁2
ox dy

—1）殳，所以曲线积分与路径无关, 

+ （》—I）2]2
「0 — JC

------------ Ax = k
2 （宀1厂

W=k故

2 2 2

【例2】 在力F = {yz ,zx ,xy }的作用下，质点从原点沿直线运动到椭球务+岭+冷■= 1 
a b c

上第一卦限的点问当"弋为何值时，力F所做的功W最大？并求最大值W.

【解】L ：工=,夕=护，z =找（0三/ £ 1） ,W =

Ff=加 + 2A

_yzdx + njc dy + j：ydz = ・
OM

a

八
令F=g%+入

(fc 2 2 Gr 2 \
_ + 71 + — ^ X)'由v 
a b c /

码=轲+ 2入

F；=和 + 2A T =0，c
匚2 2 cx2

^a = — + ^y + — — 1=0,
a b c

得2存厂即诗则叽 abc
3^3

题型五 对面积的曲面积分

【例 1】 设 X： | 工 | + | y | + | z | = 1,则#(z+l y I )dS =________ .

【解】 由奇偶性，得#(工+|夕丨)話=# | 3/ | dS,

由对称性，得# I y I dS=*#(| x l + l y l + l z I )dS

2 s
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【例2】 计算I= (J?2+^2+z)dS,其中S是锥面Z =血2 +夕2介于z=0及2=1之

S

间的部分.

【解】S ：z = J X2 y2 ((j? ,y) 6 D),其中 D ： j: 2 y2 Wl,
T

dj? dy = \[2 dx dy ,dS = +

贝 0 / =』(2 2 + 夕2 + Z )dS (2 2 + y2 + J 芒 + )djr dy
S D

= V2r'^|1(r2+r)rdr=^.
Jo Jo 6

‘2兀

【例 3】 求 F(t) =jJ /(j: ,j/9N)dS9 其中 S 为/ + y2 + / =t2 (z〉0),
2 , ________

z $ Jx2 + yz ,

(0, z < a/j?2 + .

【解】 把工分为:J?2 +j/2 +z2 = Z2 (z ^a/jc2 + y2 ) ,S2:j?2 +j^2 +z2 = t2(z<CV^c2 + y2),

fd，夕，z)= 2 I
2十夕9

贝町”(攵 *，*)ds = o, ,y ,z)dS = Jj (jcz 十 y)dS =』

2i 召 召
z2 ,_______________________

工1在乞。》平面上的投影区域为Dp：g2 + y2 £㊁，由丫1 :z = Vt2 — X2 — yz，贝I」

(工2 +j,2)dS,

(2 + 2) 心占 =8 —5芒应4 

工y C厂 12 " ■
dS= 心屯—,F(/)=+『

壮一芒一扌 2专

2 2

【例4] 设2：y + ^- + z2=l(Z>0),点,夕，Z)W工,兀为曲面艺在点P处的切平

(工2 + 7)dS=|J

面，c/(z,y,z)为点O (0,0,0)到平面兀的距离，计算 ydS.

【解】 曲面艺上点P (x ,y ,z)处的法向量为n = {F^ ,F'y ,F\} = {x ,y ,2z}, 
点P (jc ,z)处的切平面方程为兀：.(X —工)+ y(Y — y) + 2z(Z — z) = 0,

2 2

注意到—+ - + z2 =1,则 7T：㊁X + -yY + zZ — 1=0,

d("，»^=h=，

7 4 4
2 r

1   牙，(工，夕)€ D,其中 D ：j?2 y2 2,

dS=. 1 +
~2

+
~2

da
V^4 — x2 — y

----- dcr ,7 2 2

—空丄

2 2

于是加(g,z

2 21 _ ____ y_
T T

1
2

\/ 4 — j?2 — y2
2 2

1 —匕一乙
2 2

da=JJ
D

4 一 x2 一 y2 3
— 血=产
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【例51设P为椭球面》：工2 + =1上的动点，若工在点P处的切平面与鼻0夕

平面垂直，求P的轨迹L,并求曲面积分/ =『S+Q I '三匕dS.其中S为工位于曲线

S 丿4 + 夕2 + g2 _ 4yz

L上方的部分.

【解】 令F(x ,y ,z) = jc2 — 1,则曲面X在点p处的法向量为

n = (2j: 92y — z 92z 一 y }, 
因为切平面与平面垂直，所以y=2s

于是L：

$2 +夕2 +之2

\y — 2n = 0 9
1'即 L：

［夕 一 2z = 0.
—yz

2

S在工巧平面上的投影区域为—：工2 +才W 1,

3
j：2 y2 + /—歼=1两边分别对x ,y求偏导得

dz 3z2+ 2n - ------y — = 0 9
< X dx 解得空=—空-,竺=冬二£

I dz y 一 2n， dy y 一 2z2』+ 2n - ----- n — y — = 0 9

1
+

dz 
dx

T
dj? dy dr dy

如』2 +于_ 4*也曲，

故/ =

\ y — 2z \

『(z +膚)丨夕一 2z丨朋= 

s丿4 + y 2十于—4*
Sy

x + V3~) djc dy =^3 Jj dj? dy =2兀・

dS= /I +
\ y — 2z |

题型六 对坐标的曲面积分

【例1】计算『?：］¥；叫其中"为由宀八川及—，z—R(R〉o)

所围成的曲面的外侧.

分析：本题》虽然是封闭曲面，但由于P,Q,R在X围成的区域上原点处不连续可偏导, 

所以不能使用高斯公式，只能使用奇偶性及二重积分计算.

【解】 如图11-9,令厶：z=-R(x2 +y2 WK?),取下侧，

S2 ：z =R(x2 + y2 £疋)，取上侧，

工3：川十川=R2(—R Wz WR),取外侧，

j? dydz z2 dx dy
x2 y2 + z2

x dydz + n 2 dr djy
x2 + y2 + z2

h dy dz + n $ dz dj?
x2 + y2 + 之2

x dydz z2 dj： dy
x2 + y2 + /

n 2 dj? dy 
E 2 + )2十才

”2
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因为「； 2关于N为偶函数，且厶+5关于工O)平面对称，
X 十夕十N

.『r芈创2=o； 

x2+y2+z22］十上2
显然JJ壬dydz+Pd工dy

所以

CP x dy dz
JJ 2 丄 2 * 2x + y 十 n 
23

令If：工=用 一y1，由奇偶性得

x2 + y2 z2

fra^=2
Z3

x dydz

Z3

=寸。Jr2 — y2 djj

'R

dy
-R

'R

o R2 +
dz c 兀 c2 1—r = o • —-k • —arctan 

z 4 R il：=>

J

2

【例 2] 设丫为 x2 y2 -z2 = 4(^ ^0)的外侧 9 求』wdNdz + 2dj? dy.

【解】方法一：二重积分法

JJ j/zdzdjr + 2dz dj/ =jj yz dz djr + 2JJ dz djy , 
£ s s

令 Yi ：y — x2 — z2 ((j; ,z) G Dxz)，其中 Dxz ：jf2 +z2 £ 4(z $ 0),纭取右侧，由对 

坐标的曲面积分的奇偶性得

jJwdNcLz =2』*血(1乂 = 2 jj n 丿4 -

工 6 —

j：2 一 / Ax c!n

r2 a/4 — r2 dr
o

=2 d0
J 0

r = 2sinZ
4

厂2丿4 —厂2 sin0d厂=4
o ・

._n

4 sin2Z • 2cos/ • 2cosZAt = 64(J2 —几)=4兀9
0

也曲=JJ
”2 丄“2

dj? dy = 4兀9故原式=12k・

2 异+,W4

方法二：高斯公式

补充= 0(/ 4- y2 w 4) 9取下侧，贝lj
§ yz(\z(\x + 2djc dy —+ 2d<z dy ,jj yzdzda: + 2djr dy

而亚 yzdzdj： + 2djr dy =

JJ yz dz dr + 2 dr d;y = 2』dj? dy = 一 2 
工0 工0

故原式=12k.

:皿JJ
,+$2=4一/

dj? dy = — 8兀，

dr dj/ = 7t
'2

n (4 — z2)dz = 4兀 9
0111 殛=

Q

【例3】 计算曲面积分』(j? 3 z)dydz + (j/3 + z)dN(lz +dzdy9其中S是由

2

L：
z =1 —川，

(|工|< 1)绕z轴旋转一周所得到的曲面，正侧向外.
y =0

【解】L绕Z轴旋转而成的曲面为X：Z =1 —工2 — y2Q2 +夕2 £ 1),取上侧, 

补充so:z = o(j?2 +夕2 W 1)，取下侧，贝q
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jj 3 z)dydz + (j/3 + jc )d^dj? + djr dy

-少(j: 3 + ^)dj/d^ + (j;3 + jc )dzdz + cLz dj/ 一Jj (jc3 + 2：)dj/d^ +(3；3 + jc )d^dz H-clzd^ , 
工。

# (jc 3 + n )dj/c!n + (3/3 + j? )dzdj? + dr dy = 3』( 

，0 Q

E 3 , 兀

r dr =—
o 2

而
工+工(

=3£dz jj
F+r/wi-：

JJ(h 3 -\- z) dy dz + (y3 + j: ) cIncLz + dz dj/ =』dx dy =-

20 工0

(J：2 + 夕 $ ) d_z djy = 3「dz
J 0

'2it
Ad

0

x2 + j/' )du

JJ dj? dj/ = 一 兀 9

3 7T 
于是原式=号

a j: dydz + ( n a)2 dx dy — 2y(z + a ) dz dr
【例4] 求I =』

z = — Va2 — x2 — y2 的上侧(a > 0).

ax dj/dz + (z + a )2 djr dj/ — 2y(z + a ) dzchr

2 + + z2 ，其中Y为

【解】r

_2
—u

补充 So :z =O(JC2 + y2 Wq2)取下侧 9

2 y2 + z2

ax dydz + (z + <2 )2 djr dj/ 一 2? (n + a ) c!ndr = —I 】, 
a

则h 今 ajc dydz + (z +(2 )2 djr d j 一 2y (z + a)dzckz — 
出0

jjaz djdz + (z + a )$ dr dy - 2y (z + a )dzd^ ,

# ax dp dz + ( n + a ) $ dr dp — 2y ( n + a ) dz cLz = — a 

JJ ax dy dz + ( n + a ) $ dr dy — 2y (z a) dzdx = JT 

$0 》o

而 ldv = _Ta4
Q

n + tz )2 dj? dj/

Jj a2 djc Ay = 一 7T6Z4 
2+/“

故I
3

7ta~3~
题型七场论初步

【例11

【解】

设 u = \njjc2 + y2 + z2，求 div(g「ad«) |(i,i,i)・ 

rh *况— X
+y2 +z2' 3?

du 
£

gradzz x
2 + y2 + 之2

~'2\ 2~~| 2
H 十夕十N

'~2 | ~2 I ~~2 9 2 I 2 I 2 x + y 十 n x + y 十 n

"k得

N
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丿 I Q 4_________ |_ 亠 I〜 丿________ I

（/ +；/ +/）2 十（工 $ +夕2 +/）2 十

3z + y 
x 2 + j/2 — z

（re2 + y2 + n

【例2] 确定常数入，使得在右半平面工＞ 0内，2心（,+夕2）4 —工2（工4 +了2『；为某 

二元函数"（H ,夕）的梯度，并求出函数"（工，夕）.

【解】 令 P （久，夕）=2工夕（* 十夕2 ）" , QCjc ,y） ——j?2（je4 -y2Y , 

因为 gradw = （j? 4 y2Y i — jc 2 （jc 4 + y2 V j ,

所以字 =2工夕（工"+ 夕2）", 笋=一攵'（広"+ J/'）",
ox

升2
则-~= 2jc（J? 4 + 夕2）入 +4入工夕2（工4 + ）2）入-1 9 

ox 3y

^- = -2x^ +y2Y — 4 入乂 5（, +yVT,
oydx
.d2 U _ d2 u 導

dx 3y Sydx '
2jj （jc4 + y2 ）A + 4Aj?j/2 （jc 4 + y2 ）A_1 = — 2jc （j?4 + y2 ）A — 4Ajc 5 （4 + y2 ）A_1 
整理得4（入+ 1）工（兴+/） =o,解得入=-1.
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第十二章数学的经济应用
(数学一、二不要求)

者查要求

1. 了解差分与差分方程及其通解与特解的概念.

2. 会求解简单的一阶常系数线性差分方程.

3. 理解边际与弹性的概念.

4. 会计算边际与弹性，理解其经济学意义.

第一节差分方程

—、差分方程的基本概念

1. 差分----设yt =/(?)为t的函数，称△ y, =f(t + 1) — /(z)为的一阶差分，称

=△%+】一△必=y(/ + 2)— 2于&+ i)+y&)为 /(/)的二阶差分.
k

一般地，△5,=厶1兀+1 — =工(一+ e —门称为/■(/)的e阶差分.
« = 0

2. 差分方程----含t ,yt ,yt+x , ••- ,yt+k的方程F(/ ，夕r，必+1，…，夕十)=0称为差分方程.

3. 差分方程的解----若函数必=卩(/)使得差分方程F& ,y+i，…，夕十)=0成立，称

函数X =卩&)为差分方程的解，其中yt+1 +ayt = /(?)为一阶常系数差分方程.

二、一阶常系数差分方程的求解

1. 一阶常系数齐次差分方程的通解

一阶常系数齐次差分方程yt+x +ayt =0的通解为％ =C(—aT ,其中C为任意常数.

2. 一阶常系数非齐次差分方程的特解与通解

—阶常系数非齐次差分方程yt+x +<2必=/(O的通解为一阶常系数齐次差分方程必+i + 
ayt =0的通解与yt+i +ax = f⑺的特解之和.

对％+】+a% =3 的特解有如下几种情形 ：

情形一 ：/(/) =b
h

当 a H— 1 时,yt+1 +ayt =fCt)的特解为 y * =— ；
a十1

当 a= —1 时，％+] +a% =_/(/)的特解为 y" =bt.

情形二:/'(/)=(af+a”_i/" 1 + ••• -\-axt +a^bl ,则；y * —tk Cbnt" -\-bn-xtn~x +•••+"/ 

+ b^b'，其中当 a 工一b 时，b = 0,当 a —~b 时 M = 1.
【例11 求差分方程兀+i +2y =t的通解.

【解】j/z+1 + 2yt = 0的通解为yt =C(— 2)'.
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因为a — 2,b — 1且a丰一b ,所以令夕小+ 2yt = t的特解为y * = A? + B ,

代入原方程得A =1,B =-1,故原方程的通解为

%=C(-2T + 专-

【例2】 求差分方程％+i — y =(2/+ 1)2’的通解.

【解】X+i—必=0的通解为yt =C.

因为a = — 1,6=2且a工一b,所以令j/z+1 — y t = (2/+ 1)2’的特解为

Q =(A^+B)2r,
代入原方程得A =2,B = — 3,
故原方程的通解为yt =C + (2/ — 3)2'.
【例3】 求差分方程yt+} — yt = 4z — 3的通解.

【解】 差分方程— yt= 0的通解为％ =C.
令差分方程E+i — % =4/ — 3的特解为y * =t(At + B )，代入原方程得A =2 ,B = — 5 , 

故必+i — yt =4/ — 3 的通解为 yt —C-\-2t2 一5/.

第二节边际与弹性

一、 经济数学的五大函数

1. 成本函数——产品的总成本即生产一定数量的产品需要的全部资源投入的费用总额 ， 

包括固定成本和可变成本，用C(Q)表示，且C(Q)=C0+C1(Q),其中Q为产量，Co为固定成 

本，Ci(Q)为可变成本.

2. 收入函数——生产者出售一定数量的产品所获得的全部收入称为总收益，记为R(Q), 
且R(Q)=P • Q,其中P为价格.

3. 需求函数一一在一定价格条件下，消费者愿意购买并能够支付的商品数量，记为Q = 
Q(P),且Q=Q(P)为价格的单调减函数.

4. 供给函数一一在一定的价格条件下，生产者愿意提供并可出售的商品量，记为Q = 
/(P),供给函数Q=/(P)是P的单调增函数.

5. 利润函数——L(Q) =R(Q)—C(Q).

二、 边际与弹性

1. 边际函数——设函数夕=yQ)为可导函数，称十(工)为边际函数.

2. 弹性函数----设夕= /■(#)在工=jr0处可导，称耳=lim ¥T I =工0 £为

心 ~0 △工 IX I 工=工0 J 0 >
函数于(工)在Z =工0处的弹性.

【例1】 设某产品需求函数为P =20 —¥，当销售量Q = 15时，求总收益及边际收益.
O

O O2 90
【解】 总收益为R(Q) = PQ =Q(20 ) = 20Q ■— 9边际收益为R (Q) =20 —，

0 0 0

当Q = 15时9总收益为K (15) = 255,边际收益为K‘(15) =14.
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函数.

【例2】 某商品需求量Q对价格P的弹性为V=3P3,且该商品的最大需求量为1,求需求

【解】r)=-P Q'(P)
Q(P)' t] =3P3 得 P • QZ(P)

Q(P) 3P3

整理得 QZ(P) +3P2Q(P) =0,解得 Q(P) =Ce4p2dP =Ce~p3.

由Q(0) = 1得C = 1,故需求函数为Q(P) =e_P3.

【例3】 某商品的收益函数为R(F),收益弹性为l + Pr且R(l) =1,求R(P).

【解】 收益对价格的弹性为r)=P •警异，由已知条件得

R，( p ) -1
P • = 1 + p3 或 R'(p)—(f + P)r(p)=o,

解得K(P) =CeTY+PbdP =cp・e",由尺⑴ =1得C=j,故K(P) =P・启卩匚". 

【例4] 设某产品的需求函数为Q =e^ ,

(1) 求需求对价格的弹性；

(2) 求P =3,P =5,P =6时，需求对价格的弹性，并说明其经济意义. 

【解】(l)Qz(P)=-^e^,需求对价格的弹性为q= — P •纟黒 =?.

o Qkr) 5
(2)当P =3时诃-0.6,说明价格上升1%,需求只减少0. 6%.

当P =5时，” =1,说明价格上升1%，需求减少1%.
当p =6时,77=1.2,说明价格上升1%,需求减少1.2%.

【例5] 某商品的需求函数为Q =100-5P,其中0 V P V 20.
(1) 求需求对价格的弹性处

J D
(2) 推导^|=Q(l-7),利用弹性说明价格在何范围变化时，降低价格会使得收益上升.

【解】 (1旳
厂 Q'(p)

Q(P)
P

20- P'

(2)R =PQ, 籍=<2 + P ・^=Q — Q(l — Tj).

p J D

由“=20-P = 1得尸=1°，故当 10 VP <20 时，”>1,此时—<0,即当 10<P <20 

时，价格降低收益反而会提高.

第三节现值与利息

一、分期复利计息公式

设A。为开始存入银行的钱(本金)，r为年利率，利息按年计算，“年末的本利和为

A„ = Ao( 1 + r)",

若已知"年末的本利和为A”，则现值为A。=人”(1+厂)一".
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二、连续复利计息公式

设为开始存入银行的钱（本金）』为连续复利年利率，“年末的本利和为A” =Aoenr, 
若已知n年末的本利和为A”，则现值为A。

【例1】设银行存款年利率为厂=0.05,依年复利计息.某基金会希望通过存入A万元，实 

现第一年末提取19万元，第二年末提取28万元，…，第"年末提取10 + 9”万元，并按此规律一 

直提取下去，问A至少应为多少万元？

【解】 设化 为第"年末提取10 + 9“万元的现值，则A” =：肿笔（"=1‘2,…）,则
(1 +r)

A = = S

令 S (z ) = 丫 nx" (— 1 V z < 1),则

x
1 一 X （1 —工）

于是 A =200 + 9S =3 980（万元），即刚开始的投入为3 980万元.

【例2] 设一酒厂生产一批好酒，若现在出售，总收入为元•如窖藏起来待来日出售，/ 

年末总收入为R（t） =Roe^.设银行年利率为宀并以连续复利计算，求窖藏多少年出售可使 

总收入的现值最大，并求r = 0. 06时的t.
【解】按连续复利计算，/年末出售的总收入的现值为

L r-

A(z) =R(t)e~rl =Koey

售，可使总收入的现值最大.
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1.2022《考研数学复习大全》（数学一至三）

2.2022《全国硕士研究生招生考试高等数学辅导讲义》

3.2022《全国硕士研究生招生考试线性代数辅导讲义》

4.2022《概率论与数理统计辅导教程》

5.2022《考研数学接力题典1800》（数学一至三）

6.2022《考研数学历年真题全解析》（数学一至三）

7.2022《考研数学强化测试10套卷》（数学一至三）

8.2022《考研数学绝对考场最后八套题》（数学一至三）

文都图书名师精品

742230365

□

新浪微博：@文都图书 

图书答疑QQ群：

□

扫码获取海量免费资料 文都书馆微信公众号
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