华罗庚学校数学课本：四年级
下 册
第一讲 乘法原理 
[image: image1]

 HYPERLINK "ada99:11036_SR.HTM" \t "_self" 习题一 
[image: image2]

 HYPERLINK "ada99:11038_SR.HTM" \t "_self" 第二讲 加法原理 
[image: image3]

 HYPERLINK "ada99:11039_SR.HTM" \t "_self" 习题二 
[image: image4]

 HYPERLINK "ada99:11041_SR.HTM" \t "_self" 第三讲 排 列 
[image: image5]

 HYPERLINK "ada99:11042_SR.HTM" \t "_self" 习题三 
[image: image6]

 HYPERLINK "ada99:11044_SR.HTM" \t "_self" 第四讲 组合 
[image: image7]

 HYPERLINK "ada99:11045_SR.HTM" \t "_self" 习题四 
[image: image8]

 HYPERLINK "ada99:11047_SR.HTM" \t "_self" 第五讲 排列组合 
[image: image9]

 HYPERLINK "ada99:11048_SR.HTM" \t "_self" 习题五 
[image: image10]

 HYPERLINK "ada99:11050_SR.HTM" \t "_self" 第六讲 排列组合的综合应用 
[image: image11]

 HYPERLINK "ada99:11051_SR.HTM" \t "_self" 习题六 
[image: image12]

 HYPERLINK "ada99:11053_SR.HTM" \t "_self" 第七讲 行程问题 
[image: image13]

 HYPERLINK "ada99:11054_SR.HTM" \t "_self" 习 题 七 
[image: image14]

 HYPERLINK "ada99:11056_SR.HTM" \t "_self" 第八讲 数学游戏 
[image: image15]

 HYPERLINK "ada99:11057_SR.HTM" \t "_self" 习题八 
[image: image16]

 HYPERLINK "ada99:11059_SR.HTM" \t "_self" 第九讲 有趣的数阵图（一） 
[image: image17]

 HYPERLINK "ada99:11060_SR.HTM" \t "_self" 习题九 
[image: image18]

 HYPERLINK "ada99:11062_SR.HTM" \t "_self" 第十讲 有趣的数阵图（二） 
[image: image19]

 HYPERLINK "ada99:11063_SR.HTM" \t "_self" 习题十 
[image: image20]

 HYPERLINK "ada99:11065_SR.HTM" \t "_self" 第十一讲 简单的幻方及其他数阵图 
[image: image21]

 HYPERLINK "ada99:11066_SR.HTM" \t "_self" 习题十一 
[image: image22]

 HYPERLINK "ada99:11068_SR.HTM" \t "_self" 第十二讲 数字综合题选讲 
[image: image23]

 HYPERLINK "ada99:11069_SR.HTM" \t "_self" 习题十二 
[image: image24]

 HYPERLINK "ada99:11071_SR.HTM" \t "_self" 第十三讲 三角形的等积变形 
[image: image25]

 HYPERLINK "ada99:11072_SR.HTM" \t "_self" 习题十三 
[image: image26]

 HYPERLINK "ada99:11074_SR.HTM" \t "_self" 第十四讲 简单的统筹规化问题 
[image: image27]

 HYPERLINK "ada99:11075_SR.HTM" \t "_self" 习题十四 
[image: image28]

 HYPERLINK "ada99:11077_SR.HTM" \t "_self" 第十五讲 数学竞赛试题选讲 
第一讲 乘法原理

　　在日常生活中常常会遇到这样一些问题，就是在做一件事时，要分几步才能完成，而在完成每一步时，又有几种不同的方法，要知道完成这件事一共有多少种方法，就用我们将讨论的乘法原理来解决．

　　例如某人要从北京到大连拿一份资料，之后再到天津开会．其中，他从北京到大连可以乘长途汽车、火车或飞机，而他从大连到天津却只想乘船．那么，他从北京经大连到天津共有多少种不同的走法？

分析这个问题发现，某人从北京到天津要分两步走．第一步是从北京到大连，可以有三种走法，即：[image: image29.png]aox XE e





 　 第二步是从大连到天津，只选择乘船这一种走法，所以他从北京到天津共有下面的三种走法：[image: image30.png]



    注意到 3×1=3．

　　如果此人到大连后，可以乘船或飞机到天津，那么他从北京到天津则有以下的走法：[image: image31.png]RE
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　 　　共有六种走法，注意到3×2=6．

　　在上面讨论问题的过程中，我们把所有可能的办法一一列举出来．这种方法叫穷举法．穷举法对于讨论方法数不太多的问题是很有效的．

　　在上面的例子中，完成一件事要分两个步骤．由穷举法得到的结论看到，用第一步所有的可能方法数乘以第二步所有的可能方法数，就是完成这件事所有的方法数．

　　一般地，如果完成一件事需要n个步骤，其中，做第一步有m1种不同的方法，做第二步有m2种不同的方法，…，做第n步有mn种不同的方法，那么，完成这件事一共有

　　N=m1×m2×…×mn种不同的方法．

　　这就是乘法原理．

例1 某人到食堂去买饭，主食有三种，副食有五种，他主食和副食各买一种，共有多少种不同的买法？

　　分析 某人买饭要分两步完成，即先买一种主食，再买一种副食（或先买副食后买主食）．其中，买主食有3种不同的方法，买副食有5种不同的方法．故可以由乘法原理解决．

　　解：由乘法原理，主食和副食各买一种共有3×5=15种不同的方法．

　　补充说明：由例题可以看出，乘法原理运用的范围是：①这件事要分几个彼此互不影响的独立步骤来完成；②每个步骤各有若干种不同的方法来完成．这样的问题就可以使用乘法原理解决问题．
例2 右图中有7个点和十条线段，一只甲虫要从A点沿着线段爬到B点，要求任何线段和点不得重复经过．问：这只甲虫最多有几种不同的走法？

                  [image: image32.png]



　　分析 甲虫要从A点沿线段爬到B点，必经过C点，所以，完成这段路分两步，即由A到C，再由C到B．而由A到C有三种走法，由C到B也有三种走法，所以，由乘法原理便可得到结论．

　　解：这只甲虫从A到B共有3×3=9种不同的走法．

例3 书架上有6本不同的外语书，4本不同的语文书，从中任取外语、语文书各一本，有多少种不同的取法？

　　分析 要做的事情是从外语、语文书中各取一本．完成它要分两步：即先取一本外语书（有6种取法），再取一本语文书（有4种取法）．(或先取语文书，再取外语书．）所以，用乘法原理解决．

　　解：从架上各取一本共有6×4=24种不同的取法．

例4 王英、赵明、李刚三人约好每人报名参加学校运动会的跳远、跳高、100米跑、200米跑四项中的一项比赛，问：报名的结果会出现多少种不同的情形？

　　分析 三人报名参加比赛，彼此互不影响独立报名．所以可以看成是分三步完成，即一个人一个人地去报名．首先，王英去报名，可报4个项目中的一项，有4种不同的报名方法．其次，赵明去报名，也有4种不同的报名方法．同样，李刚也有4种不同的报名方法．满足乘法原理的条件，可由乘法原理解决．

　　解：由乘法原理，报名的结果共有4×4×4=64种不同的情形．

例5 由数字0、1、2、3组成三位数，问：

　　①可组成多少个不相等的三位数？

　　②可组成多少个没有重复数字的三位数？

　　分析 在确定由0、1、2、3组成的三位数的过程中，应该一位一位地去确定．所以，每个问题都可以看成是分三个步骤来完成．

　　①要求组成不相等的三位数．所以，数字可以重复使用，百位上，不能取0，故有3种不同的取法；十位上，可以在四个数字中任取一个，有4种不同的取法；个位上，也有4种不同的取法，由乘法原理，共可组成3×4×4=48个不相等的三位数．

　　②要求组成的三位数中没有重复数字，百位上，不能取0，有3种不同的取法；十位上，由于百位已在1、2、3中取走一个，故只剩下0和其余两个数字，故有3种取法；个位上，由于百位和十位已各取走一个数字，故只能在剩下的两个数字中取，有2种取法，由乘法原理，共有3×3×2=18个没有重复数字的三位数．

　　解：由乘法原理

　　①共可组成3×4×4=48（个）不同的三位数；

　　②共可组成3×3×2=18（个）没有重复数字的三位数．

例6 由数字1、2、3、4、5、6共可组成多少个没有重复数字的四位奇数？

　　分析 要组成四位数，需一位一位地确定各个数位上的数字，即分四步完成，由于要求组成的数是奇数，故个位上只有能取1、3、5中的一个，有3种不同的取法；十位上，可以从余下的五个数字中取一个，有5种取法；百位上有4种取法；千位上有3种取法，故可由乘法原理解决．

　　解：由1、2、3、4、5、6共可组成

　　3×4×5×3=180

　　个没有重复数字的四位奇数．

例7 右图中共有16个方格，要把A、B、C、D四个不同的棋子放在方格里，并使每行每列只能出现一个棋子．问：共有多少种不同的放法？

　          [image: image33.png]



　　分析 由于四个棋子要一个一个地放入方格内．故可看成是分四步完成这件事．第一步放棋子A，A可以放在16个方格中的任意一个中，故有16种不同的放法；第二步放棋子B，由于A已放定，那么放A的那一行和一列中的其他方格内也不能放B，故还剩下9个方格可以放B，B有9种放法；第三步放C，再去掉B所在的行和列的方格，还剩下四个方格可以放C，C有4种放法；最后一步放D，再去掉C所在的行和列的方格，只剩下一个方格可以放D，D有1种放法，本题要由乘法原理解决．

　　解：由乘法原理，共有

　　16×9×4×1=576

　　种不同的放法．

例8 现有一角的人民币4张，贰角的人民币2张，壹元的人民币3张，如果从中至少取一张，至多取9张，那么，共可以配成多少种不同的钱数？

　　分析 要从三种面值的人民币中任取几张，构成一个钱数，需一步一步地来做．如先取一角的，再取贰角的，最后取壹元的．但注意到，取2张一角的人民币和取1张贰角的人民币，得到的钱数是相同的．这就会产生重复，如何解决这一问题呢？我们可以把壹角的人民币4张和贰角的人民币2张统一起来考虑．即从中取出几张组成一种面值，看共可以组成多少种．分析知，共可以组成从壹角到捌角间的任何一种面值，共8种情况．（即取两张壹角的人民币与取一张贰角的人民币是一种情况；取4张壹角的人民币与取2张贰角的人民币是一种情况．）这样一来，可以把它们看成是8张壹角的人民币．整个问题就变成了从8张壹角的人民币和3张壹元的人民币中分别取钱．这样，第一步，从8张壹角的人民币中取，共9种取法，即0、1、2、3、4、5、6、7、8；第二步，从3张壹元的人民币中取共4种取法，即0、1、2、3．由乘法原理，共有9×4=36种情形，但注意到，要求“至少取一张”而现在包含了一张都不取的这一种情形，应减掉．

　　解：取出的总钱数是

　　9×4-1=35种不同的情形．

 
习题一

　　1．某罪犯要从甲地途经乙地和丙地逃到丁地，现在知道从甲地到乙地有3条路可以走，从乙地到丙地有2条路可以走，从丙地到丁地有4条路可以走．问，罪犯共有多少种逃走的方法？

　　2．如右图，在三条平行线上分别有一个点，四个点，三个点（且不在同一条直线上的三个点不共线）．在每条直线上各取一个点，可以画出一个三角形．问：一共可以画出多少个这样的三角形？[image: image34.png]



　 　　3．在自然数中，用两位数做被减数，用一位数做减数．共可以组成多少个不同的减法算式？

　　4．一个篮球队，五名队员A、B、C、D、E，由于某种原因，C不能做中锋，而其余四人可以分配到五个位置的任何一个上．问：共有多少种不同的站位方法？

　　5．由数字1、2、3、4、5、6、7、8可组成多少个

　　①三位数？

　　②三位偶数？

　　③没有重复数字的三位偶数？

　　④百位为8的没有重复数字的三位数？

　　⑤百位为8的没有重复数字的三位偶数？

　　6．某市的电话号码是六位数的，首位不能是0，其余各位数上可以是0～9中的任何一个，并且不同位上的数字可以重复．那么，这个城市最多可容纳多少部电话机？

第二讲 加法原理

　　生活中常有这样的情况，就是在做一件事时，有几类不同的方法，而每一类方法中，又有几种可能的做法．那么，考虑完成这件事所有可能的做法，就要用我们将讨论的加法原理来解决．

　　例如 某人从北京到天津，他可以乘火车也可以乘长途汽车，现在知道每天有五次火车从北京到天津，有4趟长途汽车从北京到天津．那么他在一天中去天津能有多少种不同的走法？

　　分析这个问题发现，此人去天津要么乘火车，要么乘长途汽车，有这两大类走法，如果乘火车，有5种走法，如果乘长途汽车，有4种走法．上面的每一种走法都可以从北京到天津，故共有5+4=9种不同的走法．

　　在上面的问题中，完成一件事有两大类不同的方法．在具体做的时候，只要采用一类中的一种方法就可以完成．并且两大类方法是互无影响的，那么完成这件事的全部做法数就是用第一类的方法数加上第二类的方法数．

　　一般地，如果完成一件事有k类方法，第一类方法中有m1种不同做法，第二类方法中有m2种不同做法，…，第k类方法中有mk种不同的做法，则完成这件事共有

　　N=m1+m2+…+mk
　　种不同的方法．

　　这就是加法原理．

例1 学校组织读书活动，要求每个同学读一本书．小明到图书馆借书时，图书馆有不同的外语书150本，不同的科技书200本，不同的小说100本．那么，小明借一本书可以有多少种不同的选法？

　　分析 在这个问题中，小明选一本书有三类方法．即要么选外语书，要么选科技书，要么选小说．所以，是应用加法原理的问题．

　　解：小明借一本书共有：

　　150+200+100=450（种）

　　不同的选法．

例2 一个口袋内装有3个小球，另一个口袋内装有8个小球，所有这些小球颜色各不相同．

　　问：①从两个口袋内任取一个小球，有多少种不同的取法？

　　②从两个口袋内各取一个小球，有多少种不同的取法？

　　分析 ①中，从两个口袋中只需取一个小球，则这个小球要么从第一个口袋中取，要么从第二个口袋中取，共有两大类方法．所以是加法原理的问题．

　　②中，要从两个口袋中各取一个小球，则可看成先从第一个口袋中取一个，再从第二个口袋中取一个，分两步完成，是乘法原理的问题．

　　解：①从两个口袋中任取一个小球共有

　　3+8=11（种），

　　不同的取法．

　　②从两个口袋中各取一个小球共有

　　3×8=24（种）

　　不同的取法．

　　补充说明：由本题应注意加法原理和乘法原理的区别及使用范围的不同，乘法原理中，做完一件事要分成若干个步骤，一步接一步地去做才能完成这件事；加法原理中，做完一件事可以有几类方法，每一类方法中的一种做法都可以完成这件事．
　　事实上，往往有许多事情是有几大类方法来做的，而每一类方法又要由几步来完成，这就要熟悉加法原理和乘法原理的内容，综合使用这两个原理．

例3 如右图，从甲地到乙地有4条路可走，从乙地到丙地有2条路可走，从甲地到丙地有3条路可走．那么，从甲地到丙地共有多少种走法？
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　　分析 从甲地到丙地共有两大类不同的走法．

　　第一类，由甲地途经乙地到丙地．这时，要分两步走，第一步从甲地到乙地，有4种走法；第二步从乙地到丙地共2种走法，所以由乘法原理，这时共有4×2=8种不同的走法．

　　第二类，由甲地直接到丙地，由条件知，有3种不同的走法．

　　解：由加法原理知，由甲地到丙地共有：

　　4×2+3=11（种）

　　不同的走法．

例4 如下页图，一只小甲虫要从A点出发沿着线段爬到B点，要求任何点和线段不可重复经过．问：这只甲虫有多少种不同的走法？

　             [image: image36.png]



　　分析 从A点到B点有两类走法，一类是从A点先经过C点到B点，一类是从A点先经过D点到B点．两类中的每一种具体走法都要分两步完成，所以每一类中，都要用乘法原理，而最后计算从A到B的全部走法时，只要用加法原理求和即可．

　　解：从A点先经过C到B点共有：

　　1×3=3（种）

　　不同的走法．

　　从A点先经过D到B点共有：

　　2×3=6（种）

　　不同的走法．

　　所以，从A点到B点共有：

　　3+6=9（种）

　　不同的走法．

例5 有两个相同的正方体，每个正方体的六个面上分别标有数字1、2、3、4、5、6．将两个正方体放到桌面上，向上的一面数字之和为偶数的有多少种情形？

　　分析 要使两个数字之和为偶数，只要这两个数字的奇偶性相同，即这两个数字要么同为奇数，要么同为偶数，所以，要分两大类来考虑．

　　第一类，两个数字同为奇数．由于放两个正方体可认为是一个一个地放．放第一个正方体时，出现奇数有三种可能，即1，3，5；放第二个正方体，出现奇数也有三种可能，由乘法原理，这时共有3×3=9种不同的情形．

　　第二类，两个数字同为偶数，类似第一类的讨论方法，也有3×3=9种不同情形．

　　最后再由加法原理即可求解．

　　解：两个正方体向上的一面同为奇数共有

　　3×3=9（种）

　　不同的情形；

　　两个正方体向上的一面同为偶数共有

　　3×3=9（种）

　　不同的情形．

　　所以，两个正方体向上的一面数字之和为偶数的共有

　　3×3+3×3=18（种）

　　不同的情形．

例6 从1到500的所有自然数中，不含有数字4的自然数有多少个？

　　分析 从1到500的所有自然数可分为三大类，即一位数，两位数，三位数．

　　一位数中，不含4的有8个，它们是1、2、3、5、6、7、8、9；

　　两位数中，不含4的可以这样考虑：十位上，不含4的有1、2、3、5、6、7、8、9这八种情况．个位上，不含4的有0、1、2、3、5、6、7、8、9这九种情况，要确定一个两位数，可以先取十位数，再取个位数，应用乘法原理，这时共有8×9=72个数不含4．

　　三位数中，小于500并且不含数字4的可以这样考虑：百位上，不含4的有1、2、3、这三种情况．十位上，不含4的有0、1、2、3、5、6、7、8、9这九种情况，个位上，不含4的也有九种情况．要确定一个三位数，可以先取百位数，再取十位数，最后取个位数，应用乘法原理，这时共有3×9×9=243个三位数．由于500也是一个不含4的三位数．所以，1～500中，不含4的三位数共有3×9×9+1=244个．

　　解：在1～500中，不含4的一位数有8个；不含4的两位数有8×9=72个；不含4的三位数有3×9×9+1=244个，由加法原理，在1～500中，共有：

　　8+8×9+3×9×9+1=324（个）

　　不含4的自然数．

　　补充说明：这道题也可以这样想：把一位数看成是前面有两个0的三位数，如：把1看成是001．把两位数看成是前面有一个0的三位数．如：把11看成011．那么所有的从1到500的自然数都可以看成是“三位数”，除去500外，考虑不含有4的这样的“三位数”．百位上，有0、1、2、3这四种选法；十位上，有0、1、2、3、5、6、7、8、9这九种选法；个位上，也有九种选法．所以，除500外，有4×9×9=324个不含4的“三位数”．注意到，这里面有一个数是000，应该去掉．而500还没有算进去，应该加进去．所以，从1到500中，不含4的自然数仍有324个．

　　这是一种特殊的思考问题的方法，注意到当我们对“三位数”重新给予规定之后，问题很简捷地得到解决．

例7 如下页左图，要从A点沿线段走到B，要求每一步都是向右、向上或者向斜上方．问有多少种不同的走法？

　　分析 观察下页左图，注意到，从A到B要一直向右、向上，那么，经过下页右图中C、D、E、F四点中的某一点的路线一定不再经过其他的点．也就是说从A到B点的路线共分为四类，它们是分别经过C、D、E、F的路线．

                       [image: image37.png]



　　第一类，经过C的路线，分为两步，从A到C再从C到B，从A到C有2条路可走，从C到B也有两条路可走，由乘法原理，从A经C到B共有2×2=4条不同的路线．

　　第二类，经过D点的路线，分为两步，从A到D有4条路，从D到B有4条路，由乘法原理，从A经D到B共有4×4=16种不同的走法．

　　第三类，经过E点的路线，分为两步，从A到E再从E到B，观察发现．各有一条路．所以，从A经E到B共有1种走法．

　　第四类，经过F点的路线，从A经F到B只有一种走法．

　　最后由加法原理即可求解．

　　解：如上右图，从A到B共有下面的走法：

　　从A经C到B共有2×2=4种走法；

　　从A经D到B共有4×4=16种走法；

　　从A经E到B共有1种走法；

　　从A经F到B共有1种走法．

　　所以，从A到B共有：

　　4+16+1+1=22

　　种不同的走法．

 
习题二

　　1．如右图，从甲地到乙地有三条路，从乙地到丙地有三条路，从甲地到丁地有两条路，从丁地到丙地有四条路，问：从甲地到丙地共有多少种走法？
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　　2．书架上有6本不同的画报和7本不同的书，从中最多拿两本（不能不拿），有多少种不同的拿法？

　　3．如下图中，沿线段从点A走最短的路线到B，各有多少种走法？
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　　4．在1～1000的自然数中，一共有多少个数字0？

　　5．在1～500的自然数中，不含数字0和1的数有多少个？

　　6．十把钥匙开十把锁，但不知道哪把钥匙开哪把锁，问：最多试开多少次，就能把锁和钥匙配起来？

第三讲 排 列

　　在实际生活中常遇到这样的问题，就是要把一些事物排在一起，构成一列，计算有多少种排法．就是排列问题．在排的过程中，不仅与参加排列的事物有关，而且与各事物所在的先后顺序有关．

　　例如 某客轮航行于天津、青岛、大连三个城市之间．问：应准备有多少种不同船票？

　　分析这个问题，可以用枚举法解决，三个城市之间，船票有下面六种设置方式：     [image: image40.png]Fox
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　 　　如果不用枚举法，注意到要准备的船票的种类不仅与所选的两个城市有关，而且与这两个城市作为起点、终点的顺序有关，所以，要考虑共准备多少种不同的船票，就要在三个城市之间每次取出两个，按照起点、终点的顺序排列．

　　首先确定起点站，在三个城市中，任取一个为起点站，共有三种选法．

　　其次确定终点站，每次确定了一个起点站后，只能从剩下的两个城市之中选终点站，共有两种选法．

　　由乘法原理，共需准备：

　　3×2=6

　　种不同的船票．

　　为叙述方便，我们把研究对象（如天津、青岛、大连）看作元素，那么上面的问题就是在三个不同的元素中取出两个，按照一定的顺序排成一列的问题．我们把每一种排法叫做一个排列（如天津——青岛就是一个排列），把所有排列的个数叫做排列数．那么上面的问题就是求排列数的问题．

　　一般地，从n个不同的元素中任取出m个（m≤n）元素，按照一定的顺序排成一列．叫做从n个不同元素中取出m个元素的一个排列．
　　由排列的定义可以看出，两个排列相同，不仅要求这两个排列中的元素完全相同，而且各元素的先后顺序也一样．如果两个排列的元素不完全相同．或者各元素的排列顺序不完全一样，则这就是两个不同的排列．

从n个不同元素中取出m个（m≤n）元素的所有排列的个数，叫做从
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　　上面的问题要计算从3个城市中取出2个城市排成一列的排列数，就是
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　　一般地，从n个不同元素中取出m个元素（m≤n）排成一列的问题，可以看成是从n个不同元素中取出m个，排在m个不同的位置上的问题，而
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　　第一步：先排第一个位置上的元素，可以从n个元素中任选一个，有n种不同的选法；

　　第二步：排第二个位置上的元素．这时，由于第一个位置已用去了一个元素，只剩下（n-1）个不同的元素可供选择，共有（n-1）种不同的选法；

　　第三步：排第三个位置上的元素，有（n-2）种不同的选法；

　　…

　　第m步：排第m个位置上的元素．由于前面已经排了（m-1）个位置，用去了（m-1）个元素．这样，第m个位置上只能从剩下的[n-（m-1）]=（n-m+1）个元素中选择，有（n-m+1）种不同的选法．

　　由乘法原理知，共有：

　　n（n-1）（n-2）…（n-m+1）

　　种不同的排法，即：

　　　　 [image: image45.png]P=n(n-1 (a-2) = (a-m+1) (1D




　　这里，m≤n；且等号右边从n开始，后面每个因数比前一个因数小1，共有m个因数相乘．

例1  [image: image46.png]WE (1) i (2) B -2R;.




　　解：由排列数公式知：
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例2 有五面颜色不同的小旗，任意取出三面排成一行表示一种信号，问：共可以表示多少种不同的信号？

　　分析 这里五面不同颜色的小旗就是五个不同的元素，三面小旗表示一种信号，就是有三个位置．我们的问题就是要从五个不同的元素中取三个，排在三个位置的问题．由于信号不仅与旗子的颜色有关，而且与不同旗子所在的位置有关，所以是排列问题，且其中n=5，m=3．

　　解：由排列数公式知，共可组成

　　　 [image: image49.png]



　　种不同的信号．

　　补充说明：这个问题也可以用乘法原理来做，一般，乘法原理中与顺序有关的问题常常可以用排列数公式做，用排列数公式解决问题时，可避免一步步地分析考虑，使问题简化．

例3 用1、2、3、4、5、6、7、8可组成多少个没有重复数字的五位数？

　　分析 这是一个从8个元素中取5个元素的排列问题，且知n=8，m=5．

　　解：由排列数公式，共可组成：
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　　个不同的五位数．

例4 幼儿园里的6名小朋友去坐3把不同的椅子，有多少种坐法？

　　分析 在这个问题中，只要把3把椅子看成是3个位置，而6名小朋友作为6个不同元素，则问题就可以转化成从6个元素中取3个，排在3个不同位置的排列问题．

　　解：由排列数公式，共有：

　　　 [image: image51.png]



　　种不同的坐法．

例5 幼儿园里3名小朋友去坐6把不同的椅子（每人只能坐一把），有多少种不同的坐法？

　　分析 与例4不同，这次是椅子多而人少，可以考虑把6把椅子看成是6个元素，而把3名小朋友作为3个位置，则问题转化为从6把椅子中选出3把，排在3名小朋友面前的排列问题．

　　解：由排列公式，共有：

　　　　 [image: image52.png]



　　种不同的坐法．

例6 有4个同学一起去郊游，照相时，必须有一名同学给其他3人拍照，共可能有多少种拍照情况？（照相时3人站成一排）

　　分析 由于4人中必须有一个人拍照，所以，每张照片只能有3人，可以看成有3个位置由这3人来站．由于要选一人拍照，也就是要从四个人中选3人照相，所以，问题就转化成从四个人中选3人，排在3个位置中的排列问题．要计算的是有多少种排法．

　　解：由排列数公式，共可能有：
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　　种不同的拍照情况．

例7 4名同学到照相馆照相．他们要排成一排，问：共有多少种不同的排法？

　　分析 4个人到照相馆照相，那么4个人要分坐在四个不同的位置上．所以这是一个从4个元素中选4个，排成一列的问题．这时n=4，m=4．

　　解：由排列数公式知，共有

　　　 [image: image54.png]P =4X3X2x1=24
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　　种不同的排法．

　　一般地，对于m=n的情况，排列数公式变为
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　　表示从n个不同元素中取n个元素排成一列所构成排列的排列数．
　　这种n个排列全部取出的排列，叫做n个不同元素的全排列．

　　（2）式右边是从n开始，后面每一个因数比前一个因数小1，一直乘到1的乘积，记为n！，读做n的阶乘，则（2）式可以写为：
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　　其中n！=n（n-1）（n-2）…3•2•1．
例8 9名同学站成两排照相，前排4人，后排5人，共有多少种站法？

　　分析 如果问题是9名同学站成一排照相，则是9个元素的全排列的问 

个人排成一排后，左边4个人站在前排，右边5个人站在后排，所以实质上，还是9个人站9个位置的全排列问题．

　　解：由全排列公式，共有

　　　　　 [image: image57.png]



　　=9×8×7×6×5×4×3×2×1

　　=362880

　　种不同的排法．

例9 5个人并排站成一排，其中甲必须站在中间有多少种不同的站法？

　　分析 由于甲必须站在中间，那么问题实质上就是剩下的四个人去站其余四个位置的问题，是一个全排列问题，且n=4．

　　解：由全排列公式，共有
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　　种不同的站法．

 
习题三

　　1．计算
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　　2．某铁路线共有14个车站，这条铁路线共需要多少种不同的车票．

　　3．有红、黄、蓝三种信号旗，把任意两面上、下挂在旗杆上都可以表示一种信号，问共可以组成多少种不同的信号？

　　4．班集体中选出了5名班委，他们要分别担任班长，学习委员、生活委员、宣传委员和体育委员．问：有多少种不同的分工方式？

　　5．由数字1、2、3、4、5、6可以组成多少没有重复数字的

　　①三位数？

　　②个位是5的三位数？

　　③百位是1的五位数？

　　④六位数？

第四讲 组合

　　日常生活中有很多“分组”问题.如在体育比赛中，把参赛队分为几个组，从全班同学中选出几人参加某项活动等等.这种“分组”问题，就是我们将要讨论的组合问题，这里，我们将着重研究有多少种分组方法的问题.

　　例如 某客轮航行于天津、青岛、大连三个城市之间.那么，船票共有几种价格（往返票价相同）？

　　注意到由天津到青岛的票价与从青岛到天津的票价是一样的，所以问题实际上就是计算从三个城市中取两个城市，有多少种不同的取法，即这时只与考虑的两个城市有关而与两个城市的顺序无关.

　　由枚举法知，共有下面的三种票价：

　　天津←→青岛

　　青岛←→大连

　　大连←→天津

　　我们把研究对象（如天津、青岛、大连）看作元素，那么上面的问题就是从3个元素中取出2个，组成一组的问题，我们把每一组叫做一个组合，把所有的组合的个数叫做组合数，上面的问题就是要求组合数.

　　一般地，从n个不同元素中取出m个（m≤n）元素组成一组不计较组内各元素的次序，叫做从n个不同元素中取出m个元素的一个组合.
　　由组合的定义可以看出，两个组合是否相同，只与这两个组合中的元素有关，而与取到这些元素的先后顺序无关.只有当两个组合中的元素不完全相同时，它们才是不同的组合.

　　从n个不同元素中取出m个元素（m≤n）的所有组合的个数，叫做从n个不同元素中取出m个不同元素的组合数.记作Cmn.

　　如上面的例子，就是要计算从3个城市中取2个城市的组合数C23，由枚举法得出的结论知：C23＝3.

　　那么它是怎样计算出来的呢？

　　从第三讲开头的例子，即准备天津、青岛、大连三个城市之间的船票的问题发现，这个问题实际上可以这样分两步完成：第一步是从三个城市中选两个城市，是一个组合问题，由组合数公式，有取C23法.第二步是将取出的两个城市进行排列，由全排列公式，有P23种排法，所以，由乘法原理得到P23＝C23×P23.故有：

　　C23＝P23÷P22＝（3×2）÷2＝3.
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　　一般地，求从n个不同元素中取出m个元素排成一列的排列数Pmn可以分两步求得：

　　第一步：从n个不同元素中取出m个元素组成一组，共有Cmn种方法；

　　第二步：将每一个组合中的m个元素进行全排列，共有Pmm种排法.

　　故由乘法原理得到：

　　Pmm＝Cmn•Pmm种
　　因此
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　　这就是组合数公式.
例1 计算：①C26，C46；②C27，C57.
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　　注意到上面的结果中，有C26= C46，C27= C57.

　　一般地，组合数有下面的重要性质：

　　Cmn＝Cn-mn （m≤n）

　　这个公式是很容易理解的，它的直观意义是：Cmn表示从n个元素中取出m个元素组成一组的所有分组方法. Cn-mn表示从n个元素中取出（n—m）个元素组成一组的所有分组方法.显然，从n个元素中选出m个元素的分组方法恰是从n个元素中选m个元素剩下的（n-m）个元素的分组方法.例如，从5人中选3人开会的方法和从5人中选出2人不去开会的方法是一样多的，即C35=C25.
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规定 Cnn＝1， C0n＝1.

例2 计算：①C198200；②C5556；③C98100-2C100100.
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例3 从分别写有1、3、5、7、9的五张卡片中任取两张，作成一道两个一位数的乘法题，问：

　　①有多少个不同的乘积？

　　②有多少个不同的乘法算式？

分析 ①中，要考虑有多少个不同乘积.由于只要从5张卡片中取两张，就可以得到一个乘积，所以，有多少个乘积只与所取的卡片有关，而与卡片取出的顺序无关，所以这是一个组合问题.

　　②中，要考虑有多少个不同的乘法算式，它不仅与两张卡片上的数字有关，而且与取到两张卡片的顺序有关，所以这是一个排列问题.

解：①由组合数公式，共有
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　　个不同的乘积.

　　②由排列数公式，共有

　　P25＝ 5×4＝20

　　种不同的乘法算式.

例4 在一个圆周上有10个点，以这些点为端点或顶点，可以画出多少不同的①直线段，②三角形，③四边形？

分析 由于10个点全在圆周上，所以这10个点没有三点共线，故只要在10个点中取2个点，就可以画出一条线段；在10个点中取3个点，就可以画出一个三角形；在10个点中取4个点，就可以画出一个四边形，三个问题都是组合问题.

解：由组合数公式.
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例5 如下图，问：

　　①下左图中，共有多少条线段？

　　②下右图中，共有多少个角？

             [image: image68.png]ACCLLLsB





分析 ①中，在线段AB上共有7个点（包括端点A、B）.注意到，只要在这七个点中选出两个点，就有一条以这两个点为端点的线段，所以，这是一个组合问题，而C27表示从7个点中取两个不同点的所有取法，每种取法可以确定一条线段，所以共有C27条线段.

　　②中，从O点出发的射线一共有11条，它们是OA， OP1，OP2，OP3，…，OP9，OB.注意到每两条射线可以形成一个角，所以，只要看从11条射线中取两条射线有多少种取法，就有多少个角.显然，是组合问题，共有C211种不同的取法，所以，可组成C211个角.

解：①由组合数公式知，共有

　　 [image: image69.png]



　　条不同的线段；

　　②由组合数公式知，共有

　　 [image: image70.png]



例6 某校举行排球单循环赛，有12个队参加.问：共需要进行多少场比赛？

分析 因为比赛是单循环制的，所以，12个队中的每两个队都要进行一场比赛，并且比赛的场次只与两个队的选取有关而与两个队选出的顺序无关.所以，这是一个在12个队中取2个队的组合问题.

解： 由组合数公式知，共需进行

　　　 [image: image71.png]



　　场比赛.

例7 某班要在42名同学中选出3名同学去参加夏令营，问共有多少种选法？如果在42人中选3人站成一排，有多少种站法？

分析 要在42人中选3人去参加夏令营，那么，所有的选法只与选出的同学有关，而与三名同学被选出的顺序无关.所以，应用组合数公式，共有C342种不同的选法.

　　要在42人中选出3人站成一排，那么，所有的站法不仅与选出的同学有关，而且与三名同学被选出的顺序有关.所以，应用排列数公式，共有P342种不同的站法.

解： 由组合数公式，共有
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　　种不同的选法；

　　由排列数公式，共有

　　P342＝42×41×40＝68880

　　种不同的站法.

 习题四

　　1.计算：

　　①C315； ②C19982000；

　　③C34×C28； ④P28-C68.

　　2.从分别写有1、2、3、4、5、6、7、8的八张卡片中任取两张作成一道两个一位数的加法题.问：

　　①有多少种不同的和？

　　②有多少个不同的加法算式？

　　3.某班毕业生中有10名同学相见了，他们互相都握了一次手，问这次聚会大家一共握了多少次手？

　　4.在圆周上有12个点.

　　①过每两个点可以画一条直线，一共可以画出多少条直线？

　　②过每三个点可以画一个三角形，一共可以画出多少个三角形？

　　5.如右图，图上一共有六个点，且六个点中任意三个点不共线，问：

　　①从这六个点中任意选两点可以连成一条线段，这些点一共可以连成多少条线段？

　　②从这六个点中任意选两点可以作一条射线，这些点一共可以作成多少条射线？（射线是一端固定，经另一点可以无限延长的.）

第五讲 排列组合

　　前面我们已讨论了加法原理、乘法原理、排列、组合等问题.事实上，这些问题是相互联系、不可分割的.例如有时候，做某件事情有几类方法，而每一类方法又要分几个步骤完成.在计算做这件事的方法时，既要用到乘法原理，又要用到加法原理.又如，在照相时，如果对坐的位置有些规定，那么就不再是简单的排列问题了.类似的问题有很多，要正确地解决这些问题，就一定要熟练地掌握两个原理和排列、组合的内容，并熟悉它们所解决问题的类型特点.

　　看下面的例子.

例1 由数字0、1、2、3可以组成多少个没有重复数字的偶数？

分析 注意到由四个数字0、1、2、3可组成的偶数有一位数、二位数、三位数、四位数这四类，所以要一类一类地考虑，再由加法原理解决.

　　第一类：一位偶数只有0、2，共2个；

　　第二类：两位偶数，它包含个位为0、2的两类.若个位取0，则十位可有C13种取法；若个位取2，则十位有C12种取法.故两位偶数共有（C13＋C12）种不同的取法；

　　第三类：三位偶数，它包含个位为0、2的两类.若个位取0，则十位和百位共有P23种取法；若个位取2，则十位和百位只能在0、1、3中取，百位有2种取法，十位也有2种取法，由乘法原理，个位为2的三位偶数有2×2个，三位偶数共有（P23＋2×2）个；

　　第四类：四位偶数.它包含个位为0、2的两类.若个位取 0，则共有P33个；若个位取 2，则其他 3位只能在 0、 1、 3中取.千位有2种取法，百位和十位在剩下的两个数中取，再排成一列，有P22种取法.由乘法原理，个位为2的四位偶数有2×P22个.所以，四位偶数共有（P33＋2×P22）种不同的取法.

解： 由加法原理知，共可以组成

　　2＋（C13＋C12）＋（P23＋2×2）＋（P33＋2×P22）

　　＝2＋5＋10＋10

　　＝27　个不同的偶数.

　　补充说明：本题也可以将所有偶数分为两类，即个位为0和个位为2的两类.再考虑到每一类中分别有一位、两位、三位、四位数，逐类讨论便可求解.

例2 国家举行足球赛，共15个队参加.比赛时，先分成两个组，第一组8个队，第二组7个队.各组都进行单循环赛（即每个队要同本组的其他各队比赛一场）.然后再由各组的前两名共4个队进行单循环赛，决出冠亚军.问：①共需比赛多少场？②如果实行主客场制（即A、B两个队比赛时，既要在A队所在的城市比赛一场，也要在B队所在的城市比赛一场），共需比赛多少场？

分析 比赛的所有场次包括三类：第一组中比赛的场次，第二组中比赛的场次，决赛时比赛的场次.

　　①中，第一组中8个队，每两队比赛一场，所以共比赛C28场；第二组中7个队，每两队比赛一场，所以共比赛C27场；决赛中4个队，每两队比赛一场，所以共比赛C24场.

　　②中，由于是实行主客场制，每两个队之间要比赛两场，比赛场次是①中的2倍.

　　另外，还可以用排列的知识来解决.由于主客场制不仅与参赛的队有关，而且与比赛所在的城市（即与顺序）有关.所以，第一组共比赛P28场，第二组共比赛P27场，决赛时共比赛P24场.

解： 由加法原理：

　　①实行单循环赛共比赛   [image: image73.png]%,
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　　②实行主客场制，共需比赛

　　2×（C28＋C27＋C24）＝110（场）.

　　或解为：

　　P28＋P27＋P24
　　＝8×7＋7×6＋4×3

　　＝56＋42＋12

　　＝110（场）.

例3 在一个半圆周上共有12个点，如右图，以这些点为顶点，可以画出多少个

                   [image: image74.png]



　　①三角形？

　　②四边形？

分析 ①我们知道，不在同一直线上的三个点确定一个三角形，由图可见，半圆弧上的每三个点均不共线（由于A、B既可看成半圆上的点，又可看成线段上的点，为不重复计算，可把它们归在线段上），所以，所有的三角形应有三类：第一类，三角形的三个顶点全在半圆弧上取（不含A、B两点）；第二类，三角形的两个顶点取在半圆弧上（不包含A、B），另一个顶点在线段上取（含A、B）；第三类，三角形的一个顶点在半圆弧上取，另外两点在线段上取.

　　注意到三角形的个数只与三个顶点的取法有关，而与选取三点的顺序无关，所以，这是组合问题.

解：三个顶点都在半圆弧上的三角形共有
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　　两个顶点在半圆弧上，一个顶点在线段上的三角形共有

　　　 [image: image76.png]



　　一个顶点在半圆弧上，两个顶点在线段上的三角形共有

　　　 [image: image77.png]



　　由加法原理，这12个点共可以组成

　　C37＋（C27×C15）＋（C17×C25）

　　＝35＋105＋70＝210（个）

　　不同的三角形.

　　也可列式为C312－C35＝220—10＝210（个）.

分析 ②用解①的方法考虑.

　　将组成四边形时取点的情况分为三类：

　　第一类：四个点全在圆弧上取.（不包括A、B）有C17种取法.

　　第二类：两个点取自圆弧.两个点取自直线AB.有取法C27×C25种.

　　第三类：圆弧上取3个点，直线上取1个点，有C37×C15种取法.

解： 依加法原理，这12个点共可组成：

　　C47+ C27×C25+C37×C15
　　＝35＋210＋175＝420

　　个不同的四边形.

　　还可直接计算，这12个点共可组成：

　　C412-C45-C35•C17＝495－5-70＝420

　　个不同的四边形.

例4 如下图，问

　　①下左图中，有多少个长方形（包括正方形）？

　　②下右图中，有多少个长方体（包括正方体）？

        [image: image78.png]



分析 ①由于长方形是由两组分别平行的线段构成的，因此只要看上左图中水平方向的所有平行线中，可以选出几组两条平行线，竖直方向上的所有平行线中，可以选出几组两条平行线？

　　②由于长方体是由三组分别平行的平面组成的.因此，只要看上页右图中，平行于长方体上面的所有平面中，可以选出几组两个互相平行的平面，平行于长方体右面的所有平面中，可以选出几组两个互相平行的两个平面，平行于长方体前面的所有平面中，可以选出几组两个互相平行的平面.

解： ①C25×C27＝210（个）

　　因此，上页左图中共有210个长方形.

　　②C25×C26×C24＝900（个）

　　因此，上页右图中共有900个长方体.

例5 甲、乙、丙、丁4人各有一个作业本混放在一起，4人每人随便拿了一本，问：①甲拿到自己作业本的拿法有多少种？

　　②恰有一人拿到自己作业本的拿法有多少种？

　　③至少有一人没有拿到自己作业本的拿法有多少种？

　　④谁也没有拿到自己作业本的拿法有多少种？

分析 ①甲拿到自己的作业本，这时只要考虑剩下的三个人拿到其他三本作业本的情况.由于其他三人可以拿到自己的作业本，也可以不拿到自己的作业本.所以，共有P33种情况.

　　②恰有一人拿到自己的作业本.这时，一人拿到了自己的作业本，而其他三人都没能拿到自己的作业本.拿到自己作业本的可以是甲、乙、丙、丁中的一人，共4种情况.另外三人全拿错了作业本的拿法有2种.故恰有一人拿到自己作业本的情况有4×2种情况.

　　③至少有一人没有拿到自己的作业本.这时只要在所有拿法中减去四人全拿到自己作业本的拿法即可.由于4人拿作业本的所有拿法是P44，而4人全拿到自己作业本只有1种情况.所以，至少有一人没拿到自己作业本的拿法有P44－1种情况.

　　④谁也没拿到自己的作业本.可分步考虑（假设四个人一个一个地拿作业本，考虑四人都拿错的情况即可）.第一个拿作业本的人除自己的作业本外有3种拿法.被他拿走作业本的人也有3种拿法.这时，剩下的两人只能从剩下的两本中拿，要每人都拿错，只有一种拿法.所以，由乘法原理，共有3×3×1种不同的情况.

解： ①甲拿到自己作业本的拿法有

　　P33＝3×2×1＝ 6

　　种情况；

　　②恰有一人拿到自己作业本的拿法有

　　4×2＝8

　　种情况；

　　③至少有一人没有拿到自己作业本的拿法有

　　P44－1＝4×3×2×1－1＝23

　　种情况；

　　④谁也没有拿到自己作业本的拿法有

　　3×3×1＝9

　　种情况.

　　由前面的各例题可以看到，有关排列组合的问题多种多样，思考问题的方法灵活多变，入手的角度也是多方面的.所以，除掌握有关的原理和结论，还必须学习灵活多样的分析问题、解决问题的方法.

 
习题五

　　1.由数字0、1、2、3、4可以组成多少个

　　①三位数？②没有重复数字的三位数？

　　③没有重复数字的三位偶数？④小于1000的自然数？

　　2.从15名同学中选5人参加数学竞赛，求分别满足下列条件的选法各有多少种？

　　①某两人必须入选；

　　②某两人中至少有一人入选；

　　③某三人中恰入选一人；

　　④某三人不能同时都入选.

　　3.如右图，两条相交直线上共有9个点，问：

　　一共可以组成多少个不同的三角形？

                     [image: image79.png]



　　4.如下图，计算

　　①下左图中有多少个梯形？

　　②下右图中有多少个长方体？

                  [image: image80.png]



　　5.七个同学照相，分别求出在下列条件下有多少种站法？

　　①七个人排成一排；

　　②七个人排成一排，某两人必须有一人站在中间；

　　③七个人排成一排，某两人必须站在两头；

　　④七个人排成一排，某两人不能站在两头；

　　⑤七个人排成两排，前排三人，后排四人，某两人不在同一排.

第六讲 排列组合的综合应用

　　排列组合是数学中风格独特的一部分内容.它具有广泛的实际应用.例如：某城市电话号码是由六位数字组成，每位可从0～9中任取一个，问该城市最多可有多少种不同的电话号码？又如从20名运动员中挑选6人组成一个代表队参加国际比赛.但运动员甲和乙两人中至少有一人必须参加代表队，问共有多少种选法？回答上述问题若不采用排列组合的方法，结论是难以想像的.（前一个问题，该城市最多可有1000000个不同电话号码.后一个问题，代表队有20196种不同选法.）

　　当然排列组合的综合应用具有一定难度.突破难点的关键：首先必须准确、透彻的理解加法原理、乘法原理；即排列组合的基石.其次注意两点：①对问题的分析、考虑是否能归纳为排列、组合问题？若能，再判断是属于排列问题还是组合问题？②对题目所给的条件限制要作仔细推敲认真分析.有时利用图示法，可使问题简化便于正确理解与把握.

例1 从5幅国画，3幅油画，2幅水彩画中选取两幅不同类型的画布置教室，问有几种选法？

分析 首先考虑从国画、油画、水彩画这三种画中选取两幅不同类型的画有三种情况，即可分三类，自然考虑到加法原理.当从国画、油画各选一幅有多少种选法时，利用的乘法原理.由此可知这是一道利用两个原理的综合题.关键是正确把握原理.

解： 符合要求的选法可分三类：

　　不妨设第一类为：国画、油画各一幅，可以想像成，第一步先在5张国画中选1张，第二步再在3张油画中选1张.由乘法原理有 5×3＝15种选法.第二类为国画、水彩画各一幅，由乘法原理有 5×2＝10种选法.第三类油画、水彩各一幅，由乘法原理有3×2＝6种选法.这三类是各自独立发生互不相干进行的.

　　因此，依加法原理，选取两幅不同类型的画布置教室的选法有 15＋10＋ 6＝31种.

　　注 运用两个基本原理时要注意：

　　①抓住两个基本原理的区别，千万不能混.

　　不同类的方法（其中每一个方法都能各自独立地把事情从头到尾做完）数之间做加法，可求得完成事情的不同方法总数.

　　不同步的方法（全程分成几个阶段（步），其中每一个方法都只能完成这件事的一个阶段）数之间做乘法，可求得完成整个事情的不同方法总数.

　　②在研究完成一件工作的不同方法数时，要遵循“不重不漏”的原则.请看一些例：从若干件产品中抽出几件产品来检验，如果把抽出的产品中至多有2件次品的抽法仅仅分为两类：第一类抽出的产品中有2件次品，第二类抽出的产品中有1件次品，那么这样的分类显然漏掉了抽出的产品中无次品的情况.又如：把能被2、被3、或被6整除的数分为三类：第一类为能被2整除的数，第二类为能被3整除的数，第三类为能被6整除的数.这三类数互有重复部分.

　　③在运用乘法原理时，要注意当每个步骤都做完时，这件事也必须完成，而且前面一个步骤中的每一种方法，对于下个步骤不同的方法来说是一样的.

例2 一学生把一个一元硬币连续掷三次，试列出各种可能的排列.

分析 要不重不漏地写出所有排列，利用树形图是一种直观方法.为了方便，树形图常画成倒挂形式.

解：                  [image: image81.png]



 　　由此可知，排列共有如下八种：

　　正正正、正正反、正反正、正反反、

　　反正正、反正反、反反正、反反反.

例3 用0～9这十个数字可组成多少个无重复数字的四位数.

分析 此题属于有条件限制的排列问题，首先弄清楚限制条件表现为：①某位置上不能排某元素.②某元素只能排在某位置上.分析无重复数字的四位数的千位、百位、十位、个位的限制条件：千位上不能排0，或说千位上只能排1～9这九个数字中的一个.而且其他位置上数码都不相同，下面分别介绍三种解法.

　　解法1：分析 某位置上不能排某元素.分步完成：第一步选元素占据特殊位置，第二步选元素占据其余位置.

解： 分两步完成：

　　第一步：从1～9这九个数中任选一个占据千位，有9种方法.

　　第二步：从余下的9个数（包括数字0）中任选3个占据百位、十位、个位，百位有9种.十位有8种，个位有7种方法.

　　由乘法原理，共有满足条件的四位数9×9×8×7=4536个.

　　答：可组成4536个无重复数字的四位数.

　　解法2：分析 对于某元素只能占据某位置的排列可分步完成：第一步让特殊元素先占位，第二步让其余元素占位.在所给元素中0是有位置限制的特殊元素，在组成的四位数中，有一类根本无0元素，另一类含有0元素，而此时0元素只能占据百、十、个三个位置之一.

解： 组成的四位数分为两类：

　　第一类：不含0的四位数有9×8×7×6=3024个.

　　第二类：含0的四位数的组成分为两步：第一步让0占一个位有3种占法，（让0占位只能在百、十、个位上，所以有3种）第二步让其余9个数占位有9×8×7种占法.所以含0的四位数有3×9×8×7=1512个.

　　∴由加法原理，共有满足条件的四位数

　　3024+1512=4536个.

　　解法3：从无条件限制的排列总数中减去不合要求的排列数（称为排除法）.此题中不合要求的排列即为0占据千位的排列.

解： 从0～9十个数中任取4个数的排列总数为10×9×8×7，其中0在千位的排列数有9×8×7个（0确定在千位，百、十、个只能从9个数中取不同的3个）

　　∴共有满足条件的四位数

　　10×9×8×7-9×8×7

　　=9×8×7×（10-1）

　　=4536个.

　　注 用解法3时要特别注意不合要求的排列有哪几种？要做到不重不漏.

例4 从右图中11个交点中任取3个点，可画出多少个三角形？
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　　分析首先，构成三角形与三个点的顺序无关因此是组合问题，另外考虑特殊点的情况：如三点在一条直线上，则此三点不能构成三角形，四点在一条直线上，则其中任意三点也不能构成三角形.此题采用排除法较方便.

　　解：组合总数为C311，

　　其中三点共线不能构成的三角形有7C33，

　　四点共线不能构成的三角形有2C34，

　　∴C311-（7C33+2C34）=165-（7+8）=150个.

例5 7个相同的球，放入4个不同的盒子里，每个盒子至少放一个，不同的放法有多少种？（请注意，球无区别，盒是有区别的，且不允许空盒）

分析 首先研究把7分成4个自然数之和的形式，容易得到以下三种情况：

　　①7=1+1+1+4

　　②7=1+2+2+2

　　③7=1+1+2+3

　　其次，将三种情况视为三类计算不同的放法.第一类：有一个盒子里放了4个球，而其余盒子里各放1个球，由于4个球可任意放入不同的四个盒子之一，有4种放法，而其他盒子只放一个球，而球是相同的，任意调换都是相同的放法，所以第一类只有4种放法.

　　第二类：有一个盒子里放1个球，有4种放法，其余盒子里都放2个球，与第一类相同，任意调换都是相同的放法，所以第二类也只有4种放法.

　　第三类：有两个盒子里各放一个球，另外两个盒子里分别放2个及3个球，这时分两步来考虑：第一步，从4个盒子中任取两个各放一个球，这种取法有C24种.

　　第二步，把余下的两个盒子里分别放入2个球及3个球，这种放法有P22种.由乘法原理有C24×P22=12种放法.

　　∴由加法原理，可得符合题目要求的不同放法有

　　4+4+12=20（种）

　　答：共有20种不同的放法.

　　注 本题也可以看成每盒中先放了一个球垫底，使盒不空，剩下3个球，放入4个有区别盒的放置方式数.

例6 用红、橙、黄、绿、蓝、青、紫七种颜色中的一种，或两种，或三种，或四种，分别涂在正四面体各个面上，一个面不能用两色，也无一个面不涂色的，问共有几种不同涂色方式？

分析 首先介绍正四面体（模型）.正四面体四个面的相关位置，当底面确定后，（从上面俯视）三个侧面的顺序有顺时针和逆时针两种（当三个侧面的颜色只有一种或两种时，顺时针和逆时针的颜色分布是相同的）.
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　　先看简单情况，如取定四种颜色涂于四个面上，有两种方法；如取定一种颜色涂于四个面上，只有一种方法.但取定三种颜色如红、橙、黄三色，涂于四个面上有六种方法，如下图①②③（图中用数字1，2，3分别表示红、橙、黄三色）[image: image84.png]



 　　如果取定两种颜色如红、橙二色，涂于四个面上有三种方法.如下图④⑤⑥
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　　但是从七种颜色里，每次取出四种颜色，有C47种取法，每次取出三种颜色有C37种取法，每次取出两种颜色有C27种取法，每次取出一种颜色有C17种取法.

因此着色法共有2 C47+6 C37+3 C27+ C17=350种.

习题六

　　1.有3封不同的信，投入4个邮筒，一共有多少种不同的投法？

　　2.甲、乙两人打乒乓球，谁先连胜头两局，则谁赢.如果没有人连胜头两局，则谁先胜三局谁赢，打到决出输赢为止，问有多少种可能情况？

　　3.在6名女同学，5名男同学中，选4名女同学，3名男同学，男女相间站成一排，问共有多少种排法？

　　4.用0、1、2、3、4、5、6这七个数字可组成多少个比300000大的无重复数字的六位偶数？

　　5.如右图：在摆成棋盘眼形的20个点中，选不在同一直线上的三点作出以它们为顶点的三角形，问总共能作多少个三角形？
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　　6.有十张币值分别为1分、2分、5分、1角、2角、5角、1元、2元、5元、10元的人民币，能组成多少种不同的币值？并请研究是否可组成最小币值1分与最大币值（总和）之间的所有可能的币值.
第七讲 行程问题

　　在本讲中，我们研究两个运动物体作方向相同的运动时，路程、速度、时间这三个基本量之间有什么样的关系.

例1 下午放学时，弟弟以每分钟40米的速度步行回家.5分钟后，哥哥以每分钟60米的速度也从学校步行回家，哥哥出发后，经过几分钟可以追上弟弟？（假定从学校到家有足够远，即哥哥追上弟弟时，仍没有回到家）.
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分析 若经过5分钟，弟弟已到了A地，此时弟弟已走了40×5=200（米）；哥哥每分钟比弟弟多走20米，几分钟可以追上这200米呢？

解： 40×5÷（60-40）

　　=200÷20

　　=10（分钟）

　　答：哥哥10分钟可以追上弟弟.

　　我们把类似例1这样的题，称之为追及问题.如果我们把开始时刻前后两物体（或人）的距离称为路程差（如例1中的200米），从开始时刻到后者追上前者路程差这一段路程所用的时间称为追及时间，则从例1容易看出：追及问题存在这样的基本关系：

　　路程差=速度差×追及时间.
　　如果已知其中的两个量，那么根据上式就很容易求出第三个量.

例2 甲、乙二人练习跑步，若甲让乙先跑10米，则甲跑5秒钟可追上乙；若甲让乙先跑2秒钟，则甲跑4秒钟就能追上乙.问：甲、乙二人的速度各是多少？

分析 若甲让乙先跑10米，则10米就是甲、乙二人的路程差，5秒就是追及时间，据此可求出他们的速度差为10÷5=2（米/秒）；若甲让乙先跑2秒，则甲跑4秒可追上乙，在这个过程中，追及时间为4秒，因此路程差就等于2×4=8（米），也即乙在2秒内跑了8米，所以可求出乙的速度，也可求出甲的速度.综合列式计算如下：

解： 乙的速度为：10÷5×4÷2=4（米/秒）

　　甲的速度为：10÷5+4=6（米/秒）

　　答：甲的速度为6米/秒，乙的速度为4米/秒.

例3 某人沿着一条与铁路平行的笔直的小路由西向东行走，这时有一列长520米的火车从背后开来，此人在行进中测出整列火车通过的时间为42秒，而在这段时间内，他行走了68米，则这列火车的速度是多少？

分析 整列火车通过的时间是42秒，这句话的意思是：从火车的车头追上行人时开始计时，直到车尾超过行人为止共用42秒，因此，如果我们把火车的运动看作是车尾的运动的话，则本题实际上就是一个车尾与人的追及问题，开始时刻，它们的路程差就等于这列火车的车长，追及时间就等于42秒，因此可以求出它们的速度差，从而求出火车的车速.

解： 520÷42+68÷42

　　=（520+68）÷42

　　=588÷42

　　=14（米/秒）

　　答：火车的车速为14米/秒.

例4 幸福村小学有一条200米长的环形跑道，冬冬和晶晶同时从起跑线起跑，冬冬每秒钟跑6米，晶晶每秒钟跑4米，问冬冬第一次追上晶晶时两人各跑了多少米，第2次追上晶晶时两人各跑了多少圈？

分析 这是一道封闭路线上的追及问题，冬冬与晶晶两人同时同地起跑，方向一致.因此，当冬冬第一次追上晶晶时，他比晶晶多跑的路程恰是环形跑道的一个周长（200米），又知道了冬冬和晶晶的速度，于是，根据追及问题的基本关系就可求出追及时间以及他们各自所走的路程.

解： ①冬冬第一次追上晶晶所需要的时间：

　　200÷（6-4）=100（秒）

　　②冬冬第一次追上晶晶时他所跑的路程应为：6×100=600（米）

　　③晶晶第一次被追上时所跑的路程：

　　4×100=400（米）

　　④冬冬第二次追上晶晶时所跑的圈数：

　　（600×2）÷200=6（圈）

　　⑤晶晶第2次被追上时所跑的圈数：

　　（400×2）÷200=4（圈）

　　答：略.

　　解答封闭路线上的追及问题，关键是要掌握从并行到下次追及的路程差恰是一圈的长度.

例5 军事演习中，“我”海军英雄舰追击“敌”军舰，追到A岛时，“敌”舰已在10分钟前逃离，“敌”舰每分钟行驶1000米，“我”海军英雄舰每分钟行驶1470米，在距离“敌”舰600米处可开炮射击，问“我”海军英雄舰从A岛出发经过多少分钟可射击敌舰？

分析 “我”舰追到A岛时，“敌”舰已逃离10分钟了，因此，在A岛时，“我”舰与“敌”舰的距离为10000米（=1000×10）.又因为“我”舰在距离“敌”舰600米处即可开炮射击，即“我”舰只要追上“敌”舰9400（=10000米-600米）即可开炮射击.所以，在这个问题中，不妨把9400当作路程差，根据公式求得追及时间.

解： （1000×10-600）÷（1470-1000）

　　=（10000-600）÷470

　　=9400÷470

　　=20（分钟）

　　答：经过20分钟可开炮射击“敌”舰.

例6 在一条直的公路上，甲、乙两个地点相距600米，张明每小时行4公里，李强每小时行5公里.8点整，张李二人分别从甲、乙两地同时出发相向而行，1分钟后他们都调头反向而行，再经过3分钟，他们又调头相向而行，依次按照1，3，5，…（连续奇数）分钟数调头行走，那么张、李二人相遇时是8点几分？

分析 无论相向还是反向，张李二人每分钟都共走4000÷60+5000÷60=150（米）.如果两人一直相向而行，那么从出发经过600÷150=4（分钟）两人相遇.显然，按现在的走法，在16分钟（=1+3+5+7）之内两人不会相遇.在这16分钟之内，他们相向走了6分钟（=1+5），反向走了10分钟（=3+7），此时两人相距600+[150×（3+7-1-5）]=1200米，因此，再相向行走，经过1200÷150=8（分钟）就可以相遇.

解： 600+150×（3+7-1-5）=1200（米）

　　1200÷（4000÷60+5000÷60）=8（分钟）

　　1+3+5+7+8=24（分钟）

　　答：两人相遇时是8点24分.

例7 自行车队出发12分钟后，通信员骑摩托车去追他们，在距出发点9千米处追上了自行车队，然后通信员立即返回出发点；随后又返回去追自行车队，再追上时恰好离出发点18千米，求自行车队和摩托车的速度.

分析 在第一次追上自行车队与第二次追上自行车队之间，摩托车所走的路程为（18+9）千米，而自行车所走的路程为（18-9）千米，所以，摩托车的速度是自行车速度的3倍（=（18+9）÷（18-9））；摩托车与自行车的速度差是自行车速度的2倍，再根据第一次摩托车开始追自行车队时，车队已出发了12分钟，也即第一次追及的路程差等于自行车在12分钟内所走的路程，所以追及时间等于12÷2=6（分钟）；联系摩托车在距出发点9千米的地方追上自行车队可知：摩托车在6分钟内走了9千米的路程，于是摩托车和自行车的速度都可求出了.

解： （18+9）÷（18-9）=3（倍）

　　12÷（3-1）=6（分钟）

　　9÷6=1.5（千米/分钟）

　　1.5÷3=0.5（千米/分钟）

　　答：摩托车与自行车的速度依次为1.5千米/分钟，0.5千米/分钟.

例8 A、B两地间有条公路，甲从A地出发，步行到B地，乙骑摩托车从B地出发，不停地往返于A、B两地之间，他们同时出发，80分钟后两人第一次相遇，100分钟后乙第一次追上甲，问：当甲到达B地时，乙追上甲几次？
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分析 由上图容易看出：在第一次相遇与第一次追上之间，乙在100-80=20（分钟）内所走的路程恰等于线段FA的长度再加上线段AE的长度，即等于甲在（80+100）分钟内所走的路程，因此，乙的速度是甲的9倍（=180÷20），则BF的长为AF的9倍，所以，甲从A到B，共需走80×（1+9）=800（分钟）乙第一次追上甲时，所用的时间为100分钟，且与甲的路程差为一个AB全程.从第一次追上甲时开始，乙每次追上甲的路程差就是两个AB全程，因此，追及时间也变为200分钟（=100×2），所以，在甲从A到B的800分钟内，乙共有4次追上甲，即在第100分钟，300分钟，500分钟和700分钟.

解： （略）.

习 题 七

　　1.解放军某部先遣队，从营地出发，以每小时6千米的速度向某地前进，6小时后，部队有急事，派通讯员骑摩托车以每小时78千米的速度前去联络，问多少时间后，通讯员能赶上先遣队？

　　2.小明以每分钟50米的速度从学校步行回家，12分钟后小强从学校出发骑自行车去追小明，结果在距学校1000米处追上小明，求小强骑自行车的速度.

　　3.甲、乙两架飞机同时从一个机场起飞，向同一方向飞行，甲机每小时行300千米，乙机每小时行340千米，飞行4小时后它们相隔多少千米？这时候甲机提高速度用2小时追上乙机，甲机每小时要飞行多少千米？

　　4.两人骑自行车从同一地点出发沿着长900千米环形路行驶，如果他们反向而行，那么经过2分钟就相遇，如果同向而行，那么每经过18分钟快者就追上慢者，求两人骑车的速度？

　　5.一条环形跑道长400米，甲骑自行车每分钟骑450米，乙跑步每分钟250米，两人同时从同地同向出发，经过多少分钟两人相遇？

　　6.上午8点零8分，小明骑自行车从家里出发，8分钟后，爸爸骑摩托车去追他，在离家4千米的地方追上了他.然后爸爸立刻回家，到家后又立刻回头去追小明、再追上他的时候，离家恰好是8千米，问这时是几点几分？

第八讲 数学游戏

　　我们在进行竞赛与竞争时，往往要认真分析情况，制定出好的方案，使自己获胜，这种方案就是对策.在小学数学竞赛中，常有与智力游戏相结合而提出的一些简单的对策问题，它所涉及的数学知识都比较简单.但这类题的解答对我们的智力将是一种很有益的锻炼.

例1 甲、乙二人轮流报数，必须报不大于6的自然数，把两人报出的数依次加起来，谁报数后加起来的数是2000，谁就获胜.如果甲要取胜，是先报还是后报？报几？以后怎样报？

分析 采用倒推法（倒推法是解决这类问题一种常用的数学方法）.由于每次报的数是1～6的自然数，2000-1=1999，2000-6=1994，甲要获胜，必须使乙最后一次报数加起来的和的范围是1994～1999，由于1994-1=1993（或1999-6=1993），因此，甲倒数第二次报数后加起来的和必须是1993.同样，由于1993-1=1992，1993-6=1987，所以要使乙倒数第二次报数后加起来的和的范围是1987～1992，甲倒数第三次报数后加起来的和必须是1986.同样，由于1986-1=1985，1986-6=1980，所以要使乙倒数第三次报数后加起来的和的范围是1980～1985，甲倒数第四次报数后加起来的和必须是1979，….

　　把甲报完数后加起来必须得到的和从后往前进行排列：2000、1993、1986、1979、….观察这一数列，发现这是一等差数列，且公差d=7，这些数被7除都余5.因此这一数列的最后三项为：19、12、5.所以甲要获胜，必须先报，报5.因为12-5=7，所以以后乙报几，甲就报7减几，例如乙报3，甲就接着报4（=7-3）.

解： ①甲要获胜必须先报，甲先报5；

　　②以后，乙报几甲就接着报7减几.

　　这样甲就能一定获胜.

例2 有1994个球，甲乙两人用这些球进行取球比赛.比赛的规则是：甲乙轮流取球，每人每次取1个，2个或3个，取最后一个球的人为失败者.

　　①甲先取，甲为了取胜，他应采取怎样的策略？

　　②乙先拿了3个球，甲为了必胜，应当采取怎样的策略？

分析 为了叙述方便，把这1994个球编上号，分别为1～1994号.取球时先取序号小的球，后取序号大的球.还是采用倒推法.甲为了取胜，必须把1994号球留给对方，因此甲在最后一次取球时，必须使他自己取到球中序号最大的一个是1993（也许他取的球不止一个）.为了保证能做到这一点，就必须使乙最后第二次所取的球的序号为1990（=1993-3）～1992（=1993-1）.因此，甲在最后第二次取球时，必须使他自己所取的球中序号最大的一个是1989.为了保证能做到这一点，就必须使乙最后第三次所取球的序号为1986（=1989-3）～1988（=1989-1）.因此，甲在最后第三次取球时，必须使他自己取球中序号最大的一个是1985，….

　　把甲每次所取的球中的最大序号倒着排列起来：1993、1989、1985、….观察这一数列，发现这是一等差数列，公差d=4，且这些数被4除都余1.因此甲第一次取球时应取1号球.然后乙取a个球，因为a+（4-a）=4，所以为了确保甲从一个被4除余1的数到达下一个被4除余1的数，甲就应取4-a个球.这样就能保证甲必胜.

　　由上面的分析知，甲为了获胜，必须取到那些序号为被4除余1的球.现在乙先拿了3个，甲就应拿5-3=2个球，以后乙取a个球，甲就取4-a个球.

解： ①甲为了获胜，甲应先取1个球，以后乙取a个球，甲就取4-a个球.

　　②乙先拿了3个球，甲为了必胜，甲应拿2个球，以后乙取a个球，甲就取4-a个球.

例3 甲、乙两人轮流往一张圆桌面上放同样大小的硬币，规定每人每次只能放一枚，硬币平放且不能有重叠部分，放好的硬币不再移动.谁放了最后一枚，使得对方再也找不到地方放下一枚硬币的时候就赢了.说明放第一枚硬币的甲百战百胜的策略.

分析 采用“对称”思想.

　　设想圆桌面只有一枚硬币那么大，当然甲一定获胜.对于一般的较大的圆桌面，由于圆是中心对称的，甲可以先把硬币放在桌面中心，然后，乙在某个位置放一枚硬币，甲就在与之中心对称的位置放一枚硬币.按此方法，只要乙能找到位置放一枚硬币，根据圆的中心对称性，甲定能找到与这一位置中心对称的地方放上一枚硬币.由于圆桌面的面积是有限的，最后，乙找不到放硬币的地方，于是甲获胜.

解： （略）.

例4 把一棋子放在如右图左下角格内，双方轮流移动棋子（只能向右、向上或向右上移），一次可向一个方向移动任意多格.谁把棋子走进顶格，夺取红旗，谁就获胜.问应如何取胜？[image: image89.png]



 分析 采用倒推法.由于只能向右、向上或向右上移，要把棋子走进顶格，应让对方最后一次把棋子走到最右边一列的格中，为了保证能做到这一点，倒数第二次应让棋子走进右图中的A格中.（对方从A格出发，只能向右或向上移至最后一列的格中）所以要获胜，应先占据A格.同理可知，每次都占据A～E这五个格中的某一格的人一定获胜.

解： 为保证取胜，应先走.首先把棋子走进E格，然后，不管对方走至哪一格，（肯定不会走进A～D格），先走者可以选择适当的方法一步走进A～D格中的某一格.如此继续，直至对方把棋子走进最后一列的某个格中，此时先走者一步即可走进顶格，夺取红旗，从而获胜.

例5 白纸上画了m×n的方格棋盘（m，n是自然数），甲、乙两人玩画格游戏，他们每人拿一枝笔，先画者任选一格，用笔在该格中心处画上一个点，后画者在与这个格相邻（有一条公共边的两个格叫相邻的格）的一个格的中心处也画上一个点，先画者再在与这个新画了点的格相邻的格的中心画上一个点，后画者接着在相邻的格中再任选一格画上一个点，…，如此反复画下去，谁无法画时谁失败.问：先画者还是后画者有必胜策略？他的必胜策略是什么？（注：已画过点的格子不准再画.）

分析 m，n是自然数，不定，不妨选几个小棋盘来试试，以便从中找出规律.

　　1×1棋盘，先画者胜.

　　1×2棋盘，后画者胜.

　　2×2棋盘，后画者胜.

　　2×3棋盘，后画者胜.后画者的策略如下：2×3棋盘，总可以事先分割成3个1×2的小棋盘.后画者采用“跟踪”的方法：先画者在某个1×2的小盘中某个格内画了点，后画者就在同一个1×2小盘中的另一格画点；先画者只得去寻找另外的1×2的小盘，后画者“跟踪”过去；直至先画者找不到新的1×2小盘，这时，先画者就失败.

　　由2×3棋盘的分析过程知：m，n中至少有一个为偶数时，m×n棋盘总可以事先分成一些1×2或2×1的小棋盘，利用上面所说的“跟踪”法，后画者有必胜策略.

　　若m，n都是奇数，先画者事先把m×n棋盘划分成一些1×2小棋盘后，还剩一个小格.这时，先画者可以先在这个剩下的小格中画点，之后，先画者用“跟踪”法，就归结为m、n至少有一个为偶数的情形，先画者有必胜策略.

　　综上所述，当m、n中至少有一个为偶数时，后画者有必胜策略；当m、n都为奇数时，先画者有必胜策略.

解： （略）.

例6 现有9根火柴，甲、乙两人轮流从中取1根、2根或3根，直到取完为止.最后数一数各人所得火柴总数，得数为偶数者胜.问先拿的人是否能取胜？应怎样安排策略？

分析 我们从最简单的情况开始进行考虑.

　　由于9是奇数，它分成两个自然数的和时，必然一个是奇数，一个是偶数，所以两人中必然一胜一负.由于偶数分成两个自然数的和时，必然同奇或同偶，故无论如何取，都只能平局.因此我们只对火柴总数为奇数的情况加以讨论.

　　1.如果有1根火柴，那么先取的人必败，后取的人必胜.

　　2.如果有3根火柴，先取的人可以取2根，后取的人只能取1根，那么先取的人必胜，后取的人必败.

　　3.如果有5根火柴，不妨设为甲先拿.

　　甲先拿1根：

　　①乙拿1根，还剩3根，甲取3根.甲的火柴总数为：1＋3＝4（根），乙的火柴总数为1根，因此甲胜.

　　②乙拿2根，还剩2根，甲取1根，乙取1根.甲的火柴总数为：1＋1＝2（根），乙的火柴总数为：2＋1＝3（根），因此甲取胜.

　　③乙拿3根，还剩1根，甲取1根.甲的火柴总数为：1＋1＝2（根），乙的火柴总数为3根，因此甲胜.

　　因此，如果有5根火柴，先拿的人有必胜的策略.

　　4.下面讨论7根火柴的情形.

　　甲先取了3根：

　　还剩4根，同前面3①～③分析可知甲必胜。

　　因此，有7根火柴时，先取的人有必胜的策略.

　　5.最后讨论9根火柴的情形.

　　①甲先取1根，乙取3根，还剩5根.

　　（a）甲取1根，还剩4根，乙取3根，甲取1根，乙胜.

　　（b）甲取2根，还剩3根，乙取3根，乙胜.

　　（c）甲取3根，还剩2根，乙取1根，甲取1根，乙胜.

　　因此，在甲先取1根的情况下，（乙接着取3根）乙有必胜的策略.

　　②甲取2根时，还剩7根，这时乙面临7根的情形，乙取3根，不论以后甲怎样取，乙都有必胜的策略.

　　③甲取3根时，还剩6根；乙取1根，还剩5根.

　　（a）甲取1根，还剩4根，乙取3根，甲取1根，乙胜.

　　（b）甲取2根，还剩3根，乙取3根，乙胜.

　　（c）甲取3根，还剩2根，乙取1根，甲取1根，乙胜.

　　因此在甲先取3根的情况下，乙只要取1根，不论以后甲怎样取，乙都有必胜的策略.

　　综上所述，先取的人没有必胜的策略，后取的人有必胜的策略.

　　解： （略）.

习题八

　　1.甲、乙两人轮流报数，必须报1～4的自然数，把两人报出的数依次加起来，谁报数后加起来的和是1000，谁就取胜.如果甲要取胜，是先报还是后报？报几？以后怎样报？

　　2.有1994个格子排成一行，左起第一个格子内有一枚棋子，甲、乙两人轮流向右移动棋子，每人每次只能向右移动1格、2格、3格或4格，谁将棋子走到最后一格谁败.那么甲为了取胜，第一步走几格？以后又怎样走？

　　3.54张扑克牌，两人轮流拿牌，每人每次只能拿1张到4张，谁拿到最后一张谁输，问先拿牌的人怎样确保获胜？

　　4.n个1×1的正方形排成一行，左起第一个正方形中放一枚棋子，甲、乙两人交替走这枚棋子，每步可向右移动1格、2格或3格，谁先走到最后一格谁为胜利者.问先走者还是后走者有必胜的策略？

　　5.如果将例4中的条件改为“得数为奇数者为胜”，那么怎样才能确保取胜？

第九讲 有趣的数阵图（一）

　　大家都知道了历史悠久的三阶幻方.再推广一些，结合某些几何图形，把一些数字填入图形的某种位置上，并使数字满足一定的约束条件，这类问题，习惯上称为“数阵图”.幻方是特殊的数阵图，幻方发展较快，因为它后来与试验方案设计及一些高深数学分支有关，成为数阵图中最重要课题.本讲主要介绍一般数阵图及解此类题的推理思考方法，由于它既有数字之间运算，又要结合图形，对开发学生综合思考和形象思维很有益.

　　先看例题.

例1 下面图形包括六个加法算式，要在圆圈里填上不同的自然数，使六个算式都成立，那么最右边圆圈中的数最少是几？

               [image: image90.png]



分析 为便于说理，各圆圈内欲填的数依次用字母A、B、C、D、E、F、G、H、I代替（上右图）.

　　经观察，I=A+B+C+D.题目要I尽可能小，最极端的想法，希望A、B、C、D只占用1、2、3、4.但这会产生矛盾.因为1总要和2、3、4中的某两个实施加法，但1＋2给予G、H、E、F中某值为3与A、B、C、D中已有的3冲突；同样1+3给于G、H、E、F中某值为4又与A、B、C、D中已有的4冲突；所以A、B、C、D不能是1、2、3、4.

　　那么退而求之，不妨先设A=1.如先考虑B，B尽可能小，最好，B=2，从而决定了E=3，C≠3，D≠3.

　　这样一来，C，D只能取4和5.但如C=4导致G=5和D=5冲突，而C=5，D=4，又导致G=A+C=6和H=B+D=2+4=6冲突.

　　在碰了钉子后，回看在A=1设定后，不应随随便便先填B的值.从结构上看，因为B，C地位对称，不妨先考虑D.D尽可能小，最好设D=2，B、C至少取3、5，若如此，由B+D或C+D产生的5会与B、C中已有的5矛盾.

　　所以，B、C可能取3、6.从而形成了：A=1、D=2、B、C取3、6（B，C地位对称）.这样一来其他字母所代表的值就立即推出，不妨设B=3，C=6，A+B=E=4，C+D=6+2=8=F；A+C=1+6=7=G，B+D=3+2=5=H，恰

　　好满足E+F=4+8=12=I；G+H=7+5=12=I；

　　综上所述：A=1，D=2，B=3，C=6决定了其他值，且决定了I=12.是一个较小的I的值，自然要问I值还可能比12小吗？

　　分析I的值有三种不同的获得方式：

　　I=A+B+C+D=E+F=G+H.

　　3I=A+B+C+D+E+F+G+H，

　　而8个字母最少是代表1、2、…、7、8的情况.

　　3I≥（1+2+…+7+8）=36，I≥12.

　　现已推出了使I=12的一种填法，所以是最佳方案了.

例2 如右图，五圆相连，每个位置的数字都是按一定规律填写的，请找出规律，并求出x所代表的数.      [image: image91.png]



 分析 经观察，图中所填数的规律为两个圆相交部分的数等于与它相邻两部分里的数的和的一半.比如：

　　（26+18）÷2=22.

　　（30+26）÷2=28.

　　（24+30）÷2=27.

解： x+18=17×2

　　x=16.

　　经检验，16和24相加除以2，也恰好等于20.

例3 在下图中的各题中，将从1开始的连续自然数填入各题的圆圈中，要使每边上的数字之和都相等，中心处各有几种填法？（每小题请给出一个解）

           [image: image92.png]@)
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　　分析1 图（A）中的中心圆填入的数设为x，x参与3条线的连加，设每条线数字和都为S.由题意：

　　1+2+3+…+7+2x=3S

　　即28+2x=3S或28+2x≡0（mod 3）

　　借用同余工具，是在两个未知数的不定方程中先缩小x应该取值的范围.在mod3情况下，只要试探x≡0，1，2三个值，很轻松地解出：x≡1（mod3），回复到x取值范围为1，2，…，7.有x1=1，x2=4，x3=7，
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　　得到：x1=1，S1=10；x2=4，S2=12；x3=7，S3=14；

　　由此看出关键在求S（公共和）及x（参与相加次数最多的圆中值）.

　　此方法对下面解（B）、（C）、（D）.都适用.

　　注意：每条线上的数字之和随着中心数的变化而变化.

分析2 我们分析图（B），首先应该考虑中心数，（B）题共10个数，由于中心数比其他数多使用了二次（总共使用三次）.如果中心数用x表示，三条边的数码总和应为：

　　1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+2x=55+2x

　　同理，因为是3条边，所以55+2x应是3的倍数55+2x≡0（mod 3），把x≡0、1、 2代入试验，得x≡1（mod 3），即x=1、4、7、10.四种解.

　　①当x=1时，55+2x=57，57÷3=19

　　②当x=4时，55+2x=63，63÷3=21

　　③当x=7时，55+2x=69，69÷3=23

　　④当x=10时，55+2x=75，75÷3=25

　　读者可按照上面相似的规律自己去分析一下图中（C）、（D）两题.

　　解：（A）图：[image: image94.png]®
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 　　中心数可以为1、4、7，有三种填法，请读者补充其他两种解法.

　　（B）图：[image: image95.png]@

g





 　　中心数可以为1、4、7、10.有四种填法，请你补充其他三种填法.

　　（C）图：[image: image96.png]oot




 　　中心数可以为1、5、9.有三种填法，请你补充其他两种填法.

　　（D）图：[image: image97.png]@
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 　　中心数可以为1、6、11.有3种填法，请你补充其他两种填法.

例4 在下左图的七个圆圈内各填上一个数，要求每条线上的三个数中，当中的数是两边两个数的平均数，现在已填好两个数，求x是多少？

        [image: image98.png]



　　分析 为了便于说明问题，我们用字母表示各个圆圈内所表示的数，如上右图所示：

　　根据题意，我们观察：因为每一条直线上的三个数中，当中的数是两边的两个数的平均数.所以可以得出：D=（13+17）÷2=15.还可以得出以下三式：

　　C=（B+15）÷2 （1）

　　A=（13+B）÷2 （2）

　　C=（A+17）÷2 （3）

　　将上述三个算式进行变形，成下面三个算式：

　　2C=B+15 （4）

　　2A=13+B （5）

　　2C=A+17 （6）

　　用（4）式减去（5）式得出：

　　2C-2A=2

　　C-A=1

　　C=A+1

　　将C=A+1代入（6）式得到：

　　2（A+1）=A+17，A=15.

　　x=19.

　　 [image: image99.png]Mc=16, BE, 16= (13+x) X%




　　即：[image: image100.png]



　　 　　解：（略）

　　例5 如下左图有5个圆，它们相交后相互分成几个区域，现在两个区域里已分别填上数字10、6，请在另外七个区域里分别填进2、3、4、5、6、7、9七个数字，使每个圈内的数的和都是15.

         [image: image101.png]£
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　　分析 为了便于说明，我们用字母表示其他的7个区域.如上右图.

　　根据题意可以得出：A=5、G=9，九个区域中数的总和为：（2+3+4+5+6+7+9）+10+6=52，而每个圆圈内数的和是15，五个圆圈内数的总和为：15×5=75，又75-52=23，由此得出重叠的部分的四个数A、C、E、G的和是23.由于A=5和G=9已经填好，因此，余下的两个部分C+E的和是：23-5-9=9，此时9只有两种分解的可能：2+7=9、3+6=9.在E、F、G这个圆圈内，∵G=9，∴E不能填6、7.也不能填3（否则F也等于3），只能填2，这样，E=2，C=7.

　　解：[image: image102.png]AT
AP




 例6 如下左图所示4个小三角形的顶点处共有6个圆圈.如果在这些圆圈中分别填上6个质数，它们的和是20，而且每个小三角形三顶点上的数之和相等，问这6个质数的积是多少？

       [image: image103.png]



　　分析 为了叙述方便，我们用字母表示图中圆圈里的数.如上右图所示.通过观察，我们不难发现，小三角形A1B2C2和小三角形A2B2C2有两个共同的顶点B2，C2，而这两个小三角形顶点上数字的和相等.因此A1=A2.同理有B1=B2，C1=C2，所以，此图只能填A、B、C三个质数（两个A、两个B、两个C.以下：A1=A2记为A，B1=B2记为B，C1=C2记为C）

　　∵6个圆圈中的6个质数之和为20，即：

　　2×（A+B+C）=20

　　A+B+C=10.

　　∴10分成三个质数之和只能是10=2+3+5.这样，A、B、C分别是2、3、5.这时所填6个数的积是：2×2×3×3×5×5=900.

　　解：   [image: image104.png]



 例7 能否将自然数1～10填入五角星各交点的“○”内使每条直线上的4个数字之和都相等？[image: image105.png]



　　分析与解答 不能，用反证法.

　　假设可以填成数阵图，观察发现：

　　十个点中的每一个点恰好是两条直线的公共点.因而全部直线（共5条）上数字总和，应该等于全部点上数字总和的2倍.记每条直线上数字和为S，则有

　　5S=（1+2+3+…+10）×2，

　　从而解出S=22.

　　10和1必同在某一直线上.不然，如含有10的两条直线都不含有1，这样，这两条线上8个数字（10自然被计上两次）之和（本应为2S）大于等于

　　2×10+2+3+4+5+6+7=47＞44=2S.

　　形成矛盾.所以10、1必处同一直线.

　　此外，有三个数字与10不同线，不妨记为x、y、z.

         [image: image106.png]



　　显然x+y+z=｛10数总和｝-｛其余七个数和｝而这｛其余七个数和｝恰好为2S-10.所以x+y+z=55-2×22+10=21.已推出10，1共线.进一步看出，1无论在什么位置都与x、y、z三数中的两个共线.

　　设1与x、y共线，此线上另一数设为v.

　　则有1+x+y+v=22，从而x+y+v=21.前已证x+y+z=21，因而导致v=z的矛盾.其他情况推证类似，所以没有题设的填法.

习题九

　　1.将1～9这九个数字分别填入右图中的九个圆圈中，使各条边上的四个圆圈内的数的和相等.   [image: image107.png]



　　2.将0.01、0.02、…、0.09这九个数

　　分别填入右图九个圆圈内，使每条边上的四个圆圈内的数之和都等于0.2.（此题与题1共用一图）

　　3.在右图的空白的区域内分别填上1、2、4、6四个数，使每个圆中的四个数的和都是15.        [image: image108.png]



第十讲 有趣的数阵图（二）

　　下面我们继续研究有关数阵图的问题.

例1 将1～7这七个自然数分别填入右图的7个小圆圈中，使三个大圆圆周上及内部的四个数之和都等于定数S，并指出这个定数S的取值范围，最小是多少，最大是多少？并对S最小值填出数阵.   [image: image109.png]Gt
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 　　分析 为了叙述方便，用字母表示圆圈中的数.通过观察，我们发现，三个大圆上，每个大圆上都有4个小圆，由题设每个大圆上的4个小圆之和为S.从图中不难看出：B是三个圆的公共部分，A、C、D分别是两个圆的公共部分而E、F、G仅各自属于一个圆.这样三个大圆的数字和为：3S=3B+2A+2C+2D+E+F+G，而A、B、…、F、G这7个数的全体恰好是1、2、…、6、7.

　　∴3S=1+2+3+4+5+6+7+2B+A+C+D.

　　3S=28+2B+A+C+D.

　　如果设2B+A+C+D=W，要使S等于定数

　　 

　　即W最小发生于B=1、A=2、C=3、D=4

　　W最大发生于B=7、A=6、C=5、D=4，

　　综上所述，得出：

　　13≤S≤19即定数可以取13～19中间的整数.

　　本题要求S=13，那么A=2、B=1、C=3、D=4、E=5、 F=6、 G=7.

　　注意：解答这类问题常常抓两个要点，一是某种共同的“和数” S.（同一条边上各数和，同一三角形上各数和，同一圆上各数和等等）.

　　二是全局考虑数阵的各数被相加的“次”数.主要突破口是估算或确定出S的值.从“中心数”B处考虑.（B是三个大圆的公共部分，常根据S来设定B的可能值.这里重视B不是简单地看到B处于几何中心，主要因为B参与相加的次数最多）此处因为定数是13，中心数可从1开始考虑.确定了S和中心数B，其他问题就容易解决了.

　　解：   [image: image110.png]@ (3)
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 例2 把20以内的质数分别填入右图的八个圆圈中，使圈中用箭头连接起来的每条路上的四个数之和都相等.   [image: image111.png]



 　　分析 观察右图，我们发现：

　　①有3条路，每条路上有4个数，且4个数相加的和要相等.

　　②图形两端的两个数是三条路的公共起点和终点.因此只要使三条路上其余两个数的和相等，就可以确保每条路上的四个数的和相等.

　　③20以内的质数共有8个，依次是2、3、5、7、11、13、17、19.如果能从这八个数中选出六个数凑成相等的三对数，问题就可迎刃而解.如要分析，设起点数为X，终点数为y，每条路上4个数之和为S，显然有：

　　3S=2x+2y+2+3+5+7+11+13＋17+19

　　=2x+2y+77.

　　 [image: image112.png]2 (x+y) +2+
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　　即S最小=29，此时x=2,y=3

　 [image: image113.png]2 (19+13) +2
Sex 725+%:47, HeBx=19,y=13,




　　但这时，中间二个质数之和为47-（19+13）=15，但17＞15，17无处填.

　　所以S=47是无法实现的.

　　这题还另有一个独特的分析推理.即惟一的偶质数必处于起点或终点位上.不然，其他路上为4个质数之和，2处于中间位的路上.这条路为3奇1偶相加，另两条路上为4个奇相加，形成矛盾.

　　再进一步分析，（终点，始点地位对称）始点放上2，终点放上另一个质数，其他6个质数之和必为3的倍数.而经试算，只有终点放上3，而可满足的解法只有一种（已在下图中表出）.

　　解：         [image: image114.png]



 　　这样，轻而举地可得到：5+19=24，7+17＝24，11+13=24.

 例3 把1、2、3、4、5、6、7、8这八个数分别填入右图中的正方形的各个圆圈中，使得正方形每边上的三个数的和相等  [image: image115.png]


.

　　分析和解 假设每边上的三数之和为

　　S，四边上中间圆圈内所填数分别为a、b、c、d，那么：

　　a+c=b+d=（1+2+…+8）-2S=36-2S

　　∴2S＝36-（a+C）＝36-（b+d）

　　 [image: image116.png]1
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1� S=15，则a+c=b+d＝6，又1+5=2+4=6，试验可得下图

             [image: image117.png]



　　②若S=14，则a+c=b+d=8，又1+7=2+6=3+5=8，试验可得下两图

　           [image: image118.png]



　　③若S=13，则a+c=b+d＝10，又2+8＝3+7＝4+610，试验可得下两图

              [image: image119.png]



　　④若S=12，则a+c=b+d＝12，又4+8＝5+7＝12，试验可得下图

                [image: image120.png]



例4 在一个立方体各个顶点上分别填入1～9这九个数中的八个数，使得每个面上四个顶点所填数字之和彼此相等，并且这个和数不能被那个没有被标上的数字整除.          [image: image121.png]



 　　试求：没有被标上的数字是多少？并给出一种填数的方法.

　　分析 为了叙述方便，设没有被标上的数字为a，S是每个面上的四个顶点上的数字之和.由于每个顶点数都属于3个面，所以得到：

　　6S=3×（1+2+3+4+5+6+7+8+9）-3a

　　6S＝3×45-3a

　　2S＝45-a （1）

　　根据（1）式可看出：因为左边2S是偶数，所以右边45-a也必须是偶数，故a必须是奇数.又因为根据题意，S不能被a整除，而2与a互质，所以2S不能被a整除，45也一定不能被a整除.”

　　在奇数数字1、3、5、7、9中，只有7不能整除45，所以可以确定a=7.

　　 [image: image122.png]



　　这就证明正方体每个面上四个顶点所填数字之和是19，解法如图.

         [image: image123.png]



例5 将1～8这八个数标在立方体的八个顶点上，使得每个面的四个顶点所标数字之和都相等.

　　分析 观察下图，知道每个顶点属于三个面，正方体有6个面，所以每个面的数字之和为：

　　（1+2+3+4+5+6+7+8）×3÷6=18.

　　这就是说明正方体每个面上四个顶点所填数字之和是18.下面有3种填法的提示，作为练习，请读者补充完整.

　　解：[image: image124.png]I @) @)





 例6 在下左图中，将1～9这九个数，填人圆圈内，使每个三角形三个顶点的数字之和都相等.    [image: image125.png]



 　　分析 为了便于叙述说明，圆圈内应填的数，先由字母代替.设每个三角形三个顶点圆圈内的数字和为S.

　　即：A+B+C=S、D+E+F=S、G+H+I=S、

　　C+G+E=S、A+G+D=S、B+H+E=S、

　　C+I+F=S.

　　将上面七个等式相加得到：

　　2（A+B+C+D+E+F+G+H+I）+C+G+E=7S.

　　即：A+B+C+D+E+F+G+H+I=3S

　　又∵A、B、C、D、E、F、G、H、I，分别代表1～9这九个数.即：

　　1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.

　　3S=45

　　S=15.

　　这15就说明每个三角形三个顶点的数字之和是15.

　　在1～9九个数中，三个数的和等于15的组合情况有以下8种即：（1、9、5）；（1、8、6）；（2、9、4）；（2、8、5）；（3、7、5）；（2、7、6）；（3、8、4）；（4、5、6）；观察九个数字在上述8种情况下出现的次数看，数字2、4、5、6、8都均出现了三次，其他数字均只出现两次，所以，符合题意的组合中的2、8、5和4、5、6可填入图中的圆圈内，这样就得到本题的两个解.

　　解：[image: image126.png]H—O D6
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 例7 在有大小六个正方形的方框下左图中的圆圈内，填入1～9这九个自然数，使每一个正方形角上四个数字之和相等.

           [image: image127.png]o &




　　分析 为了叙述方便，我们将各个圆圈内填入字母，如上右图所示.如果设每个正方形角上四个数字之和为S，那么图中六个正方形可得到：

　　a1+a2+b1+b2=S,a2+b2+a3+b3=S,

　　b1+b2+c1+b2=S,a2+b3+b2+b1=S,

　　b2+b2+b3+c3=S,a1+a3+c3+c1=S.

　　将上面的六个等式相加可得到：

　　2（a1+a3+c3+c1）+3（a2+b3+b2+b1）+4b2=6S.则4b2＝S

　　4（a1+a3+c3+c1）+4（a2+b3+b2+b1）+4b2=9S.

　　于是有：

　　4（a1+a2+a3+b1+b2+b3+c1+b2+c3）=4×45=9S.

　　9S=4×45

　　S=20.

　　这就说明每个正方形角上四个数字之和为20.

　　所以：b2=5.

　　从而得到：a1+a2+b1=a2+a3+b3=15，

　　b1+c1+b2=b2+c3+b3=15.

　　由上面两式可得：a1+b1=a3+b3,b1+c1=b3+c3.

　　如果a2为奇数，则a1+b1和a3+b3均为偶数.

　　①若a1为奇数，a3为偶数，则b1为奇数，b3为偶数.因为a2+b3+b2+b1=20，所以b2为偶数，则c1为偶数，c3为奇数.但是a1+a2+5+b1=20，而奇数1、3、5、7、9中含有5的任意四个奇数的和不等于20，有矛盾.

　　②若a1为偶数，a3为偶数，则b1也为偶数，b3也为偶数.因为a2+b3+b2+b1=20，所以b2为奇数，则c1为偶数，c3为偶数，但1～9中只有4个偶数，有矛盾.

　　③若a1为奇数，a3为奇数，则b1、b3也为奇数，这样1～9中有六个奇数，有矛盾.

　　④若a1为偶数，a3为奇数，情况与①相同.

　　综合上述，a2必为偶数.由对称性易知：b2、b2、b1也为偶数.因此a1、a3、c3、c1全为奇数.

　　这样，就比较容易找到此解.

　　解：[image: image128.png]



 　　注：也可以这样想：因为1+2+3+4+5+6+7+8+9=45，中心数用5试填后，余下40，那么大正方形、中正方形对角数字之和一定为10，比如：2+8=10、3+7=10、1+9=10、4+6=10.再利用小正方形调整一下，便可以凑出结果了.

习题十
　　1.将1～6六个自然数字分别填入下图的圆圈内，使三角形每边上的三数之和都等于定数S，指出这个定数S的取值范围.并对S=11时给出一种填法.[image: image129.png]



[image: image130]2.将1～10这十个自然数分别填入下左图中的10个圆圈内，使五边形每条边上的三数之和都相等，并使值尽可能大.
[image: image131][image: image132.png]Ty D




　　3.将1～8填入上右图中圆圈内，使每个大圆周上的五个数之和为21.
第十一讲 简单的幻方及其他数阵图

　　有关幻方问题的研究在我国已流传了两千多年，它是具有独特形式的填数字问题.宋朝的杨辉将幻方命名为“纵横图.”并探索出一些解答幻方问题的方法.随着历史的进展，许多人对幻方做了进一步的研究，创造了许多绚丽多彩的幻方.

　　据传说在夏禹时代，洛水中出现过一只神龟，背上有图有文，后人称它为“洛书”.

　　洛书所表示的幻方是在3×3的方格子里（即三行三列），按一定的要求填上1～9这九个数，使每行、每列、及二条对角线上各自三数之和均相等，这样的3×3的数阵阵列称为三阶幻方.

　　一般地说，在n×n（n行n列）的方格里，既不重复又不遗漏地填上n2个连续的自然数（一般从1开始，也可不从1开始）每个数占一格，并使排在任一行、任一列和两条对角线上的n个自然数的和都相等，这样的数表叫做n阶幻方.这个和叫做幻和，n叫做阶.
　　杨辉在《续古摘奇算法》中，总结洛书幻方构造方法时写到：“九子排列，上、下对易，左右相更，四维挺出.”现用下图对这四句话进行解释.
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　　九子排列 上、下对易 左右相更 四维挺出

　　怎样构造幻方呢？一般方法是先求幻和，再求中间位置的数，最后根据奇、偶情况试填其他方格内的数.

　　下面我们就来介绍一些简单的幻方.

例1 将1～9这九个数，填入下左图中的方格中，使每行、每列、两条对角线上三个数字的和都相等.[image: image134.png]



 　　分析 为了便于叙述，先用字母表示图中要填写的数字.如上右图所示.

　　解答这个题目，可以分三步解决：

　　①先求出每行、每列三个数的和是多少？

　　②再求中间位置的数是多少？此题是求E=？

　　③最后试填其他方格里的数.

　　∵A+B+C+D+E+F+G+H+I

　　=1+2+3+4+5+6+7+8+9

　　=45.

　　∴A+B+C=D+E+F=G+H+I=15.

　　∴B+E+H=A+E+I=C+E+G=15.

　　∴A+B+C+D+E+F+G+H+I+3E

　　=（A+E+I）（B+E+H）+（C+E+G）+（D+E+F）

　　=15X4.

　　45+3E=60

　　3E=15

　　E=5.

　　这样，正中央格中的数一定是5.

　　由于在同一条直线的三个数之和是15，因此若某格中的数是奇数，那么与这个数在同一条直线上的另两个数的奇偶性相同.

　　因此，四个角上的数A、C、G、I必为偶数.（否则，若A为奇数，则I为奇数.此时若B为奇数，则其余所有格亦为奇数；若B为偶数，则其余所有格亦为偶数.无论哪种情形，都与1至9中有5个奇数，4个偶数这一事实矛盾.）

　　因此，B、D、F、H为奇数.

　　我们不妨认为A=2（否则，可把3×3方格绕中心块旋转即能做到这一点）.此时I=8.

　　此时有两种选择：C=4或G=4.因而，G=6或C=6.其他格的数随之而定.

　　因此，如果把经过中心块旋转而能完全重合的两种填数法视作一种的话，一共只有两种不同的填数法：A=2，C=4或A=Z，G=4（2，4被确定位置后，其他数的位置随之而定）.

　　解：按照上面的分析，我们可以得到两个解（还有另外6个可以由这两个解经过绕中心块旋转而得到，请大家自己完成）.

        [image: image135.png]



例2 在右图中的A、B、C、D处填上适当的数，使右图成为一个三阶幻方.

                             [image: image136.png]NEE





　　分析与解答

　　①从1行和3列得：

　　A+12+D=D+20+11

　　A+12=20+11

　　A=19.

　　②观察对角线上的三个数的总和，实际上它即为每行、每列的三个数的和.对角线上的三个数的和：

　　A+15+11=19+15+11=45.

　　③B=45-（16+19）=10.

　　④D=45-（20+11）=14.

　　⑤C=45-（16+11）=18.

　　∴ A=19、B=10、C=18、D=14.

例3 将右图中的数重新排列，使得横行、竖行、对角线上的三个数的和都相等.

       [image: image137.png]2 [20] 3
A0E
2 [w0] 39




　　分析 已知题目中只给了3个数，22、30、38，而每个数都有3个.很显然，横行、竖行、对角线上的三个数的和是：22+30+38=90.

　　以A、B、C记这三个数.

　　如果使得每行、每列（先不要求对角线）都各有一个A、B、C（容易知道，要满足题目要求，必须做到这一点），那么各行、各列的和都为A+B+C=90.

　　而这只有如下图所示的两种类型的排列方式.

           [image: image138.png]



　　其中第一图中由于A+A+A=90，因此必须A=30；第二图中C+C+C=90，所以C=30.其余各行、各列以及另一对角线上的三数之和都为A+B+C=90.

　　在第一图中B，C可在22、38中任取；第二图中A、B可在22、38中任取.因此共有4种不同的重新排列法.  [image: image139.png]22 ]3] a0
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 　　解：由分析可知，右图所示为4种不同的重新排列方法中的一种.

例4 将1、2、3、4、5、6、7、8、9这九个数字，分别填入3×3阵列中的九个方格，使第二行组成的三位数是第一行组成的三位数的2倍，第三行组成的三位数是第一行组成的三位数的3倍.     [image: image140.png]



 　　分析 这一例题比前三个例题要复杂些，但如果我们充分利用题目的要求和1至9这九个数的特性（五奇四偶），那么也能缩小每格中所应填的数的范围，直至完全确定每格中应填的数.为了方便起见，把九个格中的数字用A至I这九个英文字母代替.这样，例如C=2，则F=4，I=6.因而其余六格应 
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　　个加式：前两行之和等于第三行.这对于我们用奇偶性去分析加式成立的可能性是有用的.由于个位上的加法没有进位，因此十位上的三个数字不能都为奇数（否则将出现奇数+奇数=奇数的矛盾等式），即8一定是其中的一个十位数字，显然B≠8（否则E=6，与I=6矛盾）.又H≠8（否则，B≤8/3，只有B=1.而当B=1时，H至多为5）.因此E=8，这样，B＝9，H=7.最后，由于A＜D＜G必有A=1，D=3，G=5.由于192×2=384，192×3=576，所以所填的数满足题目要求.

　　又如，C=4，则F=8，1=2.个位上的加式向十位进1，因此十位上的三个数字都是奇数，因此6是一个百位数字.显然A≠6.如果D=6，则必有A=3，G=9.而B、E、H是1、5、7这三个数，要满足B+E+1=H，只能B=1，E=5，H=7或B=5，E=1，H=7.由于314×2≠658，354×2≠618，所以此时不满足题目要求.如果G=6，显然A＜3，此时只有A=1，但当A=1时，G＜（1+1）×3=6.因而当C=4时，不可能有满足题目要求的填法.

　　其他的情形可以类似地加以讨论，分别给出肯定的或否定的结论.

　　解：由分析，下左图是一种符合要求的填法.

        [image: image142.png]s




　　由于作为一个加法算式（上两行的和等于第三行），上图只是在十位上的加式向百位进了1，其他两个数位上都没有进位，因此把它的个位移到百位的位置上加式仍然成立，所以上右图也是一种符合要求的填法.

　　还有两种符合要求的填法，希望同学们利用分析中的方法把它们找出来.

例5 在九宫图中，第一行第三列的位置上填5，第二行第一列位置上填6，如下左图.请你在其他方格中填上适当的数，使方阵横、纵、斜三个方向的三个数之和均为27.    [image: image143.png]



 　　分析 为了叙述方便，我们将其余方格用字母表示，如上右图所示.根据题意可知：

　　A+B+5＝27 （1）

　　5+C+E＝27 （2）

　　5+D+G＝27 （3）

　　6+C+D=27 （4）

　　A+6+E＝27 （5）

　　A+C+G＝27 （6）

　　B+C+F＝27 （7）

　　E+F+G＝27 （8）

　　由（2）+（4）+（6）-（3）-（5）得知：

　　3C＝27 C=9.

　　将C＝9代入（4），D＝12代入（2），则E=13.

　　将D=12代入（3），则G=10.

　　将E=13代入（5），则A＝8.

　　将A=8代入（1），则B=14.

　　将B=14、C=9代入（7），则F=4.

　　解：由分析可知，中心方格必须填数字9，其他方格中也只有一种填法.见右图.          [image: image144.png]



 例6 请编出一个三阶幻方，使其幻和为24.

　　分析 ①根据题意，要求其三阶幻方的幻和为24，所以中心数为24÷3=8.

　　②既然8是中心数，那么与8在一条直线的各个组的其余两数的和为16，想一想哪两个数相加为16呢？

　　1+15=16 2+14=26 3+13=16

　　4+12=16 5+11=16 6+10=16

　　7+9=16

　　③按上述条件进行估算后填出，然后再进行调整即可得正确的答案.

　          [image: image145.png]wls]6
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九个数字分别填在右图的圆内，使每一横行、每一竖行、两对角线中三个数的和都相等.     [image: image147.png]



     　　分析 解答这类问题，要想办法化难为易，从中找到解答的方法.

　　①由于分数求和较繁，如果找到上述九个分数分母的最小公倍，将分数扩大后转成整数，问题就易于解决.

　　[2，3，4，6，12]=12，将九个分数分别扩大12倍，得到6、4、3、2、8、9、1、5、7.而3×3的幻方是熟知的.如右图所示：[image: image148.png]



 　　②将上图的每个数除以12就是所求.

　　解：[image: image149.png]



例8 如下图的3×3的阵列中填入了l～9的自然数，构成大家熟知的3阶幻方.现在另有一个3×3的阵列，请选择9个不同自然数填人9个方格中，使得其中最大者为20，最小者大于5，且要求横加、竖加、对角线方式相加的3个数之和都相等.      [image: image150.png]2





 　　分析 ①观察原表中的各数是从1～9不同的九个自然数，其中最大的数是9，最小的数是1，且横加、竖加、对角线方式相加结果相等.

　　②根据题意，要求新制的幻方最大数为20，而9+11=20，因此，如果原表中的各数都增加11，就能符合新表中的条件了.

　　解：[image: image151.png][HEIE
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 例9 将1～9这九个数字分别填入下图中两分图中的空格内（其中1和5已填好，使得前两行构成的两个三位数之和等于第三行构成的三位数，并且当每格看成单独一个数时相邻（上、下或左、右）的两格内的数的奇、偶性不同.

              [image: image152.png]1) 2)





　　分析 由题设条件（即把3×3阵列看成三位数的加式以及奇偶性的分布）可知，上图（1）中个位上的加式必向十位上进1位（因为偶数+奇数≠偶数），而十位未向百位进位.因此，第三行第三列的奇数小于5，不等于1，必为3，进而第一列第一行和第三行的数分别为7和9.接着可把其余四格中的偶数相继确定.

　　解：从对上图（1）的分析可得解如下图（1）.对上图（2）进行类似的分析，可得解如下图（2）.      [image: image153.png]



　 习题十一
　　1.在下图两分图的空格中填入不大于15且互不相同的自然数（其中已填好一个数），使每一横行、竖列和对角线上的三数之和都等于30.

               [image: image154.png]K





　　2.将九个连续自然数填入3行3列的九个空格中，使每一横行及每一竖列的三个数之和都等于60.

　　3.将从1开始的九个连续奇数填入3行3列的九个空格中，使每一横行、每一竖列及两条对角线上的三个数之和都相等.

第十二讲 数字综合题选讲

　　数字指的是0、1、2、3、4、5、6、7、8、9这十个．数字问题不但有趣，而且还会使我们的思维活跃，思路开阔．

　　在解答数字问题时，主要用到下面一些知识：

　　①奇偶数的性质：奇数±奇数=偶数

　　 偶数±偶数=偶数

　　 奇数±偶数=奇数

　　②自然数被9、11整除的特征：

　　一个自然数若它的各个数位上的数字和能被9整除，那么这个自然数必能被9整除．反之也成立．

　　（更一般地，一个自然数除以9的余数与它的各个数位上的数字和除以9的余数相同．）

　　一个自然数若它的奇数位上的数字和与偶数位上的数字和的差能被11整除，那么这个自然数必能被11整除．反之也成立．

　　③自然数分类的思想：分类时注意不重不漏，即某个自然数必属于某一类而且只能属于一类．

　　此外，还要用到加、减法中数位上的进位、借位，乘法中积的奇偶性与各个乘数的奇偶性的关系，…等等一些知识．

例1 一个四位数，它的个位数字为2，如果将个位数字移作千位数字，原来的千位数字移作百位数字，原来的百位数字移作十位数字，原来的十位数字移作个位数字，那么所得的新数比原数少2889，原数是多少？
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式为：      [image: image156.png]



 　　这时，此题转为一个数字迷的问题．突破口选在个位．

　　个位上：c+9=12，可得出c=3．

　　十位上：b+8+1=13，可得出b=4．

　　百位上：a+8+1=14．可得出a=5．

　　千位上：2+2+1=5．

　　因此，所求的四位数为5432．

例2 自然数列（A）：1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、…，把这个数列中一位以上的数的数字全部隔开，作成了新的数列（B）：1、2、3、4、5、6、7、8、9、1、0、1、1、1、2、…．

　　①（A）数列中的100这个数，个位上的数字0在（B）中是第多少个数字？

　　②（B）中的第100个数字，是（A）中的第几个数的哪一位上的数字？它是什么？

　　③到（B）的第100个数字为止，数字3共有多少个？

　　解：①把（A）中的1～100这100个自然数进行分类：

　　一位数：1～9共9个数字．

　　两位数：10～99共20×90=180（个）数字．

　　三位数：100共3个数字．

　　因此，（A）中的100这个数，个位上的数字0在（B）中是第9+180+3=192（个）数字．

　　②（B）中的前100个数字，把所有一位数减去，还剩100-9=91（个）数字．

　　由于每一个两位数可以隔成两个数字，所以由91÷2=45……1可知，（B）中的第100个数字，是（A）中的第46个两位数的十位数字．

　　46+10-1=55，故（B）中的第100个数字为（A）中的55的十位数字，它是5．

　　③由于55的十位数字不是3，所以可考虑1～54这54个自然数．

　　个位为3的自然数有：3、13、23、33、43、53，个位上共有6个3．

　　十位为3的自然数有：30～39，十位上共有10个3．

　　因此，到（B）的第100个数字为止，数字3共出现了：6+10=16（个）．

例3 从1、5、9、13、…、993中，任意找出199个数，把它们乘起来，积的个位数字是什么？

　　解：在1、5、9、…、993中，共有249个自然数．

　　由于奇数的个位数字只能为：1、3、5、7、9，因此把这些奇数分为两类：

　　一类是个位数字为5的：5、25、…、985共50个自然数．

　　另一类是个位数字不为5的：共有249-50=199（个）自然数．

　　任意取出的这199个自然数分成两种情况进行考虑：

　　①若这199个自然数中，含有个位数字为5的，则这199个数的乘积的个位必为5．

　　②若这199个自然数中，不含个位数字为5的，则这199个数的乘积的个位数字为：
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　　1×9×3×7的个位数字为9，则
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　　综上所述，这199个数的乘积的个位数字为3或5．

　　说明：对于比较复杂的情况，经常用分类的想法进行考虑，从而得到问题的完整答案．对于此题，同学们不妨思考一下：若从中取出198或200个数，结论又是怎样？

例4 把1、2、3、4、5、6这六个数字分别填入右面的表格中，每格只填一个数字，使每一行右边的数字比左边的大，每一列下面的数字比上面的大，共有多少种不同的填法？   [image: image159.png]



 　　分析 为了叙述方便，我们先把这六个空格中所填的数字用字母a、b、c、d、e、f来表示．     [image: image160.png]



 　　因为在这六个数字中，1最小，6最大，所以先考虑1和6这两个数字．

　　1只能填在a处，因为1若填在其他五个格中，则从剩下的五个数字中找不出比1还小的数填在1的左边或上面．6只能填在f处（同理）．

　　现在考虑5.5只能填在c处或e处．因为5若放在b处或d处，则从剩下的2、3、4中找不出比5大的数填在e处．

　　①若c=5，则b、d、e三格只能填2、3和4这三个数字，因为e＞b，且e＞d，所以e=4，共有以下两种填法：

　　b=2，d=3，e=4和b=3，d=2，e=4．

　　②若e=5，则b、c、d三格只能填2、3和4，因为c＞b，所以c=3或4，共有以下三种填法：

　　b=2，c=3，d=4；b=2，c=4，d=3

　　和b=3，c=4，d=2．

　　综上所述，共有5种不同的填法．

　　解：共有5种不同的填法，它们是：

　　 [image: image161.png]



　　说明：在考虑1和6以后，也可以接着考虑2，请同学们不妨试一试．

例5 任取一个四位数乘以9801，用A表示其积的各位数字之和，用B表示A的各位数字之和，用C表示B的各位数字之和，那么C为多少？

　　解：任一个四位数乘以9801的积，必然小于98010000，数字和最大不超过97999999的数字和，即A≤9×7+7=70．

　　在小于70的两位数中，数字和最大的为69，6+9=15，因此B≤15．

　　在小于15的自然数中，数字和最大的为9，所以C≤9．因为9801能被9整除，所以四位数与9801的积也能被9整除，所以A、B、C均能被9整除，因此C=9．

例6 用1～9这九个数字组成一个没有重复数字的九位数，且能被11整除，问这个九位数最大是多少？

　　解法1：先把由1～9这九个数字组成的没有重复数字的最大九位数排出来为：987654321．

　　因为（9+7+5+3+1）-（8+6+4+2）=5，所以

　　987654321不能被11整除．

　　适当调换偶数位与奇数位上的数字，使调换后奇数位上的数字和与偶数位上的数字和的差为11的倍数．因为在5个奇数，4个偶数之间进行加、减法运算（每个数只用一次）所得的结果必定为奇数，因此不能使奇数位上的数字和与偶数位上的数字和的差变为偶数，只能为奇数．因此，应使两者的差从5变为11．

　　11-5=6，6÷2=3，所以把1与4对换，得987651324能被11整除．

　　为使这个九位数为最大，再次进行调换，98765 1 3 2 4，即2与1对换，3与4对换．（这次调换只能是奇数位上的数字互换，偶数位上的数字互换，这样调换后的九位数仍能被11整除．）

　　因此，得所求的九位数为987652413．
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　　设A=a1+a3+a5+a7+a9
　　 B=a2+a4+a6+a8
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　　k是0或自然数．

　　由于A+B=45，所以A、B必然为一个奇数一个偶数，于是A-B为奇数，故取k=1
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　　a6+a8=17-（8+6）=3，

　　3只能等于1和2这两个自然数的和，所以合要求的九位数为987652413．

 
习题十二

　　1．一个四位数，划掉它的个位数字得第二个数；划掉它的个位、十位上的数字得第三个数．已知这三个数的和为4212，求这个四位数．

　　2．已知数87888990…153154155是由自然数87到155依次排列而成的，从左至右第88位上的数字是几？

　　3．把44444444写成多位数时，它的各个数位上的数字和为A，A的各个数位上的数字和为B，求B的各个数位上的数字和．

　　4．把1～9这九个数字填入下面的九个空格中，每个空格只填一个数字，每个数字只许用一次．问能否使每相邻三个格内数字之和均小于14？若能，给出一种具体的填法；若不能，请说明道理．

        [image: image166.png]



　　5．1、7、13、19、…、1003中，任意找出135个数，把它们乘起来，积的个位数字是什么？

　　6．用1～9这九个数字组成没有重复数字的九位数，且能被11整除，问这个九位数最小是几？

第十三讲 三角形的等积变形

　　我们已经掌握了三角形面积的计算公式：

　　三角形面积=底×高÷2
　　这个公式告诉我们：三角形面积的大小，取决于三角形底和高的乘积．如果三角形的底不变，高越大（小），三角形面积也就越大（小）．同样若三角形的高不变，底越大（小），三角形面积也就越大（小）．这说明；当三角形的面积变化时，它的底和高之中至少有一个要发生变化．但是，当三角形的底和高同时发生变化时，三角形的面积不一定变化．比如当高变为原来 

　　角形的面积变化与否取决于它的高和底的乘积，而不仅仅取决于高或底的变化．同时也告诉我们：一个三角形在面积不改变的情况下，可以有无数多个不同的形状．本讲即研究面积相同的三角形的各种形状以及它们之间的关系．

　　为便于实际问题的研究，我们还会常常用到以下结论：

　　①等底等高的两个三角形面积相等．

　　②底在同一条直线上并且相等，该底所对的角的顶点是同一个点或在与底平行的直线上，这两个三角形面积相等．

　　③若两个三角形的高（或底）相等，其中一个三角形的底（或高）是另一个三角形的几倍，那么这个三角形的面积也是另一个三角形面积的几倍．
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，它们所对的顶点同为A点，（也就是它们的高相等）那么这两个三角形的面积相等．    [image: image168.png]



　　同时也可以知道△ABC的面积是△ABD或△AEC面积的3倍．

　　例如在右图中，△ABC与△DBC的底相同（它们的底都是BC），它所对的两个顶点A、D在与底BC平行的直线上，（也就是它们的高相等），那么这两个三角形的面积相等．  [image: image169.png]



 　　例如右图中，△ABC与△DBC的底相同（它们的底都是BC），△ABC的高是△DBC高的2倍（D是AB中点，AB=2BD，有AH=2DE），则△ABC的面积是△DBC面积的2倍．[image: image170.png]



 　　上述结论，是我们研究三角形等积变形的重要依据．

例1 用四种不同的方法，把任意一个三角形分成四个面积相等的三角形．
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　　方法2：如右图，先将BC二等分，分点D、连结AD，得到两个等积三角形，即△ABD与△ADC等积．然后取AC、AB中点E、F，并连结DE、DF．以而得到四个等积三角形，即△ADF、△BDF、△DCE、△ADE等积．

　           [image: image173.png]



 [image: image174.png]Triks: AWER, SeHBCII%S, EFBD:%BC, ELAD, FHAD=

=5, EPAE:EF:FD:%AD, HEECE, CF, WREHEAFRO=FAR
, BIAABD. ACDF. ACEF. AACEZHR.




               [image: image175.png]



 　例2 用三种不同的方法将任意一个三角形分成三个小三角形，使它们的面积比为及1∶3∶4．

　　方法 1：如下左图，将BC边八等分，取1∶3∶4的分点D、E，连结AD、AE，从而得到△ABD、△ADE、△AEC的面积比为1∶3∶4．

        [image: image176.png]
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DE，从而得到三个三角形：△ADE、△BDE、△ACD．其面积比为1∶3∶4．
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　　当然本题还有许多种其他分法，同学们可以自己寻找解决．

例3 如右图，在梯形ABCD中，AC与BD是对角线，其交点O，求证：△AOB与△COD面积相等．    [image: image180.png]



　　证明：∵△ABC与△DBC等底等高，

　　∴S△ABC=S△DBC

　　又∵ S△AOB=S△ABC—S△BOC 

　　 S△DOC=S△DBC—S△BOC

　　∴S△AOB=S△COD．

例4 如右图，把四边形ABCD改成一个等积的三角形．

             [image: image181.png]



　　分析 本题有两点要求，一是把四边形改成一个三角形，二是改成的三角形与原四边形面积相等．我们可以利用三角形等积变形的方法，如右图，

              [image: image182.png]



　　把顶点A移到CB的延长线上的A′处，△A′BD与△ABD面积相等，从而△A′DC面积与原四边形ABCD面积也相等．这样就把四边形ABCD等积地改成了三角形△A′DC．问题是A′位置的选择是依据三角形等积变形原则．过A作一条和DB平行的直线与CB的延长线交于A′点．

　　解：①连结BD；

　　②过A作BD的平行线，与CB的延长线交于A′．

　　③连结A′D，则△A′CD与四边形ABCD等积．

例5 如右图，已知在△ABC中，BE=3AE，CD=2AD．若△ADE的面积为1平方厘米．求三角形ABC的面积．     [image: image183.png]



 　　解法1：连结BD，在△ABD中

　　∵ BE=3AE，

　　∴ S△ABD=4S△ADE=4（平方厘米）．

　　在△ABC中，∵CD=2AD，

　　∴ S△ABC=3S△ABD=3×4=12（平方厘米）．

　　解法2：连结CE，如右图所示，在△ACE中，

              [image: image184.png]



　　∵ CD=2AD，

　　∴ S△ACE=3S△ADE=3（平方厘米）．

　　在△ABC中，∵BE=3AE

　　∴ S△ABC=4S△ACE

　　=4×3=12（平方厘米）．

例6 如下页图，在△ABC中，BD=2AD，AG=2CG，BE=EF=FC= 
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　　解：连结BG，在△ABG中，
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　　∴ S△ADG+S△BDE+S△CFG
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例7 如右图，ABCD为平行四边形，EF平行AC，如果△ADE的面积为4平方厘米．求三角形CDF的面积．   [image: image191.png]



 　　解：连结AF、CE，∴S△ADE=S△ACE；S△CDF=S△ACF；又∵AC与EF平行，∴S△ACE=S△ACF；

　　∴ S△ADE=S△CDF=4（平方厘米）．

例8 如右图，四边形ABCD面积为1，且AB=AE，BC=BF，DC=CG，AD=DH．求四边形EFGH的面积．     [image: image192.png]



 　　解：连结BD，将四边形ABCD分成两个部分S1与S2．连结FD，有S△FBD=S△DBC=S1 所以S△CGF=S△DFC=2S1．

　　同理 S△AEH=2S2，

　　因此S△AEH+S△CGF=2S1+2S2=2（S1+S2）=2×1=2．

　　同理，连结AC之后，可求出S△HGD+S△EBF=2所以四边形EFGH的面积为2+2+1=5（平方单位）．

例9 如右图，在平行四边形ABCD中，直线CF交AB于E，交DA延长线于F，若S△ADE=1，求△BEF的面积．   [image: image193.png]



 　　解：连结AC，∵AB//CD，∴S△ADE=S△ACE

　　又∵AD//BC，∴S△ACF=S△ABF

　　而 S△ACF=S△ACE+S△AEF∶S△ABF=S△BEF+S△AEF

∴ S△ACE=S△BEF ∴S△BEF=S△ADE=1．

习题十三

一、选择题（有且只有一个正确答案）：

　　1．如下左图，在△ABC中，D是BC中点，E是AD中点，连结BE、CE，那么与△ABE等积的三角形一共有______个．

　　（A）0个 （B）1个 

　　（C）2个 （D）3个

         [image: image194.png]



　　2．如上右图，在平行四边形ABCD中，EF平行AC，连结BE、AE、CF、BF那么与△BEC等积的三角形一共有______个．

　　（A）0个 （B）1个

　　（C）2个 （D）3个

　　3．如下左图，在梯形ABCD中，共有八个三角形，其中面积相等的三角形共有______对．

　　（A）0对 （B）1对

　　（C）2对 （D）3对

          [image: image195.png]



　　4．如上右图，是一个长方形花坛，阴影部分是草地，空地是四块同样的菱形，那么草地与空地面积之比是______．

　　（A）1∶1 （B）1∶1.1

　　（C）1∶1.2 （D）1∶1.4

　　5．如右图，长方形AEGK四周上共有12个点，相邻两点的距离都是1厘米，以这些点为顶点构成的三角形面积是3平方厘米的共有______个．

          [image: image196.png]



　　（A） 24个 （B） 25个

　　（C） 26个 （D） 27个

二、填空题：

　　1．如下左图，A、B两点是长方形长和宽的中点，那么阴影部分面积占长方形面积的______．

        [image: image197.png]
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　　2．如上右图，平行四边形ABCD的面积是40平方厘米，图中阴影部分的面积是______．

　　3．如下左图，正方形ABCD的面积为1平方厘米，S△BEG∶S△CEG=2∶1，S△CFG∶S△DFG=1∶1，那么这四个小三角形面积之和______．

         [image: image199.png]



　　4．如上右图，在△ABC中，EF平行BC，AB=3AE，那么三角形甲、乙、丙面积的连比是______．

三、解答题：

　　1．如下左图，D、E、F分别是BC、AD、BE的三等分点，已知S△ABC=27平方厘米，求S△DEF．

          [image: image200.png]



　　2．如下左图，在平行四边形ABCD中，E、F分别是AC、BC的三等分点，且SABCD=54平方厘米，求S△BEF．
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　　3．如上页右图，将四边形ABCD各边都延长一倍至 A'、B'、C'、D'．连接这些点得到一个新的四边形 A' B' C' D'．如果四边形ABCD的面积是1，求四边形A'B'C'D'的面积．

　　4．如右图，在四边形ABCD中，对角线AC、BD交于E，且AF=CE，BG=DE，如果四边形ABCD的面积是1，求△EFG的面积？[image: image202.png]



第十四讲 简单的统筹规化问题

　　最优化概念反映了人类实践活动中十分普遍的现象，即要在尽可能节省人力、物力和时间的前提下，努力争取获得在允许范围内的最佳效益．因此，最优化问题成为现代应用数学的一个重要研究对象，它在生产、科学研究以及日常生活中都有广泛的应用．作为数学爱好者，接触一些简单的实际问题，了解一些优化的思想是十分有益的．

例1 妈妈让小明给客人烧水沏茶．洗开水壶要用1分钟，烧开水要用15分钟．洗茶壶要用1分钟，洗茶杯要用1分钟，拿茶叶要用2分钟．小明估算了一下，完成这些工作要20分钟．为了使客人早点喝上茶，按你认为最合理的安排，多少分钟就能沏茶了？

分析 本题取自华罗庚教授1965年发表的《统筹方法平话》．烧水沏茶的情况是：开水要烧，开水壶要洗，茶壶茶杯要洗，茶叶要取．怎样安排工作程序最省时间呢？

　　办法甲：洗好开水壶，灌上凉水，放在火上，在等待水开的时候，洗茶杯，拿茶叶，等水开了，沏茶喝．

　　办法乙：先做好一切准备工作，洗开水壶，洗壶杯，拿茶叶，灌水烧水，坐等水开了沏茶喝．

　　办法丙：洗开水壶，灌上凉水，放在火上坐待水开，开了之后急急忙忙找茶叶，洗壶杯，沏茶喝．

　　谁都能一眼看出第一种办法好，因为后两种办法都“窝了工”．

　　开水壶不洗，不能烧开水，固为洗开水壶是烧开水的先决条件，没开水、没茶叶、不洗壶杯，我们不能沏茶，因而这些又是沏茶的先决条件．它们的相互关系可以用下图的箭头图来显示．
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　　箭杆上的数字表示完成这一工作所需的时间，例如→表示从把水放在炉上到水开的时间是15分钟．从图上可以一眼看出，办法甲总共要16分钟，而办法乙、丙需20分钟．

　　洗壶杯、拿茶叶没有什么先后关系，而且是由同一个人来做，因此可以将上图合并成下图．
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解 先洗开水壶用1分钟，接着烧开水用15分钟，在等待水开的过程中，同时洗壶杯、拿茶叶，水开了就沏茶，总共用了16分钟．又因为烧开水的15分钟不能减少，烧水前必须用1分钟洗开水壶，所以用16分钟是最少的．

　　说明：本题涉及到的统筹方法，是生产、建设、工程和企业管理中合理安排工作的一种科学方法，它对于进行合理调度、加快工作进展，提高工作效率，保证工作质量是十分有效的．

例2 用一只平底锅煎饼，每次能同时放两个饼．如果煎1个饼需要2分钟（假定正、反面各需1分钟），问煎1993个饼至少需要几分钟？

分析 由于1993数目较大，直接入手不容易．我们不妨先从较小的数目来进行探索规律．

　　如果只煎1个饼，显然需要2分钟；

　　如果煎2个饼，仍然需要2分钟；

　　如果煎3个饼，初学者看来认为至少需要4分钟：因为先煎2个饼要2分钟；再单独煎第3个饼，又需要2分，所以一共需要4分钟．但是，这不是最佳方案．最优方法应该是：

　　首先煎第1号、第2号饼的正面用1分钟；

　　其次煎第1号饼的反面及第3号饼的正面又用1分钟；

　　最后煎第2号、第3号饼的反面再用1分钟；这样总共只用3分钟就煎好了3个饼．

解：如果煎1993个饼，最优方案应该是：

　　煎第1、2、3号饼用“分析”中的方法只需要3分钟；煎后面1990个饼时，每两个饼需要2分钟，分1990÷2=995（次）煎完，共需要2×995=1990（分钟）；这样总共需要3+1990=1993（分钟）．

　　说明：通过本例可以看出，掌握优化的思想，合理统筹安排操作程序，就能够节省时间，提高效率．

例3 5个人各拿一个水桶在自来水龙头前等候打水，他们打水所需的时间分别是1分钟、2分钟、3分钟、4分钟和5分钟．如果只有一个水龙头，试问怎样适当安排他们的打水顺序，才能使每个人排队和打水时间的总和最小？并求出最小值．

分析 5个人排队一共有5×4×3×2×1=120种顺序，把所有情形的时间总和都计算出来，就太繁琐了．凭直觉，应该把打水时间少的人排在前面所费的总时间会省些．考虑用“逐步调整”法来严格求解．

解：首先证明要使所费总时间最省，应该把打水时间需1分钟的人排在第一位置．

　　假如第一位置的人打水时间要a分钟（其中2≤a≤5），而打水需1分钟的人排在第b位（其中2≤b≤5）．我们将这两个人位置交换，其他三人位置不变动．这样调整以后第b位后面的人每人排队打水所费的时间与调整前相同，并且前b个人每人打水所费时间也未受影响，但是第二位至第b位的人排队等候的时间都减少了（a-1）分钟，这说明调整后五个人排队和打水时间的总和减少了．换言之，把打水需1分钟的人排在第一位置所费总时间最省．

　　其次，根据同样道理，再将打水需2分钟的人调整到第二位置；将打水需3、4、5分钟的人逐次调整到第三、四、五位．所以将五人按照打水所需时间由少到多的顺序排队，所费时间最省．这样得出5人排队和打水时间总和的最小值是

　　1×5+2×4+3×3+4×2+5×1=35（分钟）．

　　说明：本题涉及到排序不等式，有兴趣的读者可参阅高年级的数学奥林匹克教材．排队提水的问题，在其他一些场合也是会遇到的．例如，有一台机床要加工n个工件，每个工件需要的加工时间不一样，问应该按照什么次序加工，才能使总的等待时间最短．

例4 有157吨货物要从甲地运往乙地，大卡车的载重量是5吨，小卡车的载重量是2吨，大卡车与小卡车每车次的耗油量分别是10公升与5公升．问如何选派车辆才能使运输耗油量最少？这时共需用油多少公升？

解：依题意，大卡车每吨耗油量为10÷5=2（公升）；小卡车每吨耗油量为5÷2=2.5（公升）．为了节省汽油应尽量选派大卡车运货，又由于

　　157=5×31+2，

　　因此，最优调运方案是：选派31车次大卡车及1车次小卡车即可将货物全部运完，且这时耗油量最少，只需用油

　　10×31+5×1=315（公升）

　　说明：本题是1960年上海市数学竞赛试题．上述解法是最朴素的优化思想——选派每吨耗油量较少的卡车．下面用代数的知识来解题：

　　设选派大卡车a车次，小卡车b车次，依题意：

　　5a+2b=157，即10a=314-4b．

　　于是总耗油量为：

　　W=10a+5b=314=4b+5b=314+b．

　　显然，当b越小时，W也越小．

　　又由5a+2b=157易知，b最小值是1，故W的最小值是314+1=315（公升）．若取b=0，则需派32车次大卡车，耗油量则需320公升．

例5 有十个村，坐落在从县城出发的一条公路上（如下页图，距离单位是公里），要安装水管，从县城送自来水供给各村，可以用粗细两种水管．粗管足够供应所有各村用水，细管只能供一个村用水．粗管每公里要用8000元，细管每公里要用2000元．把粗管和细管适当搭配、互相连接，可以降低工程的总费用．按你认为最节约的办法，费用应是多少？
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分析 由题意可知，粗管每公里的费用恰好是细管每公里费用的4倍．因此，如果在同一段路上要安装4根以上的细管，就应该用一根粗管来代替，便可降低工程的总费用．

　　解：假设从县城到每个村子都各接一根细管（如上图），那么在BA1、BA2、BA3、BA4、BA5、BA6之间各有10、9、8、7、6、5根细管，应该把B与A6之间都换装粗管，工程的总费用将最低，这时的总费用是：

　　a=8000×（30+5+2+4+2+3）+2000×（2×4+2×3+2×2+5）

　　 =414000（元）．

　　说明：容易验证，从县城B起铺设粗管到A6或A7或者A6A7之间任何一个地点都是最节约的办法，总费用仍是414000元．下面详细论证其他安装方案的总费用都大于a．

　　当粗管从县城B铺设到超过A7向A8移动一段路程d（0＜d≤2）公里时，粗管费用增加8000d（元），而细管费用仅减少

　　2000d×3=6000d（元）．

　　这时总费用比 a多2000d（元）．

　　当粗管从县城B铺设到超过A8向A9移动一段路程d（0＜d≤2）公里时，粗管费用增加

　　8000×（2+d）=16000+8000d（元），

　　而细管增费用仅减少

　　2000×（2×3＋2d）=12000＋4000d（元）．

　　这时总费用比a多4000+4000d（元）．

　　当粗管从县城B铺设到超过A9向A10移动一段路程d（0＜d≤5）公里时，粗管费用增加

　　8000×（2+2+d）=32000+8000d（元）．

　　而细管费用仅减少

　　2000×（2×3+2×2+d）=20000+2000d（元）．

　　这时总费用比a多12000＋6000d（元）．

　　综上所述，从县城B铺设粗管到超过A7点以东的任何地点的安装总费用都大于a．

　　类似地，可以验证从县城铺设粗管到A6点以西的任何地点的总费用也都大于a．

例6 有1993名少先队员分散在一条公路上值勤宣传交通法规，问完成任务后应该在公路的什么地点集合，可以使他们从各自的宣传岗位沿公路走到集合地点的路程总和最小？

分析 由于1993数目较大，不易解决．我们先从人数较小的情况入手．

          [image: image206.png]



　　当只有2个人时，设2人宣传岗位分别为A1和A2（如上图），显然集合地点选在A1点或A2点或者A1A2之间的任何一个地点都可以．因为由A1、A2出发的人走过的路程总和都等于A1A2．

　　当有3个人时，则集合地点应该选在A2点（如右图）．因为若集合地点选在A1A2之间的B点，那时3个人所走的路程总和是

　　A1B+A2B+A3B=（A1B+A3B）+A2B=A1A3+A2B；

        [image: image207.png]



　　若集合地点选在A2A3之间的C点，那时3个人所走的路程总和是：

　　A1C+A2C+A3C=（A1C+A3C）+A2C=A1A3+A2C；

　　而集合地点选在A2点时，3个人所走路程总和仅是A1A3．当然A1A3比A1A3+A2B及A1A3+A2C都小．

　　当有4个人时，由于集合地点无论选在A1A4之间的任何位置，对A1、A4岗位上的人来说，这2人走的路程和都是A1A4（如下图）．因此，集合地点的选取只影响A2、A3岗位上的人所走的路程，这就是说，问题转化为“2个人站在A2和A3岗位的情形”．根据上面已讨论的结论可知，集合地点应选在A2或A3或者A2A3之间任何地点．
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　　当有5个人时，类似地可把问题转化为“ 3个人站在A2、A3、A4岗位的情形”（如下图）根据已讨论的结论可知，集合地点应选在A3点．

                [image: image209.png]



　　依此递推下去，我们就得到一个规律：

　　当有偶数（ 2n）个人时，集合地点应选在中间一段 AnAn+1之间的任何地点（包括An和An+1点）；

　　当有奇数（2n+1）个人时，集合地点应选在正中间岗位An+1点．

　　本题有1993=2×996+1（奇数）个人，因此集合地点应选在从某一端数起第997个岗位处．

　　说明：本题的解题思路值得掌握，那就是先从简单的较少的人数入手，通过逐步递推，探索一般规律，从而解决某些数字较大的问题．
 
习题十四
　　1．妈妈杀好鱼后，让小明帮助烧鱼．他洗鱼、切鱼、切姜片葱花、洗锅煎烧，各道工序共花了17分钟（如下图），请你设计一个顺序，使花费的时间最少．
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　　2．用一只平底锅煎饼，每次能同时放两个饼．如果煎一个饼需要4分钟（假定正、反面各需2分钟），问煎m个饼至少需要几分钟？

　　3．小明、小华、小强同时去卫生室找张大夫治病．小明打针要5分钟．小华换纱布要3分钟，小强点眼药水要1分钟．问张大夫如何安排治病次序，才能使他们耽误上课的时间总和最少？并求出这个时间．

　　4．赵师傅要加工某项工程急需的5个零件，如果加工零件A、B、C、D、E所需时间分别是5分钟、3分钟、4分钟、7分钟、6分钟．问应该按照什么次序加工，使工程各部件组装所耽误的时间总和最少？这个时间是多少？

　　5．某水池可以用甲、乙两个水管注水，单放甲管需12小时注满，单放乙管需24小时注满．若要求10小时注满水池，并且甲、乙两管合放的时间尽可能地少，则甲、乙两管合放最少需要多少小时？

　　6．山区有一个工厂．它的十个车间分散在一条环行的铁道上．四列货车在铁道上转圈，货车到了某一车间，就要有装卸工装上或卸下货物．当然，装卸工可以固定在车间等车（各车间所需装卸工人数如图所示）；也可以坐在货车到各车间去；也可以一部分装卸工固定在车间，另一部分坐车．问怎样安排才能使装卸工的总人数最少？最少需多少名工人？
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第十五讲 数学竞赛试题选讲

例1 计算： 1+2+22+23+…+29+210
分析 这是首项系数是2的等比数列求和问题，可采用“错位相减法”求解．

解：设S=1+2+22+23+…+29+210 （1）

　　用2乘以上式的两边可得

　　2S=2+22+23+…+210+211 （2）

　　用（2）式减去（1）式的两边，得

　　S=（2+22+2 3+…+2 10+2 11）-（1+2+2 2+2 3+…+2 9+2 10）

　　 =2 11-1

　　 =2048-1

　　 =2047．

例2 计算：1×0.5+3×（0.5）2+5×（0.5）3+7×（0.5）4+…+17×（0.5）9+19×（0.5）10
分析 这个和式中的每一项都是两个数的乘积，把各乘积的前一个数依次排在一起构成一个公差为2的等差数列，把各乘积的后一个数依次排在一起构成一个公比是0.5的等比数列，这种数列通常称为混合数列，它的求和方法也采用“错位相减法”．

解：设S=1×0.5+3×(0.5)2+5×(0.5)3+…+17×(0.5)9+19×(0.5)10 （1）

　　用2乘以上式的两边可得

　　2S＝1+3×0.5+5×（0.5）2+7×（0.5）3+…+17×（0.5）8+19×（0.5）9 （2）

　　用（2）式减去（1）式的两边，得

　　S=1+2×0.5+2×(0.5)2+2×(0.5)3＋…+2×(0.5)8+2×(0.5)9-19×(0.5)10
　　 =1+1+0.5+（0.5）2+…+（0.5）7+（0.5）8-19×（0.5）10
　　再设 A=1+0.5+（0.5）2+…+（0.5）7+（0.5）8 （3）

　　用2乘以（3）式的两边可得：

　　2A=2+1+0.5+…+（0.5）7 （4）

　　用（4）式减去（3）式两边，得

　　A=2-（0.5）8=2-0.00390625=1.99609375

　　于是，有：

　　S=1+1.99609375-19×（0.5）10
　　 =2.99609375-19×0.0009765625

　　 =2.99609375-0.0185546875

　　 =2.9775390625．

例3 计算：11×12×13+12×13×14+13×14×15+…+100×101×102

解：利用裂项法，有

　　11×12×13=（11×12×13×14-10×11×12×13）÷4，

　　12×13×14=（12×13×14×15-11×12×13×14）÷4，

　　13×14×15=（13×14×15×16-12×13×14×15）÷4，

　　…

　　100×101×102

　　=（100×101×102×103-99×100×101×102）÷4，

　　把这90个等式相加，得

　　原式=（100×101×102×103-10×11×12×13）÷4

　　=25×101×102×103-10×11×3×13

　　=26527650-4290

　　=26523360．

例4 规定 a*b=ab（其中 a、 b都是自然数），分别计算（5*3）*2和5*（3*2）．

解：由5*3=5 3=125

　　125*2=125 2=15625，

　　即有

　　（5*3）*2=15625

　　又由

　　3*2=3 2=9，

　　5*9=5 9=1953125

　　即有

　　5*（3*2）=1953125．

　　说明：规定新的代数运算是一类以近世代数为基础的新题型，近年来多次出现于国内外的数学竞赛题中．解这类问题的关键在于牢记新运算的定义，在计算时严格遵照规定的法则代入数值，遇到括号要优先运算．
　　值得注意的是，有些规定的新运算未必满足交换律或结合律．譬如，本例实质上是乘方运算，由计算结果可知

　　（5*3）*2≠5*（3*2）

　　这就是说，本例规定的运算不满足结合律．又如，运算a△b=3×a-b÷2就不满足交换律，事实上

　　1△2=1×3-2÷2=3-l=2，

　　2△l=2×3-1÷2=6-0.5-5.5，

　　即

　　1△2≠2△1．
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　　并且

　　　　　 [image: image214.png]



　　=（a×b+a+b）×c+（a×b+a+b）+c

　　=a×b×c+a×c+b×c+a×b+a+b+c，

　　　 [image: image215.png]ae (boc
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　　=a×（b×c+b+c）+a+（b×c+b+c）

　　=a×b×c+a×b+a×c+a+b×c+b+c，

　　从而有
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　　=5+7=12，

　　因此
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例5 互为反序①的两个自然数之积是92565，求这两个互为反序的自然数．

注释：①例如1204与4021是互为反序的自然数，而120与21不是互为反序的数．

解：①这两个自然数必是三位数．

　　首先，这两个自然数不能是小于100的数，因为小于100的两个最大的反序数是99和99，而99×99＜92565．

　　其次，这两个自然数也不能大于998，因为大于998的两个最小的反序数是999与999，而999×999＞92565．
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　　由于a×c的个位数字是5，可以推得：

　　a×c=1×5或3×5或5×5或7×5或9×5；

　　而当a×c≥3×5时有
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　　即

　　 [image: image221.png]Zbe X chas> 92565,




　　这是不合题意的．因此，我们可以断定：

　　a×c=1×5，

　　不妨设 a=1， c=5.

　　又由于b是0，1，2，…，9之一，经检验，只有b=6符合题意，这时有165×561=92565．

　　答：所求的两个互为反序的自然数是165和561．

　　 [image: image222.png]



如果a≠4，b≠3，c≠2且d≠1，那么满足上述条件的四位数一共有多少个？

分析 分类、枚举、筛选是解决这类组合计数问题的基本思路．

解：依题意，因为a≠4，所以分三类讨论：

　　①首位数字a=1时，百位数字b可取2或4，于是可以画出如下“树形图”①：

注释：①树形图是图论中常用的一种分类的直观表示方法．

                      [image: image223.png]



　　再考虑十位数字c的限制条件，可以画出如下树形图：

                      [image: image224.png]



　　最后考虑个位数字d的限制条件，可以画出如下树形图：

                       [image: image225.png]
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　　②首位数字a=2时，百位数字b可取1或4，于是画出如下树形图：

                            [image: image227.png]



　　再考虑十位数字c的限制条件，可以画出如下树形图：

                              [image: image228.png]



　　最后考虑个位数字d的限制条件，可以画出如下树形图：

                              [image: image229.png]
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　　③首位数字a=3时，类似①、②可以画出如下树形图：

　                          [image: image231.png]



　　 [image: image232.png]JATIEI4N, abed = 31423k 32143k 3412, HIFRTFEHE.




　　 [image: image233.png]T ofh ATEEEE.




　　说明。本例实质上是著名的“错装信封的问题”．
例7 一个楼梯共有10级台阶，规定每步可以迈一级台阶或二级台阶，最多可以迈三级台阶．从地面上到最上面一级台阶，共有多少种不同的迈法？

分析 按照规定的上楼梯方式，依次考虑楼梯的阶数是1级、2级、3级、4级、…的情况：（用记号an表示n级台阶的楼梯的迈法总数）

　　①当 n=1时，显然只有一种迈法，即 a1=1；

　　②当 n=2时，可以一步一级地走二步上到最上面一级台阶，也可以一步迈二级直接上到最上面一级台阶，因此共有2种不同的迈法，即

　　a2=2；

　　③当n=3时，可以一步一级地走上楼，也可以一步三级上楼，还可以第一步迈一级、第二步迈二级或第一步迈二级、第二步迈一级上楼，因此共有4种不同的迈法，即

　　a3＝4；

　　④当n=4时，分三种情况来分别讨论迈法：

　　1° 若第一步迈一级台阶，则还剩下3级台阶，由③可知有a3=4（种）迈法；

　　2° 若第一步迈二级台阶，则还剩下2级台阶，由②可知有a2=2（种）迈法；

　　3° 若第一步迈三级台阶，则还剩下1级台阶，由①可知有a1=1（种）迈法；

　　综合上述，4级台阶的楼梯总共有：

　　a4=a3+a2+a1=4+2+l=7（种）

　　不同的迈法；

　　④n=5，6，7，8，9，10时，类似地有：
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　　答：按照规定的上楼方式，一个有10级台阶的楼梯共有274种不同的迈法．

　　说明：本例通过研究楼梯的级数是相邻自然数时相应迈法之间的关系，从而由1级、2级、3级台阶的迈法总数，逐步推导出4级、5级、…、直至10级台阶的楼梯的迈法总数．这种解决问题的思想方法，通常称为归纳递推方法．
例8 摩托车赛全程共281公里，全程被划分若干阶段，每一阶段中有的是由一段上坡路（3公里）、一段平路（4公里），一段下坡路（2公里）和一段平路（4公里）组成的；有的是由一段上坡路（3公里）、一段下坡路（2公里）和一段平路（4公里）组成的．已知摩托车跑完全程后，共跑了25段上坡路，问：全程中包含两种阶段各几段？

分析 用假设法解应用题．

解：因为两种路段都各包含一小段上坡路，故摩托车跑了25段上坡路，即可理解为共跑了两种路段数为25．第一种路段的长是

　　3+4+2+4=13（公里），

　　第二种路段的长是

　　3+2+4=9（公里）

　　假设摩托车跑了25段都是第一种路程，那么跑了

　　13×25=325（公里）．

　　这样比全程多跑了

　　325-281=44（公里）．

　　又因为每一段第一种路段比第二种路段长

　　13-9=4（公里），

　　所以，第二种路段恰有

　　44÷4=11（段），

　　于是，第一种路段有

　　25-11=14（段）．

　　说明：本例的实质是我国传统的鸡兔同笼问题，在此处以行程问题的面目出现．

