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第1讲 品味数学思想,走进考研数学

清代诗人袁枚在《随园诗话》里写到:“学如箭镞,才如弓弩,识以领之,方能中鹄”.意思是

说:有知识,没有能力,就像只有箭,没有弓,是发射不出去的;但是有了箭与弓,还得有思想、见
识.这段话给我们以启示:与知识相比,能力更为重要,而能力的培养,离不开对思想的品味.

即将进入考研复习的考生朋友们,大家一定不能将数学学习完全沉浸在背公式、套题

型、搞技巧的海洋中,即使我们将要面对的是一场竞争激烈、以应试为主题的游戏,也绝不妨

碍我们在这场游戏中去感受、鉴赏、甚至把玩精妙的数学思想.也许你会惊喜地发现,在与数

学思想亲密接触的过程中,你会不知不觉爱上数学.
在本讲中,我们给出考研数学中常用的一些数学思想方法,供考生阅读,在今后的复习

过程中,要注重数学思想方法的思考和总结,这对提高我们的数学素养,在考研中取得好成

绩,大有裨益.

一、特殊与一般的思想
从特殊到一般,由一般到特殊,是人类认识世界、了解世界的一个普遍规律,也是人们认

识数学、了解数学的方法.相对于一般而言,特殊的事物往往显得简单、直观和具体,遇到一

个复杂问题,可以先从其特殊性出发,去简化某个问题,另一方面,由于一般比特殊更能反映

事物的本质,要想给出一个问题的完整解答,往往需要把问题放在更为一般的情况下去研

究.在高等数学这门课中,很多概念之间、定理之间体现着特殊与一般的辩证关系,比如数列

与函数,比如中值定理中的罗尔定理、拉格朗日定理和柯西中值定理.学过这些知识后不难

发现,前者是后者的特殊形式,后者是前者的一般呈现.
下面通过分析等价无穷小与泰勒公式之间的关系,来详细阐述特殊与一般的数学思想

并付诸考研题中.
在极限的计算中,似乎有如下结论:等价无穷小替换只能用在乘除法,而不能使用加减

法.于是,下面的解法是错误的:

lim
x→0

x-sinx
x3 =lim

x→0

x-x
x3 =0

可是,考生们有没有接着思考:
①当x→0时,x-sinx中,sinx为什么不能用x 代换?
②当x→0时,x-sinx到底等价与什么?
先看公式:当x→0,
sinx~x                     (1)

sinx=x-13!x
3+15!x

5-17!x
7+…+(-1)n x2n+1

(2n+1)!+
o(x2n+1) (2)

在(2)式中,若n=0时,则成为sinx=x+o(x),从而可以得出sinx~x(等价无穷小

的定义).同理,若n=1时,(2)式可以变为sinx=x-13!x
3+o(x3),立即可得x-sinx=
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1
6x

3+o(x3),从而可以得到:x-sinx~ 16x
3 .

这是考研数学特别爱考的一个等价无穷小,在刚刚结束的2012年考研中又考到了.在
本书后面的内容中,会详细讲到.

由上述分析可以得到:等价无穷小是泰勒公式的特殊形式,泰勒公式是等价无穷小的一

般情况.
当然,特殊与一般在数学命题上还存在着如下关系:若命题P 在一般情况下为真,则在

特殊情况下P 也真,我们把这种关系叫做关系A;A 的逆否命题为:若命题P 在特殊条件下

为假,则在一般条件下P也为假,我们把这种关系叫做关系B.关系A 和关系B对应着在做选

择题时的特例和反例.下面我们选了几道历年的考研试题,你能用特例和反例快速地解出吗?
1.设f(x)与g(x)在 (-∞,+∞)上皆可导,且f(x)<g(x),则必有(  )
(A)f(-x)>g(-x)        (B)f′(x)>g′(x)

(C)lim
x→x0

f(x)<lim
x→x0

g(x)  (D)∫
x

0
f(t)dt<∫

x

0
g(t)dt

2.已知f(x)在x=0的某个邻域内连续且f(0)=0,lim
x→0

f(x)
1-cosx=2,则在点x=0

处f(x)(  )
(A)不可导     (B)可导且f′(0)≠0
(C)取得极小值   (D)取得极大值

3.设区域D = (x,y)x2+y2 ≤4,x≥0,y≥{ }0 ,f(x)为D 上的正值连续函数,

a,b为常数,则∬
D

a f(x)+b f(y)
f(x)+ f(y)

dσ= (  )

(A)abπ    (B)ab2π     
(C)a+b

2 π    (D)(a+b)π

4.设A,B,A+B,A-1+B-1 均为n阶可逆矩阵,则 (A-1+B-1)-1 =(  )
(A)A-1+B-1     (B)A+B
(C)A(A+B)-1B  (D)(A+B)-1

5.设A,B,C均为n 阶矩阵;若B=E+AB ,C=A+AC ,则B-C为(  )
(A)E      (B)-E     (C)A      (D)-A
6.设f(x)在(0,+∞)上具有二阶导数,且f″(x)>0,令un =f(n),(n=1,2,3,…),

则下列结论正确的是(  )
(A)u1 >u2 ,则 u{ }n 必收敛   (B)u1 >u2 ,则 u{ }n 必发散

(C)u1 <u2 ,则 u{ }n 必收敛 (D)u1 <u2 ,则 u{ }n 必发散

以上6题答案分别为(C),(C),(C),(C),(A),(D).看看自己能做对几道?
解答如下:1.设f(x)=1,g(x)=2,立即可以排除(A),(B),(D).((D)选项错误的原

因是x不一定大于0).
2.设f(x)=2(1-cosx),则在点x=0处取得极小值.

3.设f(x)=1,则∬
D

a f(x)+b f(y)
f(x)+ f(y)

dσ=∬
D

a+b
2 dσ=a+b

2 ×14π×4=a+b
2 π.

4.令A=1,B=2,则(A-1+B-1)-1= 1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

-1

=23
,而A中A-1+B-1=1+12=
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3
2
,B中A+B=3,C中A(A+B)-1B=1×13×2= 23

,D中(A+B)-1 = 13.

5.令A =0,则C=0,B=E,则B-C=E.
6.令f(x)=x2,则u1=1,u2=4,u1<u3,当n→∞,un =n2→+∞,可得{un}发散,

排除(C).

令f(x)= 1x
,则u1 =1,u2 = 12

,u1>u2,当n→ ∞,un = 1n →0,可得{un}收敛,排

除(B).

令f(x)=1x-x,则u1=0,u2=-32
,u1>u2,当n→∞,un = 1

n -æ

è
ç

ö

ø
÷n →-∞,可得

{un}发散,排除(A).

二、等价转化的思想
将题目所给的某种陌生的问题形式,等价转化为我们所熟知的另一种问题形式,这是考

研数学中普遍且重要的数学思想.
有一个故事说:一位数学老师,不想继续从事教师工作,想改行去做一名消防员,于是前

去面试.面试官问的第一个问题是:假如楼道起火怎么办? 这位数学老师说:如果楼道起

火,我就把灭火器打开,如何如何灭火,如何如何疏散人群,阐述得井井有条,非常专业.
于是,面试官又问了他第二个问题:假如楼道没有起火怎么办? 这位数学老师稍作思

考,给出了一个很雷人的答案:假如没有起火,我就把火点起来! 面试官很惊讶地问他原因,
数学老师答:这样我就把这个问题转化为我所熟悉的问题了!

看起来这是个笑话,但是却道出了重要的数学思想.其基本思维过程如下:

从上图可以看出,解答数学问题的关键在于问题A→问题B,这也就是通常我们所说的

等价转化(恒等变形)的方法.这些方法主要有三个方面:
A.在已知表达式中进行恒等的代数计算(即加项、减项抑或是同乘同除某因子).例如:

1.求I=lim
x→0

1-cosx cos2x
3
cos3x

x2 .

此题虽然为“0
0
”的未定型,但若直接使用洛必达法则会发现计算量很大.那应该怎么

处理所求极限呢? 试想一下,如果求下列极限:

I1 =lim
x→0

1-cosx
x2 ,I2 =lim

x→0

1- cos2x
x2 ,I3 =lim

x→0

1-
3
cos3x

x2 ,

很多同学会做,I1 = 12
,I2 =lim

x→0

1-cos2x
x2(1+ cos2x)

=

1
2
·4x2

2x2 =1,

I3=lim
x→0

1-cos3x
x2(1+

3
cos3x+

3
cos23x)

=lim
x→0

1
2
·9x2

3x2 =32
(当然I3 的计算也可以直接
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使用等价无穷小替换),那么怎么实现I1 ,I2 ,I3 转变呢?
要做这样的处理:

I=lim
x→0

1-cosx+cosx-cosx cos2x+cosx cos2x-cosx cos2x
3
cos3x

x2

=lim
x→0

1-cosx
x2 +lim

x→0

cosx(1- cos2x)
x2 +lim

x→0

cosx cos2x(1-
3
cos3x)

x2

= 12+1+32 =3.

2.微分方程y′+y=e-xcosx满足条件y(0)=0的解为y=    .这是一道一阶线

性非齐次微分方程求解的问题.若直接代公式,计算量有点大,但若在原方程左右两边同乘

ex ,原方程可化为:

y′ex +yex =cosx⇒(yex)′=cosx
立即可得yex =-sinx+c,把y(0)=0代入得c=0.
B.根据题中的条件要作变量替换,即通常讲的换元法.在高等数学中很多重要概念常常

需要整体替换.例如导数的定义f′(x0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

,在题中经常以f′(x0)

= lim
g(Δx)→0

f(x0+g(Δx))-f(x0)
g(Δx)

出现.求极限时有时需要倒代换,求不定积分的换元积分

法,书中后续内有详细的阐述,这里不再重复.
C.在常见的恒等变形中,如果说前面所述的中学阶段就有所接触,那么,下面所讲的就

只有高等数学才涉及.可以对一个函数先求导后积分,抑或是先积分后求导.这里所讲的内

容是指对幂级数求和及求函数展开幂级数.(具体内容见本书12.4.5)

三、逆向思维
逆向思维,指的是让思维向对立面的方向发展,从问题的相反面深入探索,即“反其道而

行之”.在处理有关数学问题时,从求解回到已知条件,有时会得出一系列新的理论.无论是

在生活科研上,甚至是文学作品,逆向思维的例子比比皆是.“司马光砸缸”的故事中,有人落

水,常规的思维模式是“救人离水”,司马光运用逆向思维,“让水离人”.法拉第1831年提出

了著名的电磁感应定律是受到了电能够产生磁的启发,从而萌生了磁是否能产生电的想法.
文学作品中,马致远的《天净沙·秋思》:枯藤老树昏鸦,小桥流水人家,古道西风瘦马.夕阳

西下,断肠人在天涯.这首曲一反前人的创作手法,全词只是景物的罗列,但又恰到好处,不
由得令人耳目一新、余音袅袅.同样,逆向思维在数学中也有广泛的应用.就运算而言,求导

与求不定积分就是一种互逆的计算.第一换元积分法公式实质是复合函数求导公式的逆用.

若∫f(u)du=F(u)+C,则

∫f(φ(x))φ′(x)dx=∫f(φ(x))dφ(x)
变量替换

φ(x)=
—————u∫f(u)du=F(u)+C—————

变量还换
F(φ(x))+C

就 命题 而言,指的是逆否命题的探讨,比如,罗尔定理推论的逆否命题为研究方程根的

一个很好的工具,其内容为:若方程f(n)(x)=0在 (a,b)内没有实根,则方程f(x)=0在

(a,b)上最多只有n个实根.例如:设a≠0,证ex =ax2+bx+c的根不超过三个.
设f(x)=ex -ax2-bx-c,由于f′″(x)=ex ≠0,立即可得结论.
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就 证明题 而言,有关涉及中值定理的证明构造辅助函数,利用单调性去证明不等式都

是逆向思维的应用.

四、建模思想
考试大纲要求的五种能力之一为:综合运用所学知识解决实际问题的能力.这主要指的

是针对应用题要转为相应的数学理论来处理.这里不对这个问题进行讨论.众所周知,数学

是其他学科的基础,经常把一些数学思想运用到其他学科后有重大理论的出现,经典的有把

博弈论运用到经济学,矩阵运用到量子力学等.但反过来,其实有的数学问题,如果建立起其

对应的物理模型,会给人一种柳暗花明之感.很多同学最熟悉的也许是德摩根定理(A∩B

=A∪B,A∪B=A∩B).若构造两个直流电路图,前者为串联,后者为并联.让我们理解

既直观又易懂.接下来我们举个典型的例子:
【例1.1】设f(x)处处可导,其中有两个这样的选项:
(A)lim

x→+∞
f(x)=+∞ ,必有lim

x→+∞
f′(x)=+∞

(B)lim
x→+∞

f′(x)=+∞ ,必有lim
x→+∞

f(x)=+∞
如果用纯数学理论去判断,需要使用拉格朗日中值定理.由lim

x→+∞
f′(x)=+∞ ,∃X>0,

当x>X 时,f′(x)>M (M 为任意大正数),在 X,[ ]x 上使用拉格朗日中值定理有f(x)
-f(X)=f′(ξ)(x-X),其中ξ∈ (X,x),则

f(x)-f(X)=f′(ξ)(x-X)>M(x-X)→+∞ ,故f(x)-f(X)→+∞ ,而f(X)
为确定值,从而f(x)→+∞ .

这样处理在考场上挺花费时间的,但如果建立相应的模型,赋予表达式相应的物理意义

就马上可以得出答案,把f′(x)与f(x)看做是速度与位移的关系(当然,也可以把他们看做

是加速度与速度的关系).从而,当x→+∞ 时,速度 (f′(x))为无穷大,表明运动一直在继

续,从而位移 (f(x))当然为无穷大.同理,当一物体运动方向的位移为无穷大,只要保证速

度不为0就可以了.故(A)是错误的.

【例1.2】设f(x)在 0,+[ )∞ 上二阶可导,且f(x)=0,f″(x)>0,证 f(x)
x

在

0,+( )∞ 上单调上升,且 ∀x1,x2 ∈ (0,+∞),有f(x1+x2)>f(x1)+f(x2).
此题的证明过程如下:

令φ(x)=f(x)
x
,x>0

则φ′(x)=
xf′(x)-f(x)

x2 =xf′(x)-(f(x)-f(0))
x2

=xf′(x)-xf′(ξ1)
x2 =f′(x)-f′(ξ1)

x

=
(x-ξ1)f″(ξ2)

x >0,其中0<ξ2 <ξ1 <x,

故φ(x)=f(x)
x

单调递增;

当x>0.
令F(x)=f(x+x1)-f(x)-f(x1),x>0,x1 >0
由于f″(x)>0,于是f′(x)单调递增
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F′(x)=f′(x+x1)-f′(x)>0
所以F(x)单调递增,因f(0)=0,则F(0)=0.
当x2 >0时,F(x2)>F(0)=0,
故f(x1+x2)>f(x1)+f(x2).
但此题如果建立一个相应的物理模型,f″(x)>0,理解为加速度为正 ,那么速度呈上升

趋势,故随时间而变化的平均速度f(x)
x

必然单调上升.同理,在时间x1,x2 走的路程之和

f(x1)+f(x2)也必定小于在 (x1+x2)走的路程f(x1+x2).

【例1.3】设f(x),0≤x≤1连续且单调下降,则∀0<α<1,证α∫
1

0
f(x)dx≤∫

α

0
f(x)dx.

标准的证法:构造辅助函数F(x)=∫
x

0
f(t)dt-x∫

1

0
f(x)dx,求其导函数,判断其单调性

(自练).
现在我们换一种角度去理解所证明的不等式:如果将x表示时间,f(x)表示速度,那

么,∫
1

0
f(x)dx与 1

α∫
α

0
f(x)dx分别表示在时间 (0,1)与(0,α)内的平均速度.由于速度是下

降的,故平均速度也必然下降.

故构造辅助函数F(α)= 1α∫
α

0
f(x)dx,0<α≤1,

则F′(α)=
αf(α)-∫

α

0
f(x)dx

α2 =f(α)-f(ε)
α ≤0,

(因0≤ξ≤α,f(x)单调下降,故f(ξ)≥f(α)).故F(α)单调递减,即当0<α<1,有

F(α)≥F(1);即 1α∫
α

0
f(x)dx≥∫

1

0
f(x)dx.

【例1.4】设f(x)是以T 为周期的连续函数,求lim
x→+∞

1
x∫

x

0
f(t)dt.

此题为很多高校数学专业研究生入学考试题,有难度.2002年的考题把此题改变为:

设S(x)=∫
x

0
costdt,

(1)当n为正整数时,且nπ≤x< (n+1)π,证明2n≤S(x)<2(n+1);

(2)求lim
x→+∞

S(x)
x .

改编后的考研题因为有了第(1)问的铺垫,使得整个难度下降,很容易想到夹逼准则

(注:求lim
x→+∞

S(x)
x

不能使用洛必达法则,想想为什么).

在求解 lim
x→+∞

1
x∫

x

0
f(t)dt 的 过 程 中,如 果 用 x 表 示 时 间,f(x)表 示 速 度,那 么

1
x∫

x

0
f(t)dt表示0~x时间段内的平均速度.由周期函数的特点,当x→+∞ 时,这个平均

速度就趋向于一个周期内的平均速度 1
T∫

T

0
f(t)dt.
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第2讲 函数、极限与连续

导  语

这一讲内容是高等数学的基础,在考研中直接出题的分值每年都能达到20分左右,希
望大家开好头,起好步.

大纲要求

1.函数的概念,函数的表示法,会建立应用问题的函数关系.
2.函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性.
3.复合函数及分段函数的概念,反函数及隐函数的概念.
4.基本初等函数的性质及其图形,初等函数的概念.
5.极限的概念,函数左极限与右极限的概念以及函数极限存在与左、右极限之间的关系.
6.极限的性质及四则运算法则.
7.极限存在的两个准则,并会利用它们求极限,利用两个重要极限求极限的方法.
8.无穷小量、无穷大量的概念,无穷小量的比较方法,会用等价无穷小量求极限.
9.函数连续性的概念(含左连续与右连续),会判别函数间断点的类型.

知识体系

函数、极限与连续

函数

概念

性质

有界性
单调性
奇偶性

ì

î

í

ï
ï

ï
ï周期性

表达
用复合方法表达函数

{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï 用极限手段表达函数

极限

函数极限的计算

七种未定式的定值法

综合问题

用泰勒公式求极限
已知极限反求参数
无穷小阶的判定

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

一些特殊形式的极限

数列极限的计算

转为函数极限的计算
夹逼准则
定积分定义
单调有界准则
级数求和(仅数学一、三

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

)

连续与间断
概念与性质

{讨论连续性

极限的应用 —连续复利问题(仅数学三

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

)
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2.1 考试内容分析

2.1.1 函数的概念与性质

1.邻域

(1)一维的情形

邻域 以点x0为中心的开区间称为点x0的邻域,记作U(x0).
d邻域 设d是一正数,则称开区间(x0-d,x0+d)为点x0的d邻域,记作U(x0,d),即

U(x0,d)={x|x0-d<x<x0+d}={x||x-x0|<d}.其中点x0称为邻域的中心,d称

为邻域的半径.

d去心邻域 定义去心邻域U
°(x0,δ):U

°(x0,δ)={x|0<|x-x0|<d}.
左右d邻域 {x|0<x-x0<δ}称为点x0的右δ邻域,记作U+ (x0,δ);{x|0<x0

-x<δ}称为点x0的左δ邻域,记作U- (x0,δ).
(2)二维的情形

d邻域 设P0(x0,y0)是xOy平面上的一个点,d是某一正数.与点P0(x0,y0)距离小于d

的点P(x,y)的全体,称为点P0的d邻域,记为U (P0,d),即

U(P0,δ)= {P||PP0|<δ}或U(P0,δ)= {(x,y)| (x-x0)2+(y-y0)2 <δ}.

d去心邻域 点P0的去心d邻域,记作U
°(P0,δ),即U

°(P0,δ)= {P|0<|P0P|<
δ}.需要指出,如果不需要强调邻域的半径d,则用U (P0)表示点P0的某个邻域,点P0的去

心邻域记作U
°(P0).

d邻域的几何意义 U (P0,d)表示xOy平面上以点P0(x0,y0)为中心、d>0为半径的

圆的内部的点P (x,y)的全体.
邻域与区间(区域) 邻域当然属于区间(区域)的范畴,但事实上,邻域通常表示“一个

局部位置”,比如“点x0的d邻域”,就可以称为“点x0的附近”.于是,函数f(x)在点x0 的某d

邻域内有定义也就是函数f(x)在点x0 的附近有定义,这个“附近”到底有多近多远? 既难

以说明也没有必要说明.有例为证:2007年有一道考研数学题说,设函数y =y(x)由方程

ylny-x+y=0确定,试判断曲线y=y(x)在点(1,1)附近的凹凸性.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】关于邻域的一组概念非常重要,因为它涉及我们将要“在一个局部位置”细致

地研究问题.

2.函数

设x与y 是两个变量,D 是一个给定的数集,若对于每个值x∈D,变量y按照一定的
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法则有一个确定的值y与之对应,则称y为x 的函数,记作y=f(x).称x为自变量,y为

因变量.称数集D 为此函数的定义域,定义域一般由实际背景中变量的实际意义或者函数对

应法则的要求确定.称相应的函数值的全体R={y|y=f(x),x∈D}为函数的值域.称f
为对应法则.这里我们需要注意函数定义中y的唯一性,在下面的叙述中将作详细讨论.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

         

图2.1              图2.2  

  【注】(1)单值函数与多值函数 在函数的定义中,对每个x∈D,对应的函数值y
总是唯一的,这样定义的函数称为单值函数.如果给定一个对应法则,按这个法则,对

每个x∈D,总有确定的y值与之对应,但这个y不是唯一的,于是,这样的对应法则

就不符合函数定义了,我们称这种法则确定了一个多值函数.请大家注意,在考研中所

提到的函数是指单值函数,也就是说当自变量x取一个值时,这个对应法则f要保证因

变量y 有唯一的实数值与之对应,否则就得分成若干个单值函数.
(2)总结重要的函数如下:

① y=|x|=
x,x≥0,

-x,x<{ 0
 称为绝对值函数;其图形如图2.1所示.

有一种重要的题目,是把带有绝对值的函数转化为分段函数来处理,例如,设f(x)
与g(x)都是连续函数,则

min{f(x),g(x)}= 12
[f(x)+g(x)- f(x)-g(x)]=

g(x),f(x)≥g(x)

f(x),f(x)<g(x{ )

max{f(x),g(x)}=12
[f(x)+g(x)+ f(x)-g(x)]=

f(x),f(x)≥g(x)

g(x),f(x)<g(x{ )

且也都是连续函数.

② y=sgnx=

1,x>0,

0,x=0,

-1,x<

ì

î

í

ï
ï

ïï 0
 称为符号函数;对于任何实数x,有x=|x|sgnx.

其图形如图2.2所示.
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  ③ y=[x],称为取整函数,先给出定义.设x为任一实数,不超过x的最大整数

称为x的整数部分,记作[x].如[0.99]=0,[π]=3,[-1]=-1,[-1.99]=-2.
因此,取整函数y=[x]的定义域为R,值域R=Z.它的图形如图2.3所示,在x为整

数值处图形发生跳跃.

图2.3

取整函数y=[x]有性质:[x]≤x<[x]+1;[x+n]=[x]+n;n[x]≤nx;
[x]+[y]≤ [x+y],其中n为正整数.

④ 分段函数 在自变量的不同变化范围中,对应法则用不同式子来表示的函数

称为分段函数.需要强调一句,分段函数是用几个式子来表示的一个(注意不是几个)
函数.分段函数的典型形式如下(后面会详细讨论):

f(x)=
φ1(x),x>x0
a,x=x0

φ2(x),x<x

ì

î

í

ïï

ïï
0

或f(x)=
φ(x),x≠x0
a,x=x{

0

⑤ 设f(x)是定义在(-l,l)上的任何函数,则F1(x)=f(x)-f(-x)必为奇函

数;F2(x)=f(x)+f(-x)必为偶函数,如ex-e-x就是奇函数.

⑥ 狄利克雷函数  D(x)=
1,x为有理数

0,x{ 为无理数
,是一有界的偶函数,且任何的有理

数都是它的周期,而没有最小的周期.
⑦ 通常把幂指函数u(x)v(x)转化为复合函数ev(x)lnu(x)来处理.
⑧ 反函数 设函数y=f(x)的定义域为D,值域为R.如果对于每一个y∈R,

必存在x∈D 使得y=f(x)成立,则由此定义了一个新的函数x=φ(y).这个函数就

称作为函数y=f(x)的反函数,一般记作x=f-1(y),它的定义域为R,值域为D.相
对于反函数来说,原来的函数也称为直接函数.有两点要说明.

第一,直接函数的单值性无法保证其反函数的单值性.比如直接函数y=x2 的反

函数是多值函数x=± y ;但如果直接函数是单值单调函数,就能保证反函数的单值

性了.比如函数y=x2 ,x∈ [0,+∞)是单值单调函数,故它有反函数x= y .
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  第二,若把x=f-1(y)与y=f(x)的图形画在同一坐标系中,则它们完全重合.只

有把y=f(x)的反函数x=f-1(y)写成y=f-1(x)后,它们的图形才关于y=x对

称,事实上这也是x与y 字母互换的原因.

比如说,设函数f( )x =
1-2x2, x<-1
x3, -1≤x≤2,

12x-16, x>

ì

î

í

ïï

ïï 2

请你写出f( )x 的反函数

g ( )x 的表达式.答案:g( )x =

- 1-x
2
, x<-1

3
x, -1≤x≤8.

x+16
12

, x>

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 8

3.函数的四种特性  
(1)有界性 设f(x)的定义域为D,数集I⊂D.如果存在某个正数M,使对任一x∈I,

有|f(x)|≤M,则称f(x)在I上有界;如果这样的M 不存在,则称f(x)在I上无界.从几

何图形上看,函数y=f(x)的图形在直线y=-M 和y=M 之间.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)有界还是无界的讨论首先得指明区间I,也就是说如果你不告诉我区间是

什么,就问我某某函数是否有界,我只能拒绝回答.比如y=1/x,在 (2,+∞)内有界,

但在 (0,2)内无界.
(2)什么是无界函数? 事实上,只要在区间I上存在点x0使得函数f(x)的值为无

穷大,则没有任何两条直线y=-M 和y=M 可以把I 上的f(x)“包起来”,这就叫无

界.注意,无界函数并不要求所有定义域上的点都使得函数无穷大,只要存在这样的点

x0就可以了.考研中常出这样的题目:比如,函数f(x)= |x|sin(x-2)
x(x-1)(x-2)2

在下列哪

个区间内有界(  )
(A)(-1,0)  (B)(0,1)  (C)(1,2)  (D)(2,3)  
【分析与解答】有如下两个重要结论:

① 若f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)在闭区间[a,b]上有界;

② 若f(x)在开区间(a ,b)内连续,且极限lim
x→a+

f(x)与lim
x→b-

f(x)存在,则函数

f(x)在开区间(a,b)内有界.

所以,当x≠0,1,2时,f(x)连续,而 lim
x→-1+

f(x)=-sin318
,lim

x→0-
f(x)=-sin24

,

lim
x→0+

f(x)=sin24
,lim

x→1
f(x)= ∞ ,lim

x→2
f(x)= ∞ ,

所以,函数f(x)在(-1,0)内有界,故选(A).
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(2)单调性 设y=f(x)的定义域为D,区间I⊂D.如果对于区间I上任意两点x1及

x2,当x1<x2时,恒有f(x1)<f(x2),则称f(x)在区间I上单调增加.同理,如果对于区

间I上任意两点x1及x2,当x1<x2时,恒有f(x1)>f(x2),则称函数f(x)在区间I上是

单调减少的.这是函数单调性的定义,在今后要谈到的众多考研试题中,主要是用导数法来

讨论函数在某个区间的单调性,但是定义法不可以忘记.
(3)奇偶性 设f(x)的定义域D 关于原点对称(即若x∈D,则-x∈D).如果对于任

一x∈D,有f(-x)=f(x),则称f(x)为偶函数.同理,如果对于任一x∈D,有f(-x)

=-f(x),则称f(x)为奇函数.我们熟知的是,偶函数的图形关于y轴对称,奇函数的图

形关于原点对称.
(4)周期性 设f(x)的定义域为D.如果存在一个正数T,使得对于任一x∈D 有

(x±T)∈D,且f(x+T)=f(x),则称f(x)为周期函数,T 称为f(x)的周期.从几何图

形上看,在周期函数的定义域内,每个长度为T 的区间上,函数的图形“长得一模一样”.
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  【注】从图形上来说,
(1)奇函数y=f(x)的图形关于坐标原点对称,当f(x)在x=0处有定义时,必

有f(0)=0;
(2)偶函数y=f(x)的图形关于Oy 轴对称,且当f′(0)存在时,必有f′(0)=0;
(3)函数y=f(x)与y=-f(x)的图形关于Ox 轴对称;函数y=f(x)与y=

f(-x)的图形关于Oy 轴对称;
(4)函数y=f(x)的图形关于直线x=T对称的充分必要条件是f(x)=f(2T-x)

或f(x+T)=f(T-x).

4.复合函数 
设y=f( )u 的定义域为D1,函数u=g( )x 在D 上有定义且g(D)⊂D1,则由下式

确定的函数y=f g( )[ ]x ,(x∈D)称为由函数u=g( )x 和函数y=f( )u 构成的复合函

数,它的定义域为D,变量u称为中间变量.对于复合函数,重要的是熟练掌握分解与复合

的技术,这是考研的一个重点知识点.详细分析请见后面的例题分析.

2.1.2 函数极限的概念、性质与定理

1.函数极限定义 
设函数f(x)在点x0的某一去心邻域内有定义.若存在常数A,对于 ∀e>0(不论它多

么小),总存在正数d,使得当0<|x-x0|<d时,对应的函数值f(x)都满足不等式

|f(x)-A|<e,则A 就叫做函数f (x)当x ®x0时的极限,记为

lim
x→x0

f(x)=A 或f (x)®A (当x®x0).

写出语言是:lim
x→x0

f(x)=A Û"e>0,$d>0,当0<|x-x0|<d时,|f(x)-A|<e .
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  【注】(1)这里符号“∀ ”是英文Arbitrary(任意的,武断的)的首字母上下方向倒着

写出来的;符号“∃ ”是英文Exist(存在)的首字母左右方向倒着写出来的.
(2)这里x的趋向方式要比数列问题多得多,对于x ®x0,既要考虑x从x0的左侧

(即小于x0)无限接近x0:x®x0
-;也要讨论x从x0的右侧(即大于x0)无限接近x0∶x

®x0+;对于x®∞,既包括x®-∞,也包括x ®+∞.这里不再一一列出,考生应学

会写出函数极限的精确定义,提示一下,对于x®∞时的极限,其语言为:

lim
x→∞

f(x)=A Û"e>0,$X>0,当|x|>X 时,有|f(x)-A|<e.

2.函数的单侧极限

若当x®x0
- 时,f(x)无限接近于某常数A,则常数A 叫做函数f(x)当x ®x0时的左

极限,记为 lim
x→x0

-
f(x)=A 或f(x0 -)=A ;

若当x®x0
+ 时,f(x)无限接近于某常数A,则常数A 叫做函数f (x)当x ®x0时的右

极限,记为 lim
x→x0

+
f(x)=A 或f(x0 +)=A .

3.函数极限存在的充要条件
lim
x→x0

f(x)=A⇔ lim
x→x0

-
f(x)=A,且lim

x→x0
+
f(x)=A .

4.函数极限的性质 
唯一性 如果极限lim

x→x0
f(x)存在,那么这极限唯一.

局部有界性 如果lim
x→x0

f(x)=A,则存在正常数M 和d,使得当0<|x-x0|<d时,有

f( )x ≤M .
局部保号性  如果f(x)®A(x®x0),而且A>0(或A<0),那么存在常数d>0,使当

0<|x-x0|<d时,有f(x)>0(或f(x)<0).

5.无穷小与无穷大 
无穷小定义 如果当x®x0(或x®∞)时,函数f(x)的极限为零,那么称函数f(x)

为当x®x0(或x®∞)时的无穷小.记为

lim
x→x0

f(x)=0 (或lim
x→∞

f(x)=0).
特别地,以零为极限的数列{xn}称为n®∞时的无穷小.
无穷大定义 如果当x®x0(或x ®∞)时,函数|f(x)|无限增大,那么称函数f(x)为

当x®x0(或x®∞)时的无穷大.记为

lim
x→x0

f(x)= ∞  (或lim
x→∞

f(x)= ∞ ).

无穷小与无穷大的关系 在自变量的同一变化过程中,如果f(x)为无穷大,则 1
f(x)

为

无穷小;反之,如果f(x)为无穷小,且f(x)≠0,则 1
f(x)

为无穷大.
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无穷小的比较 设在同一自变量的变化过程中,limα(x)=0,limβ(x)=0,且β(x)≠0,

则(1)若limα(x)
β(x)

=0,则称α(x)是比β(x)高阶的无穷小,记为α(x)=ο(β(x));

(2)若limα(x)
β(x)

=C≠0,则称α(x)是与β(x)同阶的无穷小;

(3)若limα(x)
β(x)

=1,则称α(x)是与β(x)等价的无穷小,记为α(x)~β(x);

(4)若lim α(x)
[β(x)]k

=C≠0,则称α(x)是β(x)的k阶无穷小.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】并不是任何两个无穷小量都可进行比较的,这是一个细致的问题,请大家注

意.比如说,当x→0时,xsin1x
与x2虽然都是无穷小,但是却不可以比较,也就是说既

不是高低阶,也无同阶可言,因为lim
x→0

xsin1x
x2 =lim

x→0

1
xsin

1
x

不存在.

再比如说,如果当x→0时,f(x)→0,是否一定就有sin[f(x)]~f(x)? 答案是

否定的.举个例子说,当x→0时,是否就有sin(xsin1x
)~xsin1x

? 我们看到,在

x=0点的任一小的去心邻域内,总有点x = 1
kπ→0

(k 为充分大的正整数),使

sinxsin1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
xsin1x

在该点没有定义,故lim
x→0

sinxsin1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
xsin1x

不存在.

6.极限运算规则 
若limf(x)=A,limg(x)=B,那么

(1)lim[kf(x)±lg(x)]=klimf(x)±llimg(x)=kA±lB ,其中k,l为常数;
(2)lim[f(x)·g(x)]=limf(x)·limg(x)=A·B;
特别地,若limf(x)存在,n为正整数,则lim[f(x)]n=[limf(x)]n.

(3)limf(x)
g(x)=limf

(x)
limg(x)= A

B
(B≠0).

特别地,我们提出下面的7.

7.无穷小运算规则

(1)有限个无穷小的和是无穷小.
(2)有界函数与无穷小的乘积是无穷小.
(3)有限个无穷小的乘积是无穷小.(注意是有限个,不是无穷个)

例如,fn(x)=

1
[ ]x
,x>1,n=1

1,x<n,([ ]x <n),n=2,3,…
n

[ ]x -n+1
,x≥n,([ ]x ≥n),n=2,3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,…

—41—



  第2讲 函数、极限与连续 

对于每一个固定的n,lim
x→+∞

fn(x)=0,且fn(x)≠0,

那么,令F(x)=lim
n→∞∏

n

i=1
fi(x)=∏

[ ]x

i=1
fi(x)lim

n→∞ ∏
n

i= [ ]x +1
fi(x)= 1

[ ]x ∏
[ ]x

i=2
fi(x)

= 1
[ ]x
· 2

[ ]x -1
· 3

[ ]x -2
·…· [ ]x -2

3
· [ ]x -1

2
· [ ]x =1≠0,

即无穷多个无穷小的乘积不一定再是无穷小了.怎么理解呢? 这个结论就是一个抽象的极

限理论,可以这样说:数学上的很多事情,并不都是能够被人们直观理解并接受的,这不能不

说是一种“遗憾”.
(4)设m,n为正整数,则

①o(xm)±o(xn)=o(xl),l=minm,{ }n  (加减法时低阶“吸收”高阶)

②o(xm)·o(xn)=o(xm+n),xm·o(xn)=o(xm+n) (乘除法时阶数“累加”)
③o(kxm)=k·o(xm)=o(xm),k≠0,为常数 (非零常数不影响阶数)

8.常用的等价无穷小

当x→0时,常用的等价无穷小有:
sinx~x,tanx~x,arcsinx~x,arctanx~x,ln(1+x)~x,ex -1~x,

ax -1~xlna,1-cosx~ 12x
2,(1+x)α-1~αx.
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췍췍  【注】使用时一般都要做广义化:x→u,请灵活使用.

9.函数极限存在准则———夹逼准则

如果函数f(x),g(x)及h(x)满足下列条件:
(1)g(x)≤f(x)≤h(x); (2)limg(x)=A ,limh(x)=A ;
则limf(x)存在,且limf(x)=A .
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  【注】(1)若上述极限过程是x®x0,则要求函数在x0的某一去心邻域内有定义;若

上述极限过程是x®∞,则要求函数当 x >X(X 为充分大的正数)时有定义.
(2)该准则在考研中极其重要,大题小题都经常用到这个工具,请大家要给予足够

的重视.
(3)看 一 个 例 子,设 任 意 的 x,总 有 φ( )x ≤ f( )x ≤ g( )x ,且

lim
x→∞

g( )x -φ( )[ ]x = 0,则 lim
x→∞

f( )x 是 否 一 定 存 在? 答 案 是 否 定 的.

lim
x→∞

g( )x -φ( )[ ]x 的存在并不能说明lim
x→∞

g( )x ,lim
x→∞

φ( )x 都存在,从而也不能保证

lim
x→∞

f( )x 存在.例如,当x>0时,取

φ( )x =x+ 1
x+1

,f( )x =x+ 2
x+1

,g( )x =x+ 3
x+1

则φ( )x ≤f( )x ≤g( )x ,且lim
x→+∞

g( )x -φ( )[ ]x =0,但lim
x→+∞

f( )x 不存在.
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10.洛必达法则

法则一 设 (1)当x→a(或x→∞ )时,函数f( )x 及 ( )F x 都趋于零;
(2)f′(x)及F′(x)在点a的某去心邻域内(或者当 x >X(X 为充分大的正数)时)存

在,且F′(x)≠0;

(3)lim
x→a

f′(x)
F′(x)

存在(或无穷大),

则 lim
x→a

f(x)
F(x)=limx→a

f′(x)
F′(x).

法则二 设 (1)当x→a(或x→∞ )时,函数f( )x 及 ( )F x 都趋于无穷大;
(2)f′(x)及F′(x)在点a的某去心邻域内(或者当 x >X(X 为充分大的正数)时)存

在,且F′(x)≠0;

(3)lim
x→a

f′(x)
F′(x)

存在(或无穷大),

则 lim
x→a

f(x)
F(x)=limx→a

f′(x)
F′(x).
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  【注】(1)洛必达法则是用来计算 “0
0
”型或者 “∞

∞
”型未定式的极限的,不是 “0

0
”

型或者 “∞
∞
”型,就不能用洛必达法则;

(2)如果极限lim
x→a

f′(x)
F′(x)

仍属于“0
0
”型或者“∞

∞
”型,且f′(x),F′(x)继续满足法

则的条件,则可以继续使用洛必达法则,即

lim
x→a

f(x)
F(x)=limx→a

f′(x)
F′(x)=limx→a

f″(x)
F″(x).

(3)如果lim
x→a

f′(x)
F′(x)

不存在也不为∞ ,不能推出lim
x→a

f(x)
F(x)

不存在也不为∞ ,简单一

点说就是:对于

lim
x→a

f(x)
F(x)=limx→a

f′(x)
F′(x)

,“右存在,则左存在;但左存在,并不意味着右一定存在 ”.比如

说,极限lim
x→0

x2·sin1x
x =lim

x→0
x·sin1x =0存在,而如果使用洛必达法则,会有

lim
x→0

x2·sin1x
x =lim

x→0
2x·sin1x -cos1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
,这个极限显然不存在.这是一个很细致,

很隐蔽的问题,稍不注意就可能出错.

2.1.3 数列极限的概念、性质与定理

1.数列极限定义 
对于"e>0(不论它多么小),总存在正整数N ,使得当n>N 时,|xn-a|<ε恒成立,

则称数a是数列{xn}的极限,或者称数列{xn}收敛于a,记为
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lim
n→∞

xn =a或xn®a (n®∞).

如果不存在这样的数a,就说数列是发散的.
常用的语言是:lim

n→∞
xn =aÛ"e>0,$N∈N+,当n>N 时,恒有|xn-a|<e.

2.数列收敛的充要条件

lim
n→∞

xn =a⇔ 对于 x{ }n 的任一子数列 xn{ }
k

均有lim
n→∞

xnk =a.

特别常用的一个是:

lim
n→∞

xn =a⇔lim
k→∞

x2k =a,且lim
k→∞

x2k+1 =a.

3.收敛数列的性质

唯一性 收敛数列{xn}的极限必唯一;
有界性 收敛数列{xn}必有界;
保号性 如果数列{xn}收敛于a,且a>0(或a<0),那么存在正整数 N,当n>N

时,有xn>0(或xn<0).

4.数列极限运算规则 
设有数列{xn}和{yn}.若lim

n→∞
xn =A,lim

n→∞
yn =B,那么

(1)lim
n→∞
(xn ±yn)=A±B; (2)lim

n→∞
(xn·yn)=A·B; (3)当yn ≠0(n=1,2,×××)

且B≠0时,lim
n→∞

xn

yn
= A

B .

5.数列极限存在准则

准则I 如果数列{xn},{yn}及{zn}满足下列条件:
(1)yn≤xn≤zn(n=1,2,3,…);(2)lim

n→∞
yn =a,lim

n→∞
zn =a,则数列{xn}的极限存在,

且lim
n→∞

xn =a.

准则II 单调有界数列必有极限.

6.海涅定理(归结原则)

设f(x)在U
°(x0,δ)内有定义,则lim

x→x0
f(x)=A 存在 ⇔ 对任何以x0 为极限的数列

x{ }n (xn ≠x0),极限lim
n→∞

f(xn)=A 存在.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】众所周知,数列极限与函数极限是分别独立定义的,但是海涅定理是联系数列

极限与函数极限之间的桥梁.它指出,在极限存在的条件下,函数极限和数列极限可以

相互转化.虽然可能大家根本没有听说过这个定理,但是我们都在不知不觉地使用它,

比如,

请你证明lim
x→0

1
x2sin

1
x

不存在.若取xn = 1
nπ→0

,则有f x( )n =0;若取xn′=
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

1

2n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 π

→0,则有f xn( )′ = 2n+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

π2→∞ ;根据海涅原则,极限不存在.事实

上,1
x2sin

1
x

是x→0时的无界量,而不是无穷大量.

2.1.4 函数的连续与间断

1.连续的定义

所谓连续,有两种定义方法:
(1)设f(x)在点x0 的某邻域有定义,若

lim
Δx→0
Δy=lim

Δx→0
[f(x0+Δx)-f(x0)]=0,

则称函数在点x0 连续,点x0 称为f(x)的连续点.
(2)设函数f(x)在点x0 的某一邻域内有定义,且有

lim
x→x0

f(x)=f(x0),

则称函数f(x)在点x0 处连续.这个定义用得最多最广泛.

2.间断点的定义 
(1)可去间断点

若lim
x→x0

f(x)=A≠f(x0),(f(x0)甚至可以无定义),则这类间断点称为可去间断点.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】只要修改或者补充f(x0),使得lim
x→x0

f(x)=A =f(x0),就会使得函数在x0

点连续,于是,这个点叫做可去间断点,也叫做可补间断点.

(2)跳跃间断点

若 lim
x→x0

-
f(x)与 lim

x→x0
+
f(x)都存在,但 lim

x→x0
-
f(x)≠ lim

x→x0
+
f(x),则这类间断点称为跳跃

间断点.
可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点.
(3)无穷间断点 

若lim
x→x0

f(x)= ∞ ,则这类间断点称为无穷间断点;如函数y= 1x
的x=0为第二类无

穷间断点.
(4)振荡间断点 

若lim
x→x0

f(x)振荡不存在,则这类间断点称为振荡间断点;如函数y=sin1x
在点x =0

没有定义,且当x→0时,函数值在-1与1这两个不同的数之间交替振荡取值,极限不存
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在,故点x=0为函数y=sin1x
的第二类振荡间断点.

无穷间断点和振荡间断点都属于第二类间断点.

2.1.5 极限在经济中的应用(仅数学三)

复利与连续复利

复利计算公式 Am =A(1+r)m

其中A 表示一开始的本金,r表示每一期的利率,m 表示复利的总期数,Am 表示m 年

后的余额.
① 如果年利率为r的利息一年支付1次,那么当初始存款为A 元时,t年后余额At

则为

At =A(1+r)t.

② 如果年利率为r的利息一年支付n次,那么当初始存款为A元时,t年后余额At则为

At =A(1+r
n
)
nt

.

③ 对于②,当n→ ∞ 时,lim
n→∞

At =lim
n→∞

A(1+r
n
)
nt

=Aert ,这称为连续复利.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】考试时要弄清楚①②③三种情况,题目会明确告知.

2.2 典型例题分析

2.2.1 函数表达

【例2.1】设f( )x =
ex,x<1

x2-1,x≥{ 1
;g( )x =

x+2,x<0

x2-1,x≥{ 0
, 求f g( )[ ]x .

【分析与解答】本题考查分段函数的复合方法,是考试重点.对于比较复杂的区间讨论

问题,建议大家用几何法.请看具体步骤:

(1)画出g( )x =
x+2,x<0

x2-1,x≥{ 0
的图形,如图2.4所示;

(2)将f( )x =
ex,x<1

x2-1,x≥{ 1
广义化为f( )u =

eu,u<1

u2-1,u≥{ 1
,用边界线u=1将
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  图2.4

g( )x 的图形划分为四段:①、②、③、④,如图2.4

所示;细致说来,

对于①与③,即,当x<-1或者0≤x< 2

时,g( )x 处于边界线u=1下方,g( )x <1,此时

f( )u =eu ;

对于②与④,即,当-1≤x<0或者x≥ 2
时,g( )x 处于边界线u=1上方,g( )x ≥1;此时

f( )u =u2-1.

(3)于是,一目了然,f[g( )x ]=

ex+2,x<-1…①

x+( )2 2-1,-1≤x<0…②

ex
2-1,0≤x< 2…③

x2-( )1 2-1,x≥ 2…

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ④

【例2.2】设f(x)=
x2-1,x≤0
lnx,x>{ 0

,g(x)=
2ex -1,x≤0
x2-1,x>{ 0

,求f[g(x)].

【分析与解答】本题同样考查分段函数的复合方法.下面用解析法求解.

首先,广义化,f[g(x)]=
[g(x)]2-1,g(x)≤0
lng(x),g(x)>{ 0

由g(x)的表达式知,

(1)当g(x)≤0,即 {2ex -1≤0}∩ {x≤0}或 {x2-1≤0}∩ {x>0},

而 {2ex -1≤0}∩ {x≤0}= {x≤-ln2}∩ {x≤0}= {x≤-ln2},

{x2-1≤0}∩ {x>0}= {-1≤x≤1}∩ {x>0}= {0<x≤1}.
(2)当g(x)>0,即 {2ex -1>0}∩ {x≤0}或 {x2-1>0}∩ {x>0},

而 {2ex -1>0}∩ {x≤0}= {x>-ln2}∩ {x≤0}= {-ln2<x≤0},
{x2-1>0}∩ {x>0}= {x>1或x<-1}∩ {x>0}= {x>1}.

综上,得f[g(x)]=

(2ex -1)2-1,x≤-ln2

ln(2ex -1),-ln2<x≤0
(x2-1)2-1,0<x≤1
ln(x2-1),x>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 1

.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】这种问题也可仿例2.1用几何法求解,请考生自练.

【例2.3】(Ⅰ)求函数f(x)=lim
n→∞

n
1+(2x)n +x2n 的表达式,x≥0.

(Ⅱ)讨论函数f(x)的连续性.
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【分析与解答】本题源于前苏联的数学竞赛题,在近些年考研中多次涉及,是用夹逼准

则求极限的典型考题.注意本题的放缩法.
(1)夹逼准则:①yn ≤xn ≤zn ;②yn →A,zn →A⇒xn →A  (n→ ∞ ).
(2)对于u1+u2+…+un (ui≥0,n为有限数),其放缩法为:

1·umax≤u1+u2+…+un ≤n·umax

于是,(Ⅰ)若0≤x< 12
,则 n

1≤
n
1+(2x)n +x2n ≤1·

n
3,

若 1
2 ≤x<2,则2x<

n
1+(2x)n +x2n ≤2x

n
3,

若2≤x<+∞ ,则x2 ≤
n
1+(2x)n +x2n ≤x2

n
3,

而lim
n→∞

n
3=1,故

f(x)=

1,0≤x< 12

2x,12 ≤x<2.

x2,2≤x<+

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

∞

(Ⅱ)因为f(x)在 [0,12
),[1
2
,2),[2,+∞)上均连续,又

lim
x→12

-
f(x)=1,lim

x→12
+
f(x)=1,f(12

)=1,

lim
x→2-

f(x)=4,lim
x→2+

f(x)=4,f(2)=4,

所以f(x)在 [0,+∞)上连续.

2.2.2 七种未定式的定值法

1.“00
”型未定式

常用方法:①洛必达法则;②泰勒公式.
值得指出,有些题目在使用洛必达法则之前,需要对所求极限作恒等变形,常用手段为:

幂指函数变成指数函数,有理化,变量替化等.

【例2.4】求极限lim
x→0

e-ecosx
3
1+x2 -1

.

【分析与解答】原极限=lim
x→0

ecosx e1-cosx -( )1
1
3x

2
=elim

x→0

1-cosx
1
3x

2
= 32e.

【例2.5】求极限lim
x→0

1
x3

2+cosxæ

è
ç

ö

ø
÷

3
x

-[ ]1 .

【分析与解答】因 2+cosxæ

è
ç

ö

ø
÷

3
x

-1~exln
2+cosx
3 -1~xln2+cosx

3
,
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而ln2+cosx
3 =ln1+cosx-1æ

è
ç

ö

ø
÷

3 ~cosx-1
3 ~

-12x
2

3 =-16x
2,

故原极限=lim
x→0

-16x
3

x3 =-16 .

【例2.6】求极限lim
x→0

lnsin2x+e( )x -x
lnx2+e2( )x -2x

.

【分析与解答】原极限=lim
x→0

lnsin2x+e( )x -lnex
lnx2+e2( )x -lne2x

=lim
x→0

lnsin
2x+ex
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

lnx2+e2x
e2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=lim
x→0

ln1+sin
2x
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

ln1+x2
e2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=lim
x→0

sin2x
ex
·e

2x

x2 =lim
x→0
ex =1.

【例2.7】求极限lim
x→1

x-xx

1-x+lnx.

【分析与解答】原极限=lim
x→1

x1-xx-( )1

1-x+lnx =limx→1

x1-e x-( )1 ln[ ]x

1-x+lnx

=lim
x→1

-x x-( )1lnx
1-x+lnx

=-lim
x→1

2x-( )1lnx+ x-( )1
-1+1/x

=-lim
x→1

2x2-( )xlnx+x x-( )1
1-x

=-lim
x→1

2x2-( )xlnx
1-x +1

=1-lim
x→1

4x-( )1lnx+ 2x-( )1
-1 =1+1=2.

【例2.8】求极限lim
x→0

1+tanx- 1+sinx
xln1+( )x -x2 .

【分析与解答】原极限=lim
x→0

tanx-sinx
xln1+( )x -x2

· 1
1+tanx+ 1+sinx

= 12limx→0

tanx1-cos( )x
xln1+( )x -[ ]x

= 12limx→0

1
2x

2

ln1+( )x -x=
1
2limx→0

x
1
1+x-1

=-12 .

【例2.9】求极限lim
x→0

2sinx+x2sin1x
1+cos( )x ex -( )1 .
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【分析与解答】此题为 “0
0
”未定式,若直接使用洛必达法则,

原极限=lim
x→0

2cosx+2xsin1x -cos1x
2

,而x→0时,cos1x
极限不存在,故法则失效.事实

上,应先化简再计算.

原极限= 12limx→0

2sinx
x +xsin1æ

è
ç

ö

ø
÷

x = 12 2+( )0 =1.

【例2.10】求极限lim
x→0

1-cosx· cos2x
x2 .

【分析与解答】lim
x→0

1-cosx+cosx-cosx cos2x
x2

     =lim
x→0

1-cosx
x2 +lim

x→0

cosx1- cos2( )x
x2

而lim
x→0

cosx1- cos2( )x
x2 =lim

x→0

cosx1- cos2( )x 1+ cos2( )x
x2 1+ cos2( )x

= 12limx→0

1-cos2x
x2 = 12limx→0

1
2
·4x2

x2 =1

故原极限= 12+1= 32 .

2.“∞∞
” 型未定式

遇到 “∞
∞
”型主要是约去分子中的“∞ ”因式.

常用方法:①分子、分母同除以最高次幂之项.(在极限的加减运算中,低阶无穷大被高

阶无穷大所吸收).
②洛必达法则.

【例2.11】求极限lim
x→-∞

4x2+x-1+x+1
x2+sinx

.

【分析与解答】注意到x→-∞ ,

故 4x2+x-1= x2 4+1x -1x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-x 4+1x -1x2

x2+sinx = x2 1+sinxx
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =-x 1+sinxx2

故所求极限为lim
x→-∞

- 4+1x -1x2 +1+1x

- 1+sinxx2

= -2+1
-1 =1.
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【例2.12】求极限lim
x→0+

ln(1+e
2
x)

ln(1+e
1
x)
.

【分析与解答】为了在使用洛必达法则时使求导数变得简单,先做变量代换,令t= 1x .

从而原式=lim
t→+∞

ln1+e2( )t

ln1+e( )t =lim
t→+∞

2e2t
1+e2t

·1+et
et =2.

【例2.13】求极限lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x .

【分析与解答】此题为 “∞
∞
”未定式,若用洛必达法则,则

lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x ——
洛
lim
x→+∞

ex +e-x

ex -e-x ——
洛
lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x

连续使用完两次法则,又回到了起点,法则失效,正确的做法是先对式子恒等变形.

分子分母同乘e-x ,lim
x→+∞

ex -e-x

ex +e-x =limx→+∞

1-e-2x

1+e-2x =1.

3.“ ∞-∞ ”型未定式

通常将“∞-∞ ”型转化为“0
0
”或“∞

∞
”型.

常用转化的方法:

①通分(函数中有分母);

②有理化(函数中有根式);

③倒代换(函数中既无分母也无根式).
【例2.14】求极限lim

x→+∞

5
x5+3x4+4-( )x .

【分析与解答】原极限=lim
x→+∞

x
5

1+3x +4x5 -
æ

è
ç

ö

ø
÷1 =lim

x→+∞
x15

3
x +4x

æ

è
ç

ö

ø
÷

5 = 35.

【例2.15】求极限lim
x→0

1
sin2x-cos

2x
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

【分析与解答】原极限=lim
x→0

2x-12sin4x

4x3 =lim
x→0

1-cos4x
6x2 =lim

x→0

1
2 4( )x 2

6x2 = 43.

【例2.16】求极限lim
x→+∞ x+ x - x-( )x .

【分析与解答】原极限=lim
x→+∞

2 x
x+ x + x- x

=lim
x→+∞

2

1+ 1
x

+ 1- 1
x

=1

.

【例2.17】求极限lim
x→+∞

x-x2ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]x .

【分析与解答】原极限
令x= 1

—————
t
lim
t→0

t-ln1+( )t
t2 =lim

t→0

1- 1
1+t
2t =lim

t→0
· 1
21+( )t =12.

—42—



  第2讲 函数、极限与连续 

4.“0·∞ ”型

为了能够使用洛必达法则,通常把“0·∞ ”转化为“0
0
”或“∞

∞
”型,注意:把谁放在分

母上去,理论上二者皆可,但为了计算简单,一般把简单元素下放为分母.
【例2.18】求极限lim

x→1-
lnxln1-( )x .

【分析与解答】先用等价无穷小对lnx化简,当x→1时,

lnx=ln1+(x-1( )) ~ (x-1) x→( )1 ,

故原极限lim
x→1-
lnxln1-( )x =lim

x→1-
x-( )1ln1-( )x

1-x=
—————

t
-lim

t→0+
tlnt=-lim

t→0+

lnt
1
t

=-lim
t→0+

1
t

-1t2
=lim

t→0+
t=0.

【例2.19】求极限lim
x→+∞
ln1+3( )x ln1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

x .

【分析与解答】原极限=lim
x→+∞
ln1+3( )x ·2

x

=lim
x→+∞

2ln1+3( )x

x =lim
x→+∞

2·3xln3
1+3x =2ln3.

5.“ ∞0 ”和“00 ”型未定式

这两种类型的未定式,一般利用对数恒等式化为 “0·∞”型.
【例2.20】求极限:①lim

x→0+
xxx-1 ; ②lim

x→+∞
x+e( )x 1

x .

【分析与解答】①原极限=lim
x→0+
e xx-( )1 lnx =lim

x→0+
e exlnx-( )1 lnx =lim

x→0+
exlnx·lnx =e0 =1.

②原极限 =lim
x→+∞
e
1
xln x+e( )

x ,

因lim
x→+∞

lnx+e( )x

x =lim
x→+∞

1+ex
x+ex =lim

x→+∞

ex
1+ex =1,原极限 =e.

6.“1∞ ”型
“1∞ ”型未定式的极限,如“00”型及“∞0”型未定式一样,把幂指函数f ( )x g( )x 换成

以e为底的指数函数形式,即f ( )x g( )x =eg( )x lnf( )x ,从而化为 “0·∞”型,不过,对于

“1∞ ”型,用重要极限lim
x→0

1+( )x
1
x =e去处理也可以.

事实 上,由 此 式 直 接 把lim
x→□

1+f( )( )x g( )x =lim
x→□

1+f( )( )x
1

f(x{ }) f( )x ·g( )x =

elimx→□
f( )x ·g( )x =eA ,其中,A =lim

x→□
f( )x·g( )x ,f( )x ,g( )x 分别为x→ □时的无穷小

量和无穷大量.
【例2.21】求下列极限:

①lim
x→0

1+3( )x
2
sinx =       
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②lim
x→0
cosx

1
ln(1+x2)=       

③lim
x→∞

x2
x-( )a x+( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
x

=       

④lim
x→0

ln1+( )xæ

è
ç

ö

ø
÷

x

1
ex-1 =       

【分析与解答】以上4例均为 “1∞”型未定式,用上述“1∞ =eA ”最为方便.
①原极限=elimx→0

6x
sinx =e6 .

②原极限=lim
x→0

1+cosx-( )1
1

ln(1+x2)

=e
lim
x→0

cosx-1
ln(1+x2)=e

lim
x→0

-12x
2

x2 =e-12 .

③原极限=lim
x→∞

1+ a-( )bx+ab
x2+ b-( )ax-

æ

è
ç

ö

ø
÷

ab
x

=ea-b .

④原极限=lim
x→0
1+ln1+( )x -xæ

è
ç

ö

ø
÷

x

1
ex-1

=e-12,

其中,lim
x→0

ln1+( )x -x
x ex -( )1 =lim

x→0

1
1+x-1

2x =-12 .

【例2.22】求极限lim
x→0

ax
1+ax

2+…+ax
næ

è
ç

ö

ø
÷

n

1
x
,ai>0,且ai≠1,i=1,2,…,n.n≥2.

【分析与解答】

原极限=lim
x→0

1+ax
1-1+ax

2-1+…+ax
n -1æ

è
ç

ö

ø
÷

n

1
x

因 lim
x→0

ax
1-1+ax

2-1+…+ax
n -1

nx

=lim
x→0

1
n

ax
1-1
x +ax

2-1
x +…+ax

n -1æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=lim
x→0

1
n lna1+lna2+…+lna( )n

= 1nlna1
·a2…an .

故原极限=e
1
nlna1·a2…an =

n
a1a2…an .

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】这个极限经常用,希望读者可以把该结论记住,对很多 “1∞”型的极限就可以

直接写出结果,如求极限①lim
x→0

ax
1+ax

2+ax
3æ

è
ç

ö

ø
÷

3

1
x

=
3
a1a2a3 (a1 ,a2 ,a3 >0).

②lim
n→∞

1+
n
2+

n
3+…+

n
2013æ

è
ç

ö

ø
÷

2013

n

=
2013
2013!
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2.2.3 函数极限计算的综合题

1.用泰勒公式求极限

【例2.23】求极限lim
x→0

1
ln1+x( )2

- 1
sin2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x .

【分析与解答】请对照着本题的解答过程去看题后的【注】并深刻领会.

原极限=lim
x→0

sin2x-ln1+x( )2

ln1+x( )2 ·sin2x =lim
x→0

sin2x-ln1+x( )2

x4

=lim
x→0

x-13!x
3+ox( )[ ]3

2

- x2-12x
4+ox( )[ ]4

x4

=lim
x→0

x2-23!x
4+ox( )[ ]4 - x2-12x

4+ox( )[ ]4

x4

=lim
x→0

1
6x

4+ox( )4

x4 = 16 .

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】本题用到了泰勒公式这个重要工具.如果把用洛必达法则求极限比喻为铁路

上行驶的普通的慢速火车,行驶速度慢,每一小站还要停,就像洛必达法则那样每使用

一次则分子、分母的无穷小阶数都只能减少一次,那么,泰勒公式就是当之无愧的高铁,

省时,高效,快捷.(前提是要正确使用,否则也会出错,且要错就是大错!).为什么泰勒

公式可以有如此大的功效呢? 事实上,泰勒公式可以把各种类型的函数f( )x (常见的

有ex ,sinx,cosx,ln1+( )x , 1+( )x α)都 统 一 近 似 地 表 示 为 同 一 结 构 形 式:

x-x( )0 的幂函数之和,使不同函数之间建立起统一的表达式,从而联系它们就非常

方便了.
在记住了泰勒展开式后,考生在使用它们的过程中经常会出现两个疑问:
(1)如果只是分子(或分母)中一个函数做泰勒展开,应展开到x 的几次幂? 原则

是:盯着分母(或分子)看,分母(或分子)是x的k阶无穷小,则应把该函数展开到x的k

次幂,可称为“上下同阶”或者为“多退少补”,例如,求lim
x→0

x-sinx
x3 的极限,把sinx展开

泰勒公式,可以把sinx的泰勒公式写成三种形式:

①sinx=x+ ( )ox

②sinx=x-16x
3+ox( )3

③sinx=x-16x
3+15!x

5+ox( )5

代入极限式中会发现①式展开的“不够”,③式展开的“过剩”,②式刚刚好.
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  (2)若所展函数为两个以上函数的代数和,应展开到x的几次幂? 原则是:分别展

开到它们的系数消不掉的x次数最低项为止.例如,x-sinx=x- x-16x
3+o(x3æ

è
ç

ö

ø
÷)=

1
6x

3+o(x3)即可.

最后需要指出无穷小的运算规则:设m,n为正整数,则

①o(xm)±o(xn)=o(xl),l=minm,{ }n  (加减法时低阶“吸收”高阶)

②o(xm)·o(xn)=o(xm+n) xm·o(xn)=o(xm+n) (乘除法时阶数“累加”)

③o(kxm)=k·o(xm)=o(xm),k≠0,为常数 (非零常数不影响阶数)

了解了泰勒公式的使用,接下来我们去处理常见的泰勒公式,去体验其魅力.熟记下面

一组公式:

sinx=x-16x
3+o(x3) ①

arcsinx=x+16x
3+o(x3) ②

tanx=x+13x
3+o(x3) ③

arctanx=x-13x
3+o(x3) ④

ln(1+x)=x-12x
2+o(x2) ⑤

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)对以上公式移项,可以得到一组差函数的等价无穷小.

依次可得:x-sinx~16x
3,arcsinx-x~16x

3,tanx-x~13x
3,x-arctanx~13x

3,

x-ln(1+x)~12x
2.

(2)要学会对这组差函数的等价无穷小公式广义化,例如:当x→0时,若狗→0,则

由x-sinx~16x
3,可得,狗-sin狗~16

狗3;读者自己去举一反三.

【例2.24】求lim
x→0

sinx[sinx-sin(sinx)]
x4 .

【分析与解答】因x→0,sinx→0,

由狗-sin狗~16
(狗)3(狗→0)

得sinx-sin(sinx)~16
(sinx)3,

故原极限=lim
x→0

1
6
(sinx)4

x4 =16.
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【例2.25】求lim
x→0

arctanx-x
ln(1+2x3).

【分析与解答】因x→0时,arctanx-x~-13x
3,

故原极限=lim
x→0

-13x
3

2x3 =-16.

【例2.26】求lim
x→0

arcsinx-sinx
arctanx-tanx.

【分析与解答】因x→0时,arcsinx-sinx~13x
3,arctanx-tanx~-23x

3,

故原极限=lim
x→0

1
3x

3

-23x
3
=-12.

继续看一个综合题.
【例2.27】当x→0时,f( )x =x- ax+bsin( )xcosx与x3是等价无穷小,求常数a,b.

【分析与解答】因为sinx=x-13!x
3+ox( )3 ,cosx=1-12!x

2+ox( )2 ,

故f( )x =x- ax+bx-13!x
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 +ox( )[ ]3 1-12!x
2+ox( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=x- a+( )bx-16bx
3+ox( )[ ]3 1-12x

2+ox( )æ

è
ç

ö

ø
÷

2

= 1- a+( )( )b x+ 2b
3+aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 x3+ox( )3 ,

故 1- a+( )b =0 2b3+a
2 =1,

于是a=-2,b=3.

2.已知极限反求参数

处理此类问题常用的方法与结论:

a.若lim
x→□

f( )x
g ( )x =c存在,则lim

x→□
g( )x =0⇒lim

x→□
f( )x =0.

b.若lim
x→□

f( )x
g ( )x =c≠0,则lim

x→□
f( )x =0⇔lim

x→□
g( )x =0.

或lim
x→□

f(x)=∞⇔lim
x→□

g(x)=∞,即二者为同阶无穷大.

c.若lim
x→□

f( )xg ( )x =c存在,则lim
x→□

f( )x = ∞⇔lim
x→□

g( )x =0.

d.若lim
x→□
(f(x)-g(x))存在,则lim

x→□
f(x)=∞⇔lim

x→□
g(x)=∞,二者为同阶无穷大.

e.若lim
x→□

f( )x +g( )x
( )h x =c存在,在分子中加减一些项,使分子中出现一些典型的差函

数的形式,使lim
x→□

f( )x +g( )x
( )h x =lim

x→□

f( )x +p( )x -p( )x +g( )x
( )h x =lim

x→□

f( )x +p( )x
( )h x -
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lim
x→□

p( )x -g( )x
( )h x .

拆分后,其中某项可用泰勒公式直接得结果.见例2.30的解法二.
【例2.28】若lim

x→-∞
x2+x+1+ax+( )b =0,求a,b.

【分析与解答】由(c)结论,提示了此题的突破口在于式子左边提取 ∞ 这项.

故 原极限=lim
x→∞

-( )x 1+1x +1x2 -a-bæ

è
ç

ö

ø
÷

x =0,

从而lim
x→-∞

1+1x +1x2 -a-bæ

è
ç

ö

ø
÷

x =0

⇒1-a=0⇒a=1

b=-lim
x→-∞

x2+x+1+( )x =-lim
x→-∞

x+1
x2+x+1-x

= 12.

【例2.29】若lim
x→+∞

xn +7x4+( )1 m -x=b,(n>4,b≠0),求m,n,b.

【分析与解答】此 极 限 为“∞ - ∞ ”型,且 极 限 存 在,那 么 在 n >4的 条 件 下,

xn +7x4+( )1 m 的x 的最高次幂为xmn ,mn=1,否则极限一定不存在,于是

原极限=lim
x→+∞

n
xn +7x4+1-( )x =b

=lim
x→+∞

x
n

1+7x
4

xn +1xn -
é

ë
êê

ù

û
úú1 =lim

x→+∞
x·1n

7x4
xn +1x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n =b

因而n-1=4,n=5,b= 75
,m = 15 .

【例2.30】设lim
x→0

ln1+( )x - ax+bx( )2

x2 =2,则a=     ,b=     .

【分析与解答】解法一:使用泰勒公式

原极限 =lim
x→0

x-12x
2+ox( )2 -ax-bx2

x2

   =lim
x→0

1-( )ax- 1
2+æ

è
ç

ö

ø
÷bx2+ox( )2

x2 =2,

因而1-a=0,- 1
2+æ

è
ç

ö

ø
÷b =2⇒a=1,b=-52.

解法二:使用结论(e),根据泰勒公式容易得到差函数:x-ln1+( )x ~12x
2(请考生记

住此式),故想办法把分子凑出该形式.

lim
x→0

ln1+( )x - ax+bx( )2

x2 =2

=-lim
x→0

x-ln1+( )x -x+ ax+bx( )2

x2 =2

=-lim
x→0

x-ln1+( )x
x2 -lim

x→0

a-( )1x
x2 -lim

x→0

bx2

x2
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=-12-b-lim
x→0

a-( )1x
x2 =2,

故a-1=0⇒a=1.

因而-12-b=2⇒b=-52 .

3.无穷小的阶的判定

常见解法:(1)用定义;(2)用等价无穷小;(3)用泰勒公式.记住下列结论,对解题非常有

帮助.
已知f( )x ,g( )x 分别为x-a的m 阶与n 阶无穷小,则
(ⅰ)当m =n时,f( )x ±g( )x 为关于x-a的不低于m 阶的无穷小;

(ⅱ)当f( )x 连续且x→a时,∫
x

a
f ( )tdt为x-a的 m+( )1 阶无穷小,此结论可以推

广为一般性的结论,即当积分上限不是变量x,而是函数g( )x ,则x→a时,∫
g( )x

a
f ( )tdt

为 x-( )a 的n m+( )1 阶无穷小.
(ⅲ)当f( )x ,g( )x 可导,f ( )′ x ,g ( )′ x 分别为x-a的 m-( )1 阶与 n-( )1 阶无

穷小.若f ( )′ x 比g ( )′ x 的阶高,则f( )x 比g ( )x 的阶高,以此类推.

【例2.31】当x→0+ 时,下面与 x 等价的无穷小量是(  )

(A)1-ex   (B)ln1+x
1- x

  (C) 1+ x -1  (D)1-cos x

【分析与解答】由定义:lim
x→0+

ln1+x
1- x
x

t=
————

x
lim
x→0+

ln1+t( )2 -ln1-( )t
t

=lim
x→0+

2t
1+t2+ 1

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

t =1.

(A)(C)(D)选项由等价无穷小可得1-ex ~- x, 1+ x-1~12 x,1-cosx~

1
2x.

【例2.32】把x→0+ 时的无穷小量α=∫
x

0
cost2dt,β=∫

x2

0
tantdt,γ=∫

x

0
sint3dt排列

起来,使排在后面的是前一个的高阶无穷小,则正确的排列次序是(  )
(A)α β γ   (B)α γ β   (C)β α γ   (D)β γ α

【分析与解答】由结论(ⅲ)可得:dα
dx =cosx2 ~x0  dβdx =tanx·2x~2x2  dγdx =

sinx
3
2·1
2
1
x

~ 12x.
故答案选(B).

【例2.33】当x→0时,下列无穷小中阶数最高的是(  )

(A) 1+x2 - 1-x2   (B)esinx -etanx
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(C)ex2-cosx (D)∫
sin2x

0
ln1+t( )2 dt

【分析与解答】(A) 1+x2 - 1-x2 = 2x2

1+x2 + 1-x2
~x2

    (B)esinx -etanx =etanx esinx-tanx -( )1 ~sinx-tanx~-12x
3

    (C)ex
2
-cosx= 1+x2+ox( )[ ]2 - 1-12x

2+ox( )
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ~ 32x
2

    (D)由结论(ⅱ)可得f( )x =ln1+x( )2 ~x2 .

    g( )x =sin2x~x2 ,故∫
sin2x

0
ln1+t( )2 dt~13x6(13

怎么来的,请见例2.61)

故正确答案选(D).

4.一些特殊形式的极限

(1)一类自变量取值“双向性”的特殊极限问题

也就是对于某些函数,其左右极限不同,常见有以下6种函数.

①指数函数ex 在x→ ∞ 时的极限.注意lim
x→+∞
ex =+∞ ,而lim

x→-∞
ex =0.

②arctanx或arccotx在x→ ∞ 时的极限,lim
x→+∞
arctanx= π2

,lim
x→-∞
arctanx=-π2.

③含偶次方根函数的极限.因为 x2 = x =
x, x>0
-x,x<{ 0

,故求x→∞(或x→x0)

时的极限,应分x→+∞ (x→x+
0 )和x→-∞ (x→x-

0 )两种情况.

④取整函数,lim
x→0

[ ]x ,注意到lim
x→0+

[ ]x =0,而lim
x→0-

[ ]x =-1.

⑤绝对值函数:如lim
x→0

sinx
x
,注意到lim

x→0+

sinx
x =1,lim

x→0-

sinx
-x =-1.

⑥分段函数在分段点(这种情况有可能左右极限相同,但是作为考试,要注意左右极限

不同的情形).
注意符号:对于x→ ∞ ,意味着x→+∞ ,且x→-∞ ;对于x→x0 ,意味着x→x+

0 ,

且x→x-
0 .

【例2.34】求极限lim
x→0

2+e
1
x

1+e
4
x
+sinxæ

è
ç

ö

ø
÷x .

【分析与解答】当x→0时,式子中含有e
1
x ,e

4
x ,x .

故需要分x→0+ ,x→0- 两种情况求解.

lim
x→0+

2+e
1
x

1+e
4
x
+sinxæ

è
ç

ö

ø
÷x =lim

x→0+

2e-4x +e-3x

e-4x +1
+sinxæ

è
ç

ö

ø
÷x =0+1=1,

lim
x→0-

2+e
1
x

1+e
4
x
-sinxæ

è
ç

ö

ø
÷x =2+0
1+0-1=1.
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】从此题可以看出:

x→0时,2+e
1
x

1+e
4
x

极限不存在,sinx
x

极限也不存在,但此题两函数相加的极限存在,

可以作为四则运算法则中的一个反例.

【例2.35】求lim
x→0

x 2[ ]x .

【分析与解答】对于取整函数有以下两个结论(请牢记):

①x-1< [ ]x ≤x. ②lim
x→0+

[ ]x =0 lim
x→0-

[ ]x =-1,

于是有 2
x -1< 2[ ]x ≤ 2x⇒

x>0⇒2-x<x· 2[ ]x ≤2

x<0⇒2-x>x· 2[ ]x ≥

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

.

由夹逼准则得:lim
x→0

x 2[ ]x =2.

【例2.36】求lim
x→∞

x x2+2-( )x .

【分析与解答】lim
x→+∞

x x2+2-( )x =lim
x→+∞

2x
x2+2+x

=1,

    lim
x→-∞

x x2+2-( )x =lim
x→-∞

2x
x2+2+x

=lim
x→-∞

2

- 1+2x2 +1
=∞,

故原极限不存在.
(2)关于抽象函数的极限

这类问题是说:已知一极限式中含抽象函数,求另一个含该函数的函数的极限.通常解

法:(1)如果题中不知道抽象函数是否可导,无法使用洛必达法则,则对式中其他函数用泰勒

展开,使待求的极限成为已知式子展开的部分因子,把其作为一个整体.(2)利用函数,极限,
无穷小关系定理,把抽象函数具体化.

【例2.37】已知lim
x→0

sin6x+xf ( )x
x3 =0,求lim

x→0

6+f( )x
x2 .

【分析与解答】解法一:把sin6x用泰勒公式展开,

sin6x=6x-16 6( )x 3+ox( )3 ,于是

原极限=lim
x→o

6x-16 6( )x 3+ox( )3 +xf ( )x

x3 =lim
x→0

6x+xf ( )x -36x3+ox( )3

x3

=lim
x→0

6+f( )x
x2 -36+0=0,

从而lim
x→0

6+f( )x
x2 =36.
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解法二:因lim
x→0

sin6x+xf ( )x
x3 =0,于是

sin6x+xf ( )x
x3 =0+α( )x ,其中α( )x 为x→0时的无穷小量,则

f( )x =x3α( )x -sin6x
x

代入欲求极限,

lim
x→0

6+f( )x
x2 =lim

x→0

6+x3α( )x -sin6x
x

x2 =lim
x→0

6x-sin6x+x3α( )x
x3

=lim
x→0

6x-sin6x
x3 =36.

【例2.38】已知lim
x→0

1+x+f( )x[ ]x

1
x

=e3 ,求lim
x→0
1+f( )x

x[ ]2 .

【分析与解答】原极限=lim
x→0
e
1
xln 1+x+f(x)[ ]x =e3

⇒lim
x→0

ln1+x+f( )xæ

è
ç

ö

ø
÷

x
x =3  ①

因为lim
x→0

x=0,所以lim
x→0
ln1+x+f( )xæ

è
ç

ö

ø
÷

x =0,

从而lim
x→0

x+f( )xæ

è
ç

ö

ø
÷

x =0,

由①式可得lim
x→0

x+f( )x
x

x =3 ⇒lim
x→0

x2+f( )x
x2 =lim

x→0
1+f( )x

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =3.

(3)两点函数值之差的极限

即求lim
x→□

f( )b -f( )[ ]a 型的极限.大多数x→ □ 时f( )b 与f ( )a 的极限是不能确

定,故不能理解为“∞-∞ ”的未定型,求解此型极限最方便的方法就是使用拉格朗日中值

定理.这个内容需要掌握了拉格朗日中值定理的知识后才能阅读.
【例2.39】求lim

x→+∞
sin x+1-sin( )x .

【分析与解答】设函数y=sint,在 x,x+[ ]1 上连续, x,x+( )1 内可导,满

足拉格朗日中值定理的条件.故sin x+1-sin x =cosζ x+1-( )x (x <ζ<

x+1).
原极限 =lim

x→+∞
cosζ x+1-( )x

=lim
x→+∞

cosζ
x+1+ x

=0.

【例2.40】求lim
n→∞

n2 arctana
n -arctan a

n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 .

【分析与解答】原极限等价于求lim
x→+∞

x2 arctana
x -arctan a

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

—43—



  第2讲 函数、极限与连续 

令f( )t =arctant,t∈ a
x+1

,a[ ]x
由拉氏中值定理可得

arctana
x -arctan a

x+1= 1
1+ζ2

a
x - a

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
(ζ∈

a
x+1

,a[ ]x
)

原极限 =lim
x→+∞

x2· 1
1+ζ2

a
x - a

x+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

=lim
x→+∞

1
1+ζ2

ax2

x x+( )1 =a.

(4)已知一点可导,用导数定义求极限

这个内容需要掌握了导数定义的知识后才能阅读.

在求lim
x→x0

f( )x
g ( )x

为“0
0
”型的极限,如果题中只告诉某一个具体的点可导,不能使用洛必

达法则,只能使用导数定义.

【例2.41】已知f( )x 在x =0处可导,且 f( )0 =0,则lim
x→0

x2f( )x -2f x( )3

x3
等

于(  )
(A)-2f′( )0   (B)-f′( )0   (C)f′( )0   (D)0

【分析与解答】原极限 =lim
x→0

x2 f( )x -f( )( )0 - 2f x( )3 -2f( )( )0
x3

=lim
x→0

f( )x -f( )0
x -2lim

x→0

f x( )3 -f( )0
x3

=f′( )0 -2f′( )0 =-f′( )0 .
(5)含变上限积分的极限

这个内容需要掌握了变限积分的概念和求导公式后才能阅读.
通常解法:先对变限积分化简到直接可以对变量求导;再使用洛必达法则或积分中值

定理.

【例2.42】设f( )x 连续,且f( )0 ≠0,求lim
x→0

∫
x

0
x-( )tf ( )tdt

x∫
x

0
f x-( )tdt

.

【分析与解答】因为∫
x

0
f x-( )tdt

令u=x-
——————

t∫
0

x
f ( )u -d( )u =∫

x

0
f( )udu

原极限 =lim
x→0

x∫
x

0
f( )tdt-∫

x

0
tf ( )tdt

x∫
x

0
f( )udu

0
0

æ

è
ç

ö

ø
÷型

——
洛
lim
x→0

∫
x

0
f( )tdt+xf ( )x -xf ( )x

∫
x

0
f( )udu+xf ( )x

    ①

=lim
x→0

f( )ζx
f ( )ζx+xf ( )x

(ζ介于0与x之间)
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= f( )0
f( )0 +f( )0 = 12 .

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】①式不能再使用洛必达法则化简,因为题中已知条件只是f( )x 连续.

2.2.4 数列极限的计算

这节内容一直是考研命题的重点,题目不难,要求考生掌握住基本的题目和方法即可.
(1)当数列通项为具体已知时,通常的解法为:
(ⅰ)夹逼准则;
(ⅱ)定积分定义;
(ⅲ)把离散型变量n改成连续型变量x,应用函数极限的计算方法;
(ⅳ)利用幂级数求和(仅数学一、三要求);
(ⅴ)利用级数收敛的必要条件(仅数学一、三要求).
(2)当数列通项由递推关系式an =fan-( )1 给出时,通常有如下解法:
(ⅰ)利用单调有界数列有极限.
理论上需要先证明该极限存在,然后设数列的极限为A,在通项两端同时取极限,得到

一个关于A 的方程,解出方程即可.但实际解题过程中却可以“先斩后奏”,即先求后证,先把

极限求出,这给判断此数列的单调性与有界性提供了很好的依据.
(ⅱ)从给定的递推式出发,设法导出通项的具体表达式,然后再求极限.
【例2.43】计算下列极限:

①lim
n→∞

n
an
1+an

2+…+an
m ;

②lim
n→∞

n
a-n +b-n (0<a<b);

③lim
n→∞

1
n2+1

+ 1
n2+2

+…+ 1
n2+n

;

【分析与解答】①运用夹逼准则,注意到这里是有限项相加.故

lim
n→∞

n
an
1+an

2+…+an
m =maxa{ }i (i=1,2,…,m),

这个结论要记住.

② 由①的结果,马上可得②式的结果为 1
a .

③ 因为 1
n2+n

≤ 1
n2+i

≤ 1
n2
,所以 n

n2+n
≤∑

n

i=1

1
n2+i

≤ n
n2
,当n→∞,

lim
n→∞

n
n2+n

=1,lim
n→∞

n
n2

=1,由夹逼准则可得,原极限=1.

【例2.44】计算下列极限:

①lim
n→∞

1
n+1+ 1

n+2+…+ 1
n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
;
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②lim
n→∞

1
n 1+cosπn + 1+cos2πn +…+ 1+cosnπ

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
;

③lim
n→∞
ln

n

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
2

1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

n
2
… 1+næ

è
ç

ö

ø
÷

n
2

.

【分析与解答】① 由∫
b

a
f ( )x dx=lim

n→∞∑
n

i=1
fa+ b-aæ

è
ç

ö

ø
÷

n[ ]i·b-a
n

,可得

原极限 =lim
n→∞

1
n

1

1+1n

+ 1

1+2n

+…+ 1

1+n
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

n
=∫

1

0

1
1+xdx=ln2.

② 原极限 =∫
1

0
1+cosπxdx=22π .

③ 原极限 =lim
n→∞

1
n 2ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n +ln1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

n +…+ln1+næ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]n

=2∫
1

0
ln1+( )x dx=4ln2-2.

【例2.45】求lim
n→∞

ntan1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n2

(n为自然数).

【分析与解答】这是 “1∞”型未定式.

原极限 =lim
n→∞

1+
tan1n -1n

1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

n

n2

=explim
n→∞

tan1n -1n
1
n3

,

把数列极限转化为函数极限,

即lim
x→0+

tanx-x
x3 =lim

x→0+

sec2x-1
3x2 = 13

,故原极限 =e
1
3 .

【例2.46】(仅数学一、三)求lim
n→∞

1
2+322+523+…+2n-1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n .

【分析与解答】此题及例2.47是级数问题,请复习完相关知识后再读.

原极限 =lim
n→∞∑

n

i=1

2i-1
2i =∑

∞

n=1

2n-1
2n ,

令f( )x =∑
∞

n=1

2n-1
2n x2n-2 ,用先积后导的方法,

则f( )x = ∑
∞

n=1∫
x

0

2n-1
2n x2n-2dæ

è
ç

ö

ø
÷x′= 1

x∑
∞

n=1

x2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

′= x
2-x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2′= 2+x2
2-x( )2 2 .

故原极限 =f( )1 =3.

【例2.47】(仅数学一、三)求极限lim
n→∞

2n

n! .

【分析与解答】记un =2
n

n!
,则所求极限lim

n→∞

2n

n!
可视为级数∑

∞

n=1
un 的一般项的极限.如果

该级数收敛,则由级数收敛的必要条件就可求其极限.
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lim
n→∞

un+1

un
=lim

n→∞

2n+1

n+( )1 !
2n

n!
=lim

n→∞

2
n+1=0<1,

故∑
∞

n=1

2n

n!
收敛,故lim

n→∞

2n

n! =0.

【例2.48】(仅数学一、三)设xn =lnn-1-12-13-…-1n
,证明lim

n→∞
xn 存在.

【分析与证明】本题只供数学一、三的考生使用.利用无穷级数讨论数列极限的存在性.

给定一个数列 x{ }n ,讨论lim
n→∞

xn 存在性等价于讨论级数x1+∑
∞

n=2
xn -xn-( )1 的敛散性,详

细说来,

设∑
∞

n=1
un =u1+u2+…+un +… ,给定无穷级数∑

∞

n=1
un ,总可以求出其部分和数列

S{ }n ,反之,对于给定的数列 S{ }n ,可令u1=S1 ,u2=S2-S1 ,…,un =Sn-Sn-1从而构

成极数∑
∞

n=1
un ,级数的问题可转化为数列的问题来研究.

故xn =x1+ x2-x( )1 +…+ xn -xn-( )1 =x1+∑
n

k=2
xk-xk-( )1

因此,数列 x{ }n 与∑
∞

n=1
xn+1-x( )n 的敛散性是一致的.

xn+1 =lnn+( )1 -1-12-13-…-1n - 1
n+1

,

xn =lnn-1-12-13-…-1n
,

xn+1-xn =lnn+( )1 -lnn- 1
n+1=ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n - 1
n+1

,

因为当x>0时 , x
1+x<ln1+( )x <x(用导数工具可证明,请考生自练并牢记该结

论),所以 1
1+n<ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n < 1n.

故该级数为正项级数,且0<ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n - 1
n+1<

1
n- 1

n+1<
1
n2
,而∑

∞

n=1

1
n2

收敛,由

比较判别法,级数∑
∞

n=1
ln1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n - 1
n+[ ]1 收敛,从而数列xn =lnn-1-12-13-…-1n

收敛,即lim
n→∞

xn 存在.

【例2.49】求lim
n→∞

2+ 2+…+췍 췍췍————— —————
2

n个
.

【分析与解答】解法一:令xn = 2+ 2+…+ 2 ,得xn+1 = xn +2……①
用数学归纳法来证明 x{ }n 单调有界.
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(1)x1 = 2< 2+ 2 =x2 及x1 = 2<2,

(2)设xn <xn+1 及xn <2,则xn+1 = 2+xn < 2+xn+1 =xn+2 ,

及xn+1 = 2+xn < 2+2=2,
故 x{ }n 单调递增且有上界,故lim

n→∞
xn 存在.

设lim
n→∞

xn =A,对①式两边取极限,得A = A+2⇒A =2.

解法二:由于x1 = 2=2·cosπ4
,x2 = 2+x1 = 2+2cosπ4 =2×cos π

2×4
,

…,xn =2·cos π
2n-1·4⇒limn→∞

xn =2.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】解法二过于追求技巧,因为考研试题还是注重“三基”,技巧性越强的东西,就
越没有普遍意义,在考研过程中,考生可以鉴赏一些技巧,但是不要一味地追求技巧.

【例2.50】设a1=2,an+1=12
an +1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
,(n=1,2,……),证明lim

n→∞
an 存在并求其极

限值.

【分析与解答】因为an+1 = 12
an +1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
≥ 12

·2 an·1an
=1,所以 a{ }n 有下界.

下面再证明 a{ }n 单调递减.

an+1

an
=

1
2

an +1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

an
= 12

1+1a2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
≤ 12 1+( )1 =1 即an+1 ≤an ,

所以lim
n→∞

an 存在,令lim
n→∞

an =A,代入

an+1 = 12
an +1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
,得A = 12

A+1æ

è
ç

ö

ø
÷

A ⇒A =1,A =-1(舍去).

2.2.5 函数的连续与间断

1.判断间断点

【例2.51】设f( )x = 1
e

x
x-1-1

,则(  ).

(A)x=0,x=1都是f( )x 的第一类间断点

(B)x=0,x=1都是f( )x 的第二类间断点

(C)x=0是f( )x 的第一类间断点,x=1是f( )x 的第二类间断点

(D)x=0是f( )x 的第二类间断点,x=1是f( )x 第一类间断点

【分析与解答】由f( )x 的表达式可知x =0,x=1为其间断点.

x→1+ ,x-1→0+ , x
x-1→+∞ ,f( )x →0,
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x→1- ,x-1→0- , x
x-1→-∞ ,f( )x →-1,

x→0+ , x
x-1→

0- ,e
x

x-1-1→0- ,f( )x →-∞,

x→0- , x
x-1→

0+ ,e
x

x-1-1→0+ ,f( )x →+∞,

故x=1是第一类间断点,x=0是第二类间断点,选(D).

【例2.52】设f( )x = lnx
x-1

sinx,则f( )x 有(  ).

(A)1个可去间断点,1个跳跃间断点

(B)1个跳跃间断点,1个无穷间断点

(C)2个可去间断点

(D)2个无穷间断点

【分析与解答】x=0和x=1为f( )x 的间断点,其余点连续.

lim
x→0

f( )x =lim
x→0

lnx
x-1

sinx=lim
x→0
lnx·x=lim

x→0

lnx
1
x

=lim
x→0

1
x

-1x2
=0,

则x=0为可去间断点;

故lim
x→1

f( )x =lim
x→1

lnx
x-1

sinx=lim
x→1

x-1
x-1

sinx=
sin1,x→1+

-sin1,x→1{ -
,

因lnx=ln1+x-( )1 ~x-1,

则x=1为跳跃间断点.答案选择(A).

2.有关连续与间断的概念与性质

【例2.53】设f( )x 和φ ( )x 在 -∞,+( )∞ 内有定义,f( )x 为连续函数,且f( )x ≠0,

φ( )x 有间断点,则(  )

(A)φ f( )[ ]x 必有间断点    (B)φ( )[ ]x 2 必有间断点

(C)f φ( )[ ]x 必有间断点 (D)φ( )x
f ( )x

必有间断点

【分析与解答】因为φ( )x =f( )xφ ( )x
f ( )x

,若φ( )x
f ( )x

连续,则φ( )x 必连续,这与φ( )x 有

间断点矛盾,故选(D).

(A)(B)(C)可举反例:设f( )x =1,φ( )x =
-1,x≤0
1,x>{ 0

,但φ f( )[ ]x =1,φ( )[ ]x 2

=1,f φ( )[ ]x =1,三个函数均无间断点.

【例2.54】设f( )x = x
a+ebx

在 -∞,+( )∞ 内连续,且lim
x→-∞

f( )x =0,则常数a,b满

足(  )
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(A)a≤0,b<0 (B)a≥0,b>0
(C)a≤0,b>0 (D)a≥0,b<0
【分析与解答】由题意可知:a+ebx ≠0在 -∞,+( )∞ 内恒成立.
因ebx >0,所以a≥0.
因lim

x→-∞
f( )x =0,故lim

x→-∞
ebx = ∞ ,从而b<0,因此选(D).

3.讨论函数的连续性

(1)分段函数

【例2.55】试讨论函数g(x)=
xαsin1x

,x>0

ex +β, x≤

ì

î

í

ïï

ïï 0
在点x=0处的连续性.

【分析与解答】g(0)= (ex +β)x=0=lim
x→0-
(ex +β)=1+β=g(0-0),

g(0+0)=lim
x→0+

xαsin1x
,所以

当α>0且β=-1时,有g(0-0)=g(0+0)=g(0)=0,故g(x)在x=0处连续;

当α>0且β≠-1时,有g(0-0)≠g(0+0),故点x=0是g(x)的第一类跳跃间断

点;

当α≤0时,点x=0是g(x)的第二类间断点.

【例2.56】求函数F(x)=

x(π+2x)
2cosx

,x≤0

sin 1
x2-1

,x>

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

的间断点,并判断它们的类型.

【分析与解答】对于函数F(x)的分段点x=0,因

lim
x→0-

F(x)=lim
x→0-

x(π+2x)
2cosx =0,lim

x→0+
F(x)=lim

x→0+
sin 1

x2-1=-sin1,

故x=0是函数F(x)的第一类跳跃间断点.

当x>0时,F(x)=sin 1
x2-1

在x=1处没有定义,且极限lim
x→1
sin 1

x2-1
不存在.故

x=1是函数F(x)的第二类振荡间断点.

当x<0时,F(x)=x(π+2x)
2cosx

在点列xk =-kπ-π2
,k=0,1,2,… 处没有定义,则

这些点都是函数F(x)的间断点.特别对点x0 =-π2
,令t=x+π2

,有

lim
x→-π2

F(x)=lim
t→0

t(2t-π)
2sint =-π2

,

故x=-π2
是函数F(x)的第一类可去间断点;而点xk =-kπ-π2

,k=1,2,… ,显然

是函数F(x)的第二类无穷间断点.
(2)用极限定义的函数
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以x为参变量,以自变量n的无限变化趋势为极限所定义的函数f ( )x ,即f( )x =
lim
n→∞

g x,( )n .

此类题第一步先求极限,注意在求极限过程中x不变化,只是有些题中极限的值会随着

x的取值范围不同而改变,故需要对x分类讨论.
第二步对第一步的结果讨论间断点.

【例2.57】求函数f( )x =lim
n→∞

xn+2-x-n

xn +x-n 的间断点并指出其类型.

【分析与解答】显然f( )0 无意义.

当x≠0时,f( )x =lim
n→∞

x2n+2-1
x2n +1 =

-1, 0< x <1

x2, x >1
0, x =

ì

î

í

ï
ï

ïï 1
而lim

x→0
f( )x =-1,则x=0为可去间断点.

f1-( )0 =lim
x→1-

f( )x =lim
x→1-

-( )1 =-1,

f1+( )0 =lim
x→1+

f( )x =lim
x→1+

x2 =1,

则x=1为跳跃间断点.
由于f( )x 是偶函数,则x=-1也是跳跃间断点.

【例2.58】已知f(x)=lim
n→∞

x2n-1+ax2+bx
x2n +1

是连续函数,求a,b的值.

【分析与解答】当x=1时,f(x)=lim
n→∞

x2n-1+ax2+bx
x2n +1 =1+a+b

2
,

当 x <1时,f(x)=lim
n→∞

x2n-1+ax2+bx
x2n +1 =ax2+bx

1 =ax2+bx,

当 x >1时,f(x)=lim
n→∞

x2n-1+ax2+bx
x2n +1 =lim

n→∞

1
x +a 1

x2n-2+b 1
x2n-1

1+ 1
x2n

= 1x
,

当x=-1时,f(x)=lim
n→∞

x2n-1+ax2+bx
x2n +1 = -1+a-b

2
,

于是f(x)=

ax2+bx,x <1
1
x
,x >1

1+a+b
2

,x=1

a-1-b
2

,x=-

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï 1

,只需讨论分界点处的连续性:

x=1处,由lim
x→1+

f(x)=lim
x→1+

1
x =1,

lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-
(ax2+bx)=a+b ,f(1)=1+a+b

2 .
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要使f(x)在x=1处连续,则a+b=1.

x=-1处,由 lim
x→-1-

f(x)= lim
x→-1-

1
x =-1,

lim
x→-1+

f(x)= lim
x→-1+

(ax2+bx)=a-b ,f(-1)=a-b-1
2

,

要使f(x)在x=-1处连续,则a-b=-1.

故有a=0,b=1时,f(x)=lim
n→∞

x2n-1+ax2+bx
x2n +1

是连续函数.

2.2.6 极限的应用(连续复利问题,仅数学三)

【例2.59】设某酒厂有一批新酿的好酒,如果现在(假定t=0)就售出,总收入为R0(元),

如果窖藏起来,待来日按陈酒价格出售,t年末总收入为R=R0e
2
5t.假定银行的年利率为r,并

以连续复利计息,试求窖藏多少年售出可使总收入的现值最大,并求r=0.06时的t值.
【分析与解答】根据连续复利公式,这批酒在窖藏t年末售出总收入R 的现值为A(t)=

Re-rt ,

而R=R0e
2
5t ,故A(t)=R0e

2
5t-rt.令dA

dt=R0e
2
5t-rt 1

5t
-æ

è
ç

ö

ø
÷r =0,得驻点t0= 1

25r2.

又d
2A
dt2 =R0e

2
5t-rt 1

5t
-æ

è
ç

ö

ø
÷r
2

- 1
10 t

é

ë
êê

ù

û
úú3
,则有d

2A
dt2 t=t0=R0e

1
25r(-12.5r3)<0.

于是,t0= 1
25r2

是极大值点即最大值点,故窖藏t= 1
25r2

(年)售出,总收入的现值最大.

当r=0.06时,t=1009 ≈11(年).

2.2.7 综合题举例

【例2.60】设函数f(x)在 [a,b]上连续,x1,x2,…,xn,… ,是 [a,b]上一个点列,求

lim
n→∞

n

1
n∑

n

k=1
ef(xk) .

【分析与解答】本题考虑夹逼准则.由f(x)在[a,b]上连续,知ef(x)在[a,b]上非负连

续,且0<m ≤ef(x)≤ M ,其中 M,m 分别为ef(x) 在 [a,b]上的最大值和最小值,于是

0<m≤ 1n∑
n

k=1
ef(xk)≤M ,故,

n
m ≤

n

1
n∑

n

k=1
ef(xk) ≤

n
M

由lim
n→∞

n
m =lim

n→∞

n
M =1,根据夹逼准则,得lim

n→∞

n

1
n∑

n

k=1
ef(xk) =1.
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【例2.61】(Ⅰ)证明:当x→0时,f(x)~axm ,g(x)~bxn ,且f(x),g(x),a,b均不为

0,则f g(x[ ])~abmxmn .

(Ⅱ)设f(x)连续,f(0)=1,且当x→0时,∫
x-sinx

0
f(x)dx与aln(1+xb)为等价无穷

小,则a,b的值为(  )

(A)a= 16
,b=-3 (B)a= 16

,b=3(C)a=-16
,b=-3(D)a=-16

,b=3

【分析与解答】(Ⅰ)证明:

lim
x→0

f g(x[ ])
xmn =lim

x→0

f g(x[ ])
a g(x[ ])m· g(x[ ])m

bx( )n m ·abm =abm,

故,f g(x[ ])~abmxmn .

(Ⅱ)由于当x→0时,x-sinx~ 16x
3,∫

x

0
f(t)dt~x,故∫

x-sinx

0
f(x)dx~ 16x

3.

而aln(1+xb)~axb ,于是a= 16
,b=3.

答案选(B).
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】同理,请考生判别:若∫
x-ln(1+x)

0

sint2
t dt~axb(x→0),则a,b分别为多少?

提示:x-ln(1+x)~ 12x
2,∫

x

0

sint2
t dt~ 12x

2 ,则∫
x-ln(1+x)

0

sint2
t dt~ 18x

4 ,于是

a= 18
,b=4.

【例2.62】设函数f(x)在0<x≤1时f(x)=xsinx ,其他的x满足关系式f(x)+k=
2f(x+1),试求常数k使极限lim

x→0
f(x)存在.

【分析与解答】因求“00”型不等式极限的常用方法是将该类幂指数函数u(x)v(x)化为

复合函数ev(x)lnu(x),故lim
x→0+

xsinx =lim
x→0+
esinxlnx =e

lim
x→0

+
sinxlnx

=e0 =1.

其中,通过等价无穷小替代与洛必达法则求得:

lim
x→0+
sinxlnx=lim

x→0+
xlnx=lim

x→0+

lnx
1/x=lim

x→0+

x-1

-x-2 =0.

根据题设的关系式f(x)=2f(x+1)-k得,

f(x)=
xsinx,0<x≤1
2(x+1)sin(x+1)-k,-1<x≤{ 0

由上述结果f(x)在x=0处右极限f(0+0)=1;而其左极限

f(0-0)=lim
x→0-
[2(x+1)sin(x+1)-k]=2-k,

由于极限lim
x→0

f(x)是存在的,故2-k=f(0-0)=f(0+0)=1,则常数k=1.
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第3讲 一元函数微分学的概念与计算

导  语

导数计算的定义法和公式法是考研的必考内容,而且它是后面多元函数微分学的基础,

故极其重要.导数计算题的计算量不大,难度不大,但是分值却比较高,希望大家努力把握住

这一点,争取“会的内容不丢分”.需要指出的是,高阶导数的计算是这些年考试的重点,它需

要比较强的计算能力.

大纲要求

 1.导数和微分的概念,导数与微分的关系,导数的几何意义,求平面曲线的切线方程

和法线方程,函数的可导性与连续性之间的关系.
 2.导数的四则运算法则和复合函数的求导法则,基本初等函数的导数公式.微分的四

则运算法则和一阶微分形式的不变性,求函数的微分.
 3.高阶导数的概念,求简单函数的高阶导数.
 4.求分段函数的导数,求隐函数和由参数方程所确定的函数以及反函数的导数.

知识体系

一元函数微分学

的概念与计算

导数

定义

几何意义

ì

î

í

ï
ï

ïï基本性质

微分

求各类函数的导数与微分

复合函数的导数

隐函数的导数

反函数的导数

幂指函数的导数

由参数方程确定的函数的导数

分段函数的导数

变限积分的导数

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

高阶导数
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3.1 考试内容分析

3.1.1 导数定义

函数f(x)在点x0处的导数定义为f′x( )0 =lim
Δx→0

fx0+Δ( )x -fx( )0

Δx .若令x=x0+Δx,

则上式也可写成f′(x0)=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

.当且仅当上述极限存在时,函数f(x)在点

x0 处可导.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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췍
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  【注】(1)单侧导数 f′+(x0)=lim
Δx→0+

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

,称该极限为f(x)在点

x0 的右导数;同理可定义左导数为f′-(x0)=lim
Δx→0-

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

,左导数和右导

数统称为单侧导数.
(2)可导的条件

①必要条件:若函数f(x)在点x0 处可导,则f(x)在点x0 处连续.
②充要条件:f′(x0)存在 ⇔f′+(x0),f′-(x0)都存在,且f′+(x0)=f′-(x0).
(3)导数的几何意义

y=f(x)在点x0处的导数值f′(x0)就是曲线y=f(x)在点(x0,y0)处切线的斜

率k,则k=f′(x0),于是

曲线y=f(x)在点 (x0,y0)处的切线方程为:y-y0 =f′(x0)(x-x0);

法线方程为:y-y0 =- 1
f′(x0)

(x-x0).f′(x0)≠( )0

(4)高阶导数定义

f(n) x( )0 =lim
Δx→0

f(n-1) x0+Δ( )x -f(n-1) x( )0

Δx
,其中n≥2,为整数,且f(n-1)(x)在

x0 的某邻域内有定义,x0+Δx也在该邻域内.

3.1.2 微分定义

设函数y =f(x)在x0 的某邻域内有定义,且x0 +Δx 在该邻域内,对于函数增量

Δy=f(x0+Δx)-f(x0),若存在与Δx无关的常数A ,使得

Δy=AΔx+o(Δx)
其中o(Δx)是在Δx→0时比Δx更高阶的无穷小,则称f(x)在点x0 处可微,并称AΔx为

f(x)在点x0 处的微分,记作:dy x=x0=AΔx 或者df(x)x=x0=AΔx,又Δx =dx,故

dy x=x0=Adx.
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  【注】(1)判断一点是否可微的程序:

①写增量Δy=f x+x( )0 -f( )x ;

②写线性增量AΔx=f′ x( )0 Δx;

③作极限lim
Δx→0

Δy-AΔx
Δx

,若该极限等于0,则y=f( )x 在x0点可微,否则就不可微.

(2)一元函数可导与可微的关系

f(x)在点x0 处可微 ⇔f(x)在点x0 处可导,且A=f′(x0).需要指出,该关系只

对一元函数成立,对于后面的多元函数,要有新的定义和讨论.

3.1.3 求导与微分的基本规则

以下只列求导规则,微分规则完全一致,不再赘述.

1.四则运算

若以下函数均可导,则
和差的导数 u(x)±v(x[ ])′=u′(x)±v′(x)
积的导数  u(x)v(x[ ])′=u′(x)v(x)+u(x)v′(x)

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】u(x)v(x)w(x[ ])′=u′(x)v(x)w(x)+u(x)v′(x)w(x)+u(x)v(x)w′(x)

商的导数  u(x)
v(x[ ])′=u′(x)v(x)-u(x)v′(x)

(v(x))2
,v(x)≠0

2.复合函数的导数(微分) 
设u=g(x)在点x(没有下标是泛指的点,下同)可导,y=f(u)在点u=g(x)可导,

则 f g(x[ ]{ }) ′=f′ g(x[ ])g′(x).
写成微分形式:df g(x[ ]{ }) =f′ g(x[ ])g′(x)dx,这也就是微分形式的不变性———无

论u是中间变量还是自变量,dy=f′(u)du都成立.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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  【注】f g(x[ ]{ }) ′=df g(x[ ]{ })
dx

,而f′ g(x[ ])=df g(x[ ]{ })
dg(x[ ])

,要看清楚求导

符号的位置,不要弄错了.举个例子看.设函数f(x),g(x)具有二阶导数,且g″(x)<0.
若g(x0)=a是g(x)的极值,则f[g(x)]在x0 取极大值的一个充分条件是(  )

(A)f′(a)<0 (B)f′(a)>0 (C)f″(a)<0 (D)f″(a)>0
【分析与解答】由于g(x0)是g(x)的极值,由费马定理(见中值定理的内容)知

g′(x0)=0.记y=f[g(x)],则dy
dx x=x0=f′(a)g′(x0)=0,从而x =x0 是函数

y=f[g(x)]的驻点.由于
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d2y
dx2 = [f′(g(x))g′(x)]′ = f″(g(x))[g′(x)]2 + f′(g(x))g″(x),d

2y
dx2 x=x0 =

f′(a)g″(a).

由题设知g″(a)<0,故,若f′(a)>0,则可得到d
2y
dx2 x=x0<0,这正是函数y=

f(g(x))在驻点x=x0 处取得极大值的充分条件,故由f′(a)>0可推得f(g(x))在

x0 处取得极大值.答案选择(B).

3.反函数的导数 
设y=f(x)可导且f′(x)≠0,则存在反函数x=φ(y),且

dx
dy= 1

dy
dx

,即φ′(y)=
1

f′(x)
.

4.参数方程所确定的函数的导数

设函数y=y(x)由参数方程
x=φ(t)

y=ψ(t{ )
确定,其中t是参数,则dy

dx=

dy
dt
dx
dt

=ψ′(t)
φ′(t)

.

5.隐函数求导法

设函数y=y(x)是由方程F x,( )y =0确定的可导函数,则

①方程F x,( )y =0两边对自变量x求导,注意y=y(x),即将y看作中间变量,得到

一个关于y′的方程;②解该方程便可求出y′.

6.对数求导法

对于多项相乘、相除、开方、乘方的式子,一般先取对数再求导.设y=f(x),

①等式两边取对数,得lny=lnf(x);

②两边对自变量x求导,同样注意y=f(x),即将y看作中间变量,得

1
yy′= lnf( )[ ]x ′⇒y′=y lnf( )[ ]x ′.

7.幂指函数求导法

对于 ( )u x ( )v x ( )ux >( )0 ,除了用上面的对数求导法外,还可以先化成指数函数

( )u x ( )v x =e ( )v x ln ( )u x ,然后求导

( )u x ( )[ ]v x ′= e ( )v x ln ( )[ ]u x ′= ( )u x ( )v x ( )v′ xln ( )ux + ( )vx· ( )u′ x
( )[ ]u x .

8.高阶导数的运算

① [u±v](n)=u(n)±v(n);
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② (uv)(n)=u(n)v+C1nu(n-1)v′+C2nu(n-2)v″+…+Ck
nu(n-k)v(k)+…+Cn-1

n u′v(n-1)+uv(n)

=∑
N

k=0
Ck

nu(n-k)v(k).

②式就是求乘积的高阶导数的莱布尼兹公式,其中u(0)=u,v(0)=v.
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  【注】几个初等函数的n阶导数公式

(ax)(n)=ax (lna)n ; e( ) ( )x n =ex ;

(sinkx)(n)=knsinkx+n·πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
; 

(coskx)(n)=kncoskx+n·πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
;

(lnx)(n)= (-1)n-1
(n-1)!

xn x>( )0 ; 

ln1+( )[ ]x ( )n = -( )1 n-( )1 n-( )1 !
1+( )x n x>-( )1 ;

x+x( )0[ ] ( )m n =m m-( )1 m-( )2 … m-n+( )1 x+x( )0
m-n ;

1
x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
( )n

= -( )1 nn!
x+( )a n+1 .

9.参数方程确定的函数的二阶导数

设函数y=y(x)由参数方程
x=φ(t)

y=ψ(t{ )
确定,其中t是参数,则

dy
dx=

dy
dt
dx
dt

=ψ′(t)
φ′(t)

d2y
dx2 =

ddyd
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
dx =

ddyd
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
dt
dx
dt

=ψ″(t)φ′(t)-ψ′(t)φ″(t)
[φ′(t)]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

3

10.反函数的二阶导数

在y=f(x)二阶可导的情况下,记f′(x)=y′x,φ′(y)=x′y,x′y≠( )0 ,请大家作为练

习作下面的推导:

y′x=dydx= 1
dx
dy

= 1
x′y

y″xx =d
2y
dx2 =

ddyd
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
dx =

d 1
x′

æ

è
ç

ö

ø
÷

y

dx =
d 1

x′
æ

è
ç

ö

ø
÷

y

dy
·1
x′y = -x″yy

(x′y)2
·1
x′y = -x″yy

(x′y)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 3
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比如,你能熟练求解如下一个题目吗? 试从x′= 1y′
中导出下列两个表达式

(1)x″=- y″
y( )′ 3 ; (2)x‴ =3 y( )″ 2-y′y‴

y( )′ 5 .

 【分析与解答】

(1)x″= ( )x′′=d

dx
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
dy =

d 1y
æ

è
ç

ö

ø
÷

′
dy =

d 1y
æ

è
ç

ö

ø
÷

′
dx

·dx
dy=- 1

y( )′ 2·y″·
1
y′=- y″

y( )′ 3.

(2)x‴ =
dd

2x
dy

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dy =
d- y″

y( )′
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

dy =
d- y″

y( )′
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

dx
dx
dy

=-y‴ y( )′ 3-3 y( )′ 2 y( )″ 2

y( )′ 6 ·1
y′=3 y( )″ 2-y′y‴

y( )′ 5 .

3.2 典型例题分析

3.2.1 关于导数定义的题目

f( )x 在点x0 处的导数定义f′ x( )0 =lim
Δx→0

f x0+Δ( )x -f x( )0

Δx
在试题中常出现如下

两种推广形式:

(1)lim
Δx→0

f x0+( )狗 -f x( )0
狗

;

(2)lim
Δx→0

f x0+( )狗 -f x( )0
猫 .
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  【注】(Ⅰ)其中 狗 = x0+( )狗 -x0 表示自变量的增量,在题中它有各种各样的形

式,但必须保证当Δx→0时,“狗”能以任意方式趋于零.
(Ⅱ)由定义式中可以看出分子中必须含有f x( )0 这一项,即f′ x( )0 存在与函数

f( )x 在x0处的函数值f x( )0 有关(只是有些题中f x( )0 =0,故在题中表面上没有这

一项).
(Ⅲ)定义中分子上自变量的增量与分母上自变量的增量有两种情况:一种是完全

相同,即分子中的“狗”与分母中的“狗”完全一样.但题中出现更多的是(2)形式,即分子

中出现“狗”,分母中出现“猫”.此时,如果(2)式可以作为函数f( )x 在x0点可导的充分

条件,可以证明“狗”和“猫”的关系为同阶无穷小或“狗”为“猫”的低阶无穷小(读者可以

自己证明).
(Ⅳ)定义由极限描述,由极限理论可知,Δx→0,需要Δx→0+ ,Δx→0- 同时满

足.
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【例3.1】设f( )0 =0,则f( )x 在点x =0可导的充要条件为(  )

(A)lim
h→0

1
h2f1-cos( )h 存在     (B)lim

h→0

1
hf 1-e( )h 存在

(C)lim
h→0

1
h2f h-sin( )h 存在 (D)lim

h→0

1
h f2( )h -f( )[ ]h 存在

【分析与解答】对于选项(A),

lim
h→0

1
h2f1-cos( )h =lim

h→0

f0+1-cos( )h -f( )0
1-cosh

·1-cosh
h2

= lim
1-cosh→0+

f0+1-cos( )h -f( )0
1-cosh

·lim
h→0

1-cosh
h2 =f′+ ( )0·12

(A)选项存在,只说明f′+ ( )0 存在,说明不了f′( )0 存在,故不是充要条件.
对于选项(B),

lim
h→0

1
hf 1-e( )h =lim

h→0

f0+1-e( )h -f( )0
1-eh

·1-eh
h

= lim
1-eh→0

f0+1-e( )h -f( )0
1-eh

·lim
h→0

1-eh
h =f′( )0 -( )1 =-f′( )0 存

在,故为充要条件.
对于选项(C),

lim
h→0

1
h2f h-sin( )h =lim

h→0

f0+h-( )sinh -f( )0
h2

由(Ⅲ)分析可得,此题“狗”=h-sinh,“猫”=h2 ,因h-sinh为h2 的高阶无穷小,故
(C)选项错误.

对于选项(D),

lim
h→0

1
h f2( )h -f( )[ ]h =lim

h→0

f0+2( )h -f0+( )[ ]h
h

=lim
h→0

f0+2( )h -f( )[ ]0 - f0+( )h -f( )[ ]0
h

(*
——
)
2lim

h→0

f0+2( )h -f( )0
2h -lim

h→0

f0+( )h -f( )0
h

=2f′( )0 -f′( )0 =f′(0)
上面过程中的(*)要成立,需要f′( )0 存在,故(D)选项是f′( )0 存在的必要条件.这

是因为f0+2( )h ,f0+( )h 对x=0处的函数值没有任何要求,也就是说,y=f( )x 在点

x0 处不连续,甚至没有定义,但极限lim
x→0

1
h f2( )h -f( )[ ]h 也有可能存在.例如:f( )x =

1,x≠0
0,x={ 0

,显然f( )x 在x =0点不可导,但lim
h→0

f2( )h -f( )h
h

是存在的.

【例3.2】计算lim
x→0

2+tan( )x 10- 2-sin( )x 10

sinx .

【分析与解答】此题为用导数定义去求极限,关键在于把此极限构造为导数的广义化的

定义式.
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lim
x→0

2+tan( )x 10-210+210- 2-sin( )x 10

sinx

=lim
x→0

2+tan( )x 10-210
sinx +lim

x→0

210- 2-sin( )x 10

sinx
= x( )10′ x=2+ x( )10′ x=2=2×10×29 =10×210 .

【例3.3】已知f( )x = x-( )1 x-( )2 x-( )3 … x-( )2013
x+( )1 x+( )2 x+( )3 … x+( )2013

,求f′( )1 .

【分析与解答】

解法一:f′( )1 =lim
x→1

f( )x -f( )1
x-1 =lim

x→1

x-( )2 x-( )3 … x-( )2013
x+( )1 x+( )2 … x+( )2013

=2012
!

2014! =
1

2013×2014
.

解法二:记f( )x = x-( )1g( )x ,显然g( )x 在点x =1处可导,故

f′( )1 = x-( )1g ( )[ ]x ′ x=1

= g( )x + x-( )1g ( )[ ]′ x x=1=g( )1 +0·g′( )1 =g( )1

= 1
2013×2014

.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】在2012年的考研中考了类似问题,在本书总序中也有所提及.

【例3.4】设f( )x 在点x =0处连续,下列命题错误的是(  )

(A)若lim
x→0

f( )x
x

存在,则f( )0 =0

(B)若lim
x→0

f( )x +f -( )x
x

存在,则f( )0 =0

(C)若lim
x→0

f( )x
x

存在,则f′( )0 存在

(D)若lim
x→0

f( )x -f -( )x
x

存在,则f′( )0 存在

【分析与解答】有一个重要命题:若f( )x 在点x =a处连续,且lim
x→a

f ( )x
x-a =A,则

f( )a =0,f( )x 在点x=a处可导,且f ( )′a =A.请考生按照导数定义自己证明并记住.
由此可知,(A)(C)正确

选项(B):若lim
x→0

f( )x +f -( )x
x

存在,因lim
x→0

x=0,所以

lim
x→0
[f( )x +f -( )x ]=0⇒lim

x→0
f( )x +lim

x→0
f -( )x =f( )0 +f( )0 =0,故f( )0 =0.

(D)选项错误原因与例3.1的(D)选项一样.
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】常见结论:

①若f( )x 在点x=a处连续,且lim
x→a

f ( )x
x-a=A,则f( )a =0,f( )x 在点x=a

处可导,且f ( )′a =A.

②若f ( )′ x 在点x=a处连续,且lim
x→a

f ( )′ x
x-a =A,则f ( )′a =0且f ( )″a =A,若

A≠0,则x=a为f ( )x 的极值点.

3.2.2 导数的几何意义

【例3.5】已知f( )x 是周期为5的连续函数,它在x=0的某邻域内满足关系式:

f1+sin( )x -3f1-sin( )x =8x+α( )x ,其中α( )x 是当x→0时比x高阶的无穷小,
且f( )x 在x =1处可导,求y=f( )x 在点 6,f( )( )6 处的切线方程.

【分析与解答】求切线的方程关键是求斜率,因f( )x 的周期为5,故在 6,f( )( )6 处和

点 1,f( )( )1 处曲线有相同的斜率,根据已知条件求出f′( )1 .
由lim

x→0
f1+sin( )x -3f1-sin( )[ ]x =lim

x→0
8x+α( )( )x

得f( )1 -3f( )1 =0,f( )1 =0.

又lim
x→0

f1+sin( )x -3f1-sin( )x
sinx =lim

x→0

8x+α( )x
sinx

,

lim
x→0

f1+sin( )x -f( )1 +3f( )1 -f1-sin( )[ ]x
sinx =8,

则4f′( )1 =8,f′( )1 =2,
由f( )6 =f( )1 =0,f′( )6 =f′( )1 =2,
故所求切线方程为y=2x-( )6 .

3.2.3 两组易混淆的概念

1.f′x( )0 ——
?
lim
x→x0

f ( )′x

不少 同 学 在 平 时 学 习 过 程 中,会 把 导 函 数 f( )x 在 点 x = x0 处 的 左 右 极 限

f′ x0-( )0 和f′ x0+( )0 当成f( )x 在点x0 处的左右导数f′- x( )0 和f′+ x( )0 ,错误认

为f′ x0-( )0 =f′- x( )0 和f′ x0+( )0 =f′+ x( )0 ,实际上这是不同的概念:

(1)f′ x0-( )0 =lim
x→x-

0

f ( )′ x ,(2)f′- x( )0 =lim
x→x-

0

f( )x -f x( )0

x-x0
.

f( )x 在x0 点是可导的,但f′ x( )0 ≠lim
x→x0

f ( )′ x .

例如,f( )x =
x2sin1x

,x<0

x2,x≥

ì

î

í

ïï

ïï 0
在点x=0是可导的,f′- ( )0 =f′+ ( )0 =f′( )0 =0,
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 但其导函数f ( )′ x =

2xsin1x -cos1x
,x<0

0,x=0
2x,x>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 0

在x=0左极限f′( )0-0 =lim
x→0
2xsin1x-cos

1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
不存在,因而f′- ( )0 ≠f′( )0-0 .

2.导数存在——
?

导数连续

设y=f( )x ,若f(n) x( )0 存在,即f(n)
+ x( )0 =f(n)

- x( )0 ,

lim
x→x0

f n-( )1 ( )x -f n-( )1 x( )0

x-x0 =A(常数),

若lim
x→x0

f( )n ( )x =f( )n x( )0 ,则称f( )x 在x =x0 处的n 阶导数连续.由此可见,

f( )x 在x =x0 处的某阶导数存在,却不一定在该点连续.当然,f( )x 在x =x0 处的高阶

导数存在,在该点的低阶导数一定连续.

【例3.6】设f( )x 在 -∞,+( )∞ 上二阶可导,f( )0 =0,g( )x =
f( )x
x

,x≠0

a,x=
{

0

①确定a,使g( )x 在 -∞,+( )∞ 上连续.

②证明对以上确定的a,g( )x 在 -∞,+( )∞ 上有连续的一阶导数.

【分析与解答】①lim
x→0

f( )x
x =lim

x→0

f( )x -f( )0
x-0 =f′( )0 ,

当x≠0,g( )x =f( )x
x

显然连续.

故a=f′( )0 时,g( )x 在 -∞,+( )∞ 上连续.

②g ( )′ x =

xf ( )′ x -f( )x
x2 ,x≠0

1
2f″

( )0 ,x=

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

其中g′( )0 =lim
x→0

g( )x -g( )0
x-0 =lim

x→0

f( )x
x -f′( )0

x-0 =lim
x→0

f( )x -xf′( )0
x2

=lim
x→0

f ( )′ x -f′( )0
2x = 12f″

( )0 .

要使g ( )′ x 连续,须满足lim
x→0

g ( )′ x =g′( )0 ,

而lim
x→0

g ( )′ x =lim
x→0

xf ( )′ x -f( )x
x2

=lim
x→0

xf ( )′ x -xf′( )0 +xf′( )0 -f( )x
x2
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=lim
x→0

f ( )′ x -f′( )0
x +lim

x→0

xf′( )0 -f( )x
x2

=f″( )0 -12f″
( )0 = 12f″

( )0 =g′( )0 .

因而g ( )′ x 连续.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】此题在计算lim
x→0

g ( )′ x 时,不少同学会使用洛必达法则:

lim
x→0

g ( )′ x =lim
x→0

xf ( )′ x -f( )x
x2 ——

洛
lim
x→0

f ( )′ x +xf ( )″ x -f ( )′ x
2x =lim

x→0

f ( )″ x
2 =

f″( )0
2 .

(这是错误解法,你能看出其中的错误吗?)

【例3.7】设f( )x =
g( )x -e-x

x
,x≠0

0,x=
{

0
,其中g( )x 有二阶连续导数,且g( )0 =1,

g′( )0 =-1,求f ( )′ x ,并讨论f ( )′ x 在 -∞,+( )∞ 内的连续性.
【分析与解答】当x≠0时,f( )x 可导,且

f ( )′ x =x g ( )′ x +e-[ ]x -g( )x +e-x

x2 ,显然,当x≠0时,f ( )′ x 连续.

当x=0时,f′( )0 =lim
x→0

f( )x -f( )0
x-0 =lim

x→0

g( )x -e-x

x2

=lim
x→0

g ( )′ x +e-x

2x = 12 g″( )0 -[ ]1 ,

从而,f ( )′ x =

xg ( )′ x -g( )x + x+( )1e-x

x2 ,x≠0

1
2 g″( )0 -[ ]1 ,x=

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

又因lim
x→0

f ( )′ x =lim
x→0

xg ( )′ x -g( )x + x+( )1e-x

x2

=lim
x→0

xg ( )″ x -xe-x

2x = 12 g″( )0 -[ ]1

故f ( )′ x 在x =0处连续,从而f ( )′ x 在 -∞,+( )∞ 内连续.

3.2.4 一元函数导数的基本性质

总结如下一元函数导数的性质,对解题会有很大的帮助.
①偶函数的导函数是奇函数,奇函数的导函数是偶函数.
【证明】设f(x)为偶函数,即f(x)=f(-x)

因f′(-x)=lim
Δx→0

f(-x+Δx)-f(-x)
Δx =lim

Δx→0

f(-(x-Δx))-f(-x)
Δx
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=lim
Δx→0

f(x-Δx)-f(x)
Δx =-f′(x)

故f′(x)为奇函数,同理可证:奇函数的导函数是偶函数.
②可导的周期函数的导函数是周期函数,且周期不变.

③y=|x-a|k,k>1时,函数在a点可导,当k≤1时,函数在a点不可导.

【证明】I=f′(a)=lim
x→a

f(x)-f(a)
x-a =lim

x→a

|x-a|k

x-a

=lim
x→a
|x-a|k-1.|x-a|x-a

当k-1>0时,即k>1,I=0;

当k-1=0时,即k=1.lim
x→a

|x-a|
x-a

不存在,故I不存在,即y=|x-a|k 在a 点不可导;

当k-1<0时,即k<1.I不存在,即y=|x-a|k 在a 点不可导.

④设f(x)=(x-a)k|x-a|,当k为正整数时,f(x)在x=a处k阶可导,但(k+1)阶导

数不存在.

【证明】因f(x)=
(x-a)k+1,x≥a
-(x-a)k+1,x<{ a

当x>a时,f′(x)=(k+1)(x-a)k,

当x<a时,f′(x)=-(k+1)(x-a)k;

f′+(a)=lim
x→a+

f(x)-f(a)
x-a =lim

x→a+
(x-a)k=0

f′-(a)=lim
x→a-

f(x)-f(a)
x-a =lim

x→a-
(-(x-a)k)=0

故f′(x)=

(k+1)(x-a)k,x>a
0,x=a
-(k+1)(x-a)k,x<

ì

î

í

ï
ï

ïï a

不难得出,f(k)(x)=

(k+1)! (x-a),x>a
0,x=a
-(k+1)! (x-a),x<

ì

î

í

ï
ï

ïï a
而f(k+1)

+ (a)=(k+1)!,f(k+1)
- (a)=-(k+1)!

即f(k+1)(a)不存在.
综上所述,原命题得证.
⑤若f(x)在x=a处可导,那么

(ⅰ)若f(a)≠0时,则|f(x)|在a点可导;
(ⅱ)若f(a)=0,f′(a)=0,则|f(x)|在a点可导,且导数为0;
(ⅲ)若f(a)=0,f′(a)≠0,则|f(x)|在a点不可导.
【证明】(ⅰ)若f(a)≠0时,
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(|f(x)|)′x=a=lim
x→a

|f(x)|-|f(a)|
x-a =

f′(a),f′(a)>0
-f′(a),f′(a)<{ 0

(ⅱ)若f(a)=0,且f′(a)=0,

即lim
x→a

f(x)-f(a)
x-a =0,得lim

x→a

f(x)
x-a =0

故(|f(x)|)′x=a=lim
x→a

|f(x)|-|f(a)|
x-a =lim

x→a

f(x)
x-a

·|x-a|
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a =0.

(ⅲ)若f(a)=0,f′(a)≠0,

因lim
x→a+

|f(x)|-|f(a)|
x-a =lim

x→a+

f(x)
x-a = lim

x→a+

f(x)
x-a =|f′(a)|

lim
x→a-

|f(x)|-|f(a)|
x-a =lim

x→a-

f(x)
x-a =- lim

x→a-

f(x)
x-a =-|f′(a)|

故(|f(x)|)′x=a=lim
x→a

|f(x)|-|f(a)|
x-a

不存在.

⑥若f(x)在x=a点连续,且|f(x)|在x=a点可导,则f(x)在x=a点可导.
【证明】设|f(x)|在x=a点导数为A,

即lim
x→a

|f(x)|-|f(a)|
x-a =A

(ⅰ)若f(a)=0,则lim
x→a

|f(x)|
x-a =A

而lim
x→a+

|f(x)|
x-a ≥0,lim

x→a-

|f(x)|
x-a ≤0,从而A=0

即lim
x→a

f(x)
x-x0=0

,从而f(x)在x=a点可导.

(ⅱ)若f(a)>0,因f(x)在x=a点连续,即lim
x→a

f(x)=f(a),故lim
x→a

f(x)>0,由极限保

号性可得,x∈U
°(a),f(x)>0从而A=lim

x→a

|f(x)|-|f(a)|
x-a =lim

x→a

f(x)-f(a)
x-a

,从而f(x)在

点a可导,且f′(a)=A.
(ⅲ)若f(a)<0,同(ⅱ),可得f′(a)=-A.
综上所述,f(x)在x=a处可导.
【例3.8】若f( )x =-f -( )x ,且在 0,+( )∞ 内f ( )′ x >0,f ( )″ x >0,则f( )x 在

-∞,( )0 内(  )
(A)f ( )′ x <0,f ( )″ x <0    (B)f ( )′ x <0,f ( )″ x >0
(C)f ( )′ x >0,f ( )″ x <0 (D)f ( )′ x >0,f ( )″ x >0
【分析与解答】f( )x 为奇函数,由①可得f ( )′ x 为偶函数,f ( )″ x 为奇函数,故选(C).
【例3.9】f( )x = x2-x-( )2 x3-x 的不可导点的个数是(  )

 (A)3     (B)2     (C)1     (D)0
【分析与解答】f( )x = x+( )1 x-( )2 x x-( )1 x+( )1
由④可知f( )x 在x =-1处可导,故不可导点x=0,x=1两个点,故选(B).
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【例3.10】f( )x =3x3+x2 x ,则f(n)( )0 存在的最高阶n为(  )

 (A)0     (B)1     (C)2     (D)3
【分析与解答】由④可知:x2 x = x-( )0 2 x-0
n=2,故f( )x 在x =0点二阶可导.故选(C).
【例3.11】设f( )x 在x =a处可导,则 f( )x 在x =a处不可导的充分条件(  )
(A)f( )a =0且f ( )′a =0 (B)f( )a =0且f ( )′a ≠0
(C)f( )a >0且f ( )′a >0 (D)f( )a <0且f ( )′a <0
【分析与解答】由⑤可知,此题选(B).
【例3.12】设f( )x 可导, ( )F x =f( )x 1+ sin( )x ,则f( )0 =0是 ( )F x 在x =0

处可导的(  )
(A)充分必要 (B)必要但非充分

(C)充分但非必要 (D)既非充分又非必要

【分析与解答】
解法一:由导数定义

F′+ ( )0 =lim
x→0+

( )F x -F ( )0
x-0 =lim

x→0+

f( )x +f( )xsinx
x

=lim
x→0+

f( )x -f( )0
x-0 +lim

x→0+

f( )xsinx
x

=f′+ ( )0 +f( )0

F′- ( )0 =lim
x→0-

( )F x -F ( )0
x-0 =lim

x→0-

f( )x -f( )xsinx
x

=f′- ( )0 -f( )0
( )F x 在x =0点可导 ⇔F′+ ( )0 =F′- ( )0 ⇔f( )0 =0.故答案选(A).

解法二: ( )F x =f( )x +f( )x sinx .
sinx 在x=0连续,但不可导,f( )x 在x=0可导,故f( )0 =0是 ( )F x 在x=0点

可导的充要条件.

3.2.5 求各类函数的导数与微分

1.求复合函数的导数

关键搞清楚复合关系,由表及里一层层地求导.
【例3.13】求下列函数的导数:
(1)y=aax +axx +axa +aaa (a>0);
(2)y=ef( )x ·fe( )x ;

(3)y=f 3x-2
3x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,f ( )′ x =arctanx2 ,dydx x=0;

(4)设f( )t 具有二阶导数,f 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷x =x2 ,求f f ( )( )′ x ,f f( )( )( )x ′.
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【分析与解答】
(1)y′=aax·lna·axlna+axx·lnax( )x′+axa·lna·axa-1

其中,x( )x′= exln( )x′=exlnx· lnx+( )1 =xx lnx+( )1 .
(2)y′=ef( )x ·f ( )′ xf e( )x +ef( )x ·f′e( )x ex .

(3)y′=f′ 3x-2
3x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3x-2
3x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2′

=arctan 3x-2
3x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
233x+( )2 -33x-( )2

3x+( )2 2

故dy
dx x=0= 34π.

(4)令t= 12x
,则f( )t =4t2 ,即f( )x =4x2 .

f ( )′ x =8x,由函数概念得

f f ( )( )′ x =f8( )x =4× 8( )x 2 =256x2

f f( )( )( )x ′=f′ f( )( )x ·f ( )′ x =8f( )x·8x=32x2·8x=256x3 .

2.求隐函数的导数与微分

方程F x,( )y =0所确定的可导函数y的一阶导数dy
dx

有以下三种方法:

方法1:在方程两边同时对x求导,可得到一个含有y′的方程,从中解出y′.

方法2:利用公式dy
dx=-F′x x,( )y

F′y x,( )y
,其中F′x x,( )y ,F′y x,( )y 分别表示对x 和y 的

偏导数.

方法3:利用一阶微分形式不变性,在方程两端求微分,然后解出dy
dx.

【例3.14】(1)设 x2+y2 =earctan
y
x ,求y′.

(2)函数y=y( )x 由方程cosx2+y( )2 +ex -x2y=0所确定,求dy
dx.

【分析与解答】(1)两边取对数,得 1
2lnx2+y( )2 =arctany

x
,

两边同时对x求导,得

2x+2yy′
2x2+y( )2

= 1
1+ y/( )x 2·y

′x-y
x2 .

化简可得 x+yy′=xy′-y,故y′=x+y
x-y

.

(2)解法一:方程两端对x求导

-sinx2+y( )2 2x+2yy( )′ +ex -2xy-x2y′=0
dy
dx=-2xsinx2+y( )2 +2xy-ex

x2+2ysinx2+y( )2

解法二:令F x,( )y =cosx2+y( )2 +ex -x2y
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F′x x,( )y =-sinx2+y( )2 ·2x+ex -2xy
F′y x,( )y =-sinx2+y( )2 ·2y-x2

dy
dx=-F′x x,( )y

F′y x,( )y =-2xsinx2+y( )2 +2xy-ex
x2+2ysinx2+y( )2

.

解法三:方程两端求微分

-sinx2+y( )2 2xdx+2yd( )y +exdx-2xydx-x2dy=0
dy
dx=-2xsinx2+y( )2 +2xy-ex

x2+2ysinx2+y( )2
.

3.连乘形式和幂指函数求导法

适用以下形式:①幂指函数y=f( )xg ( )x ,(f( )x >0);②连乘形式;③分式形式;④
根式形式等等.用对数求导法,即在函数表达式两端取自然对数,然后在等式两端对自变量

求导.

【例3.15】y= aæ

è
ç

ö

ø
÷

b
x
· bæ

è
ç

ö

ø
÷

x
a
· xæ

è
ç

ö

ø
÷

a
b
(a>0,b>0).

【分析与解答】两边取对数

lny=xlna
b +alnb-ln( )x +blnx-ln( )a

求导,得y′·1y =lna
b -a

x +b
x

y′= aæ

è
ç

ö

ø
÷

b
x bæ

è
ç

ö

ø
÷

x
a xæ

è
ç

ö

ø
÷

a
b

lna
b -a

x +b[ ]x .

【例3.16】y= e
1
x x cosx .

【分析与解答】因y= e
1
x x

1
2cos

1
4[ ]{ }x

1
2 =e

1
2x·x

1
4·cos

1
8x

故 lny= 1
2x+14lnx+18lncosx

y′·1y =- 1
2x2+14x-18

sinx
cosx

则y′= e
1
x x cosx - 1

2x2+14x-18tan
æ

è
ç

ö

ø
÷x .

4.求由参数方程确定的函数的导数

【例3.17】设
x=e-t

y=∫
t

0
ln(1+u2)d{ u

,则d
2y
dx2 t=0

=    .

【分析与解答】应填0
解法一:因为

dy
dx=

dy
dt
dx
dt

=ln
(1+t2)
-e-t
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d2y
dx2 = d

dt
ln(1+t2)

-e-[ ]t
1
dx
dt

=e2t 2t
1+t2+ln(1+t2[ ])

所以d
2y
dx2 t=0

=0.

解法二:由
x=e-t

y=∫
t

0
ln(1+u2)d{ u

,得y=∫
-lnx

0
ln(1+u2)du,所以

dy
dx=-1xln

(1+ln2x)

d2y
dx2 = 1

x2
[ln(1+ln2x)- 2lnx

1+ln2x
]

又当t=0时,x=1,所以d
2y
dx2 t=0

=0.

【例3.18】设函数y=f( )x 由参数方程
x=2t+t2

y=φ( ){ t
(t>-1)所确定,其中φ( )t 具有

二阶导数,且已知d
2y
dx2 = 3

41+( )t
,证明函数φ( )t 满足方程φ ( )″t - 1

1+tφ ( )′t =31+( )t .

【证明】因为

dy
dx=φ ( )′t

2+2t

d2y
dx2 =

2+2( )tφ ( )″t -2φ ( )′t
2+2( )t 2

2+2t = 1+( )tφ ( )″t -φ ( )′t
4 1+( )t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 3

由题设d
2y
dx2 = 3

41+( )t
,得 1+( )tφ ( )″t -φ ( )′t

4 1+( )t 3 = 3
41+( )t

故 1+( )tφ ( )″t -φ ( )′t =3 1+( )t 2

即 φ ( )″t - 1
1+tφ

( )′t =31+( )t

证毕.

5.分段函数的导数

【例3.19】设f( )x =
xαsin1x

,x≠0

0,x=
{

0
,试问当α取何值时,f( )x 在点x =0处,①连

续,②可导,③一阶导数连续,④二阶导数存在.

【分析与解答】①因当α≤0时,极限lim
x→0

xαsin1x
不存在.

而当α>0时,lim
x→0

xαsin1x =0,

故α>0时,f( )x 在x =0处连续.
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②f′( )0 =lim
x→0

f( )x -f( )0
x-0 =lim

x→0

xαsin1x
x =lim

x→0
xα-1·sin1x .

当α-1>0时,即α>1时,f′( )0 =0,f( )x 在x =0可导.

③f ( )′ x =
αxα-1sin1x -xα-2cos1x

,x≠0

0,    x=0α>( )
{

1

lim
x→0

f ( )′ x =lim
x→0

αxα-1 1
sinx-xα-2cos1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
当α>2时,lim

x→0
f ( )′ x =0-0=0=f′( )0 .

④f″( )0 =lim
x→0

f ( )′ x -f′( )0
x-0 =lim

x→0
αxα-3sin1x -xα-3cos1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
当α≤3时,f″( )0 不存在;当α>3时,f″( )0 =0,即f( )x 在点x =0处二阶可导.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】由此题可得出结论:

设f( )x =
xαsin1xβ

, β>0,x≠0

0, x=

ì

î

í

ïï

ïï 0
则当α>0时,f( )x 在点x =0处连续;

当α>1时,f( )x 在点x =0处可导;

当α>β+1时,f( )x 的导数在点x =0处连续.

6.求变限积分的导数

(1)仅积分限含参变量的变限积分的导数.
利用下面公式去计算.

d
dx∫

ψ( )x

φ( )x
f ( )tdt=f ψ( )( )x ψ ( )′ x -f φ( )[ ]x ·φ ( )′ x .

(2)积分限及被积函数中含参变量的变限积分的导数.
对此种函数求导,先利用定积分的性质或变量代换将被积函数中的参变量去掉,再利用

上述公式.

【例3.20】(1)设f( )x =∫
sinx

cosx
sinπt( )2 dt,则f ( )′ x =     .

(2)ddx∫
0

x2
xcost2d( )t =      .

(3)设f( )x 连续,则 d
dx∫

x

0
tf x2-t( )2 dt=      .

【分析与解答】(1)f ( )′ x =sin[π sin( )x 2]· sin( )x′-sin[π cos( )x 2]cos( )x′
=sin[π sin( )x 2]·cosx+sinxsinπcos2( )x .

(2)∫
0

x2
xcost2dt=-x∫

x2

0
cost2dt,
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d
dx∫

0

x2
xcost2d( )t =-∫

x2

0
cost2dt-x·cosx4·2x=-∫

x2

0
cost2dt-2x2cosx4 .

(3)∫
x

0
tf x2-t( )2 dt

令u=x2-t
———————

2

-12∫
0

x2
f( )udu,

d
dx∫

x

0
tf x2-t( )2 dt= 12f x( )2 ·2x=xf x( )2 .

7.高阶导数的求法

(1)有理分式函数的高阶导数

求解步骤为:

a.把所给的有理分式函数表示成多项式与有理真分式的和;

b.把有理真分式分解成部分分式的和;

c.利用 1
ax+

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
( )n

公式来求解.

【例3.21】设y= x3
x2-3x+2

,求y( )n (n>1).

【分析与解答】y= x3
x2-3x+2=x+3+ 7x-6

x2-3x+2

设 7x-6
x2-3x+2= A

x-2+ B
x-1

,经计算A =8,B=-1.

故 y= x3
x2-3x+2= x+( )3 + 8

x-2- 1
x-1

,

y( )n =8 1
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
( )n

- 1
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
( )n

=8· -( )1 n·n!
x-( )2 n+1 - -( )1 n·n!

x-( )1 n+1 (n>1).

(2)三角函数

由三角函数运算公式,把f( )x 化为∑
M

i=1
sinai( )x +∑

N

j=1
cosaj( )x ,再利用公式计算.

【例3.22】设y=sin4x-cos4x,求y( )n .
【分析与解答】因y= sin2x+cos2( )x sin2x-cos2( )x =-cos2x

y( )n =-2nsin2x+n-1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷π =-2ncos2x+nπæ

è
ç

ö

ø
÷

2 . 

(3)其他函数的高阶导数

利用莱布尼兹公式,或用数学归纳法归纳,递推,级数知识等.
【例3.23】设y=exsinx,求y( )n .

【分析与解答】y′=exsinx+cosx·ex =ex 2sinx+πæ

è
ç

ö

ø
÷

4

y″= ( )2
2exsinx+24

æ

è
ç

ö

ø
÷π

归纳可得:y( )n = ( )2
nexsinx+n

4
æ

è
ç

ö

ø
÷π .
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【例3.24】设y= xn

1-x+xcos2x,求y(n)(n≥2).

【分析与解答】

y=xn -1+1
1-x +x1+cos2x

2 =-(xn-1+xn-2+···+x+1)+ 1
1-x+x

2+12xcos2x
,

因为 (xn-1+xn-2+···+x+1)(n)=0,(x2
)
(n)

=0, 1
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
(n)

= n!
(1-x)n+1

,

(xcos2x)(n)=C0nx(cos2x)(n)+C1nx′(cos2x)(n-1)

=2nxcos(2x+n·π2
)+n2n-1cos2x+(n-1)π[ ]2 ,

所以,y(n)= n!
(1-x)n+1+2nxcos(2x+nπ

2
)+n2n-1cos2x+

(n-1)π[ ]2 .

【例3.25】函数y=ln(1-2x)在x=0处的n阶导数y(n)(0)=     .
【分析与解答】由于y(0)=0,

y′(x)= -2
1-2x=-2∑

∞

n=0

(2x)n =-∑
∞

n=0
2n+1xn ,

所以y(x)-y(0)=∫
x

0
y′(x)dx=-∑

∞

n=0

2n+1

n+1
xn+1 =-∑

∞

n=1

2n

nxn .

y(x)=-∑
∞

n=1

2n

nxn ,

即有y(n)(0)
n! =-2

n

n
,

因此y(n)(0)=-2n(n-1)! .

【例3.26】设y=
sinx
x  (x≠0)

1 (x=0
{ )

,求y(n)(0).

【分析与解答】当x≠0时,y=
∑
∞

n=1

(-1)n-1 x2n-1
(2n-1)!

x =∑
∞

n=0

(-1)n
(2n+1)!

x2n ,

当x=0时,∑
∞

n=0

(-1)n
(2n+1)!

x2n
x=0

=1,

故对任意x∈ (-∞,+∞),都有y=∑
∞

n=0

(-1)n
(2n+1)!

x2n .

又y=∑
∞

n=0

y(n)(0)
n! xn ,比较系数,得

y(n)(0)=
0 (n=2k-1)

(-1)k
2k+1

 (n=2k

ì

î

í

ïï

ïï ).
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【例3.27】求函数f( )x =x2lnx+( )1 在x=0处的n阶导数f ( )n ( )0 (n≥3).
【分析与解答】

解法一:由莱布尼兹公式

( )uv ( )n =u( )n v+C1nu n-( )1 v′+C2nu n-( )2 v″+…+uv ( )n

及 ln1+( )[ ]x ( )n = -( )1 n-( )1 n-( )1 !
1+( )x n ,n为正整数,则

 f( )n ( )x =x2 -( )1 n-1 n-( )1 !
x+( )1 n +2nx -( )1 n-2 n-( )2 !

x+( )1 n-1 +nn-( )1· -( )1 n-3 n-( )3 !
x+( )1 n-2

所以f( )n ( )0 = -( )1 n-3nn-( )1 n-( )3 ! = -( )1 n-1n!
n-2

.

解法二:由麦克劳林公式

f( )x =f( )0 +f′( )0
1! x+…+f( )n ( )0

n! xn +ox( )n ,

及x2ln1+( )x =x2 x-x2
2+x3

3+…+ -( )1 n-1 xn-2

n-2+oxn-( )[ ]2

=x3-x4
2+x5

3+…+ -( )1 n-1· xn

n-2+ox( )n ,

比较xn 的系数得f ( )n ( )0
n! = -( )1 n-1

n-2
,所以f( )n ( )0 = -( )1 n-1n!

n-2
.
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第4讲 一元函数积分学的概念与计算

导  语

本讲讨论一元函数积分的基本概念和基本积分法,从概念角度说,不定积分、定积分、变
限积分与反常积分的概念极其丰富但是特别容易混淆,是考研的重点,区分度极高;从计算

角度说,和极限计算、导数计算一样,积分的计算能力是考研数学考查的最基本能力,需要考

生多花时间,多下力气,所谓熟能生巧(practicemakesperfect),只要功夫到家了,积分能力

自然就有了.

大纲要求

1.原函数的概念,不定积分的概念.
2.不定积分的基本公式,不定积分的性质,换元积分法与分部积分法.
3.有理函数、三角函数有理式和简单无理函数的积分.
4.定积分的概念.
5.定积分的性质及定积分中值定理,换元积分法与分部积分法.
6.积分上限的函数,会求它的导数,牛顿-莱布尼茨公式.
7.反常积分的概念和计算(注意这里没有谈到敛散性的判别,但是实际考题却常考判

敛).

知识体系

一元函数积分学

的概念与计算

概念与性质

不定积分

定积分  
变限积分

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï反常积分

计算

凑微分法

换元法

分部积分法

有理函数的积分

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï
反常积分

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
一元函数积分学的综合题
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4.1 考试内容分析

4.1.1 不定积分、定积分、变限积分与反常积分的概念与性质

1.不定积分的概念与存在性

(1)原函数 设函数f(x)定义在某区间I上,若存在可导函数F(x),对于该区间上任

一点都有 ( )F′ x =f( )x 成立,则称F(x)是f(x)在区间I上的一个原函数.

(2)不定积分 承接上述概念,称∫f(x)dx=F(x)+C 为f(x)在区间I上的不定积

分,其中C为任意常数.
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  【注】①考研中常用的原函数的一个具体形式:如果函数f(x)在区间 [a,b]上连

续,则F(x)=∫
x

a
f(t)dt是f(x)在区间 [a,b]上的一个原函数.

②上述①事实上也就是如下微积分基本定理:如果函数f(x)在 [a,b]上连续,则

函数F(x)=∫
x

a
f(t)dt在 [a,b]上可导,且F′(x)=f(x).

【证明】若x∈(a,b),取Δx使x+Δx∈(a,b),则

DF=F(x+Δx)-F(x)=∫
x+Δx

a
f(t)dt-∫

x

a
f(t)dt

=∫
x

a
f(t)dt+∫

x+Δx

x
f(t)dt-∫

x

a
f(t)dt

=∫
x+Δx

x
f(t)dt,

使用积分中值定理,有∫
x+Δx

x
f(t)dt=f(ξ)Δx,其中ξ在x与x+Δx之间,

Δx®0时,ξ®x,于是

F′(x)=lim
Δx→0

ΔF
Δx =lim

Δx→0
f(ξ)=lim

ξ→x
f(ξ)=f(x).

若x=a,取Δx>0,则同理可证F+′(x)=f(a);若x=b,取Δx<0,则同理可证

F-′(x)=f(b).

(3)原函数(不定积分)存在定理 ①连续函数f(x)必有原函数F(x);②含有第一类

间断点、无穷间断点的函数f(x)在包含该间断点的区间内必没有原函数F(x).
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  【注】对于①,事实上它就是上面注的②:微积分基本定理,其证明已经给出;

对于②,设F(x)在(a,b)内可导,并设x=x0为F′(x)的第一类间断点,则只有下

述两种情况:
(1)x=x0 为第一类可去间断点,即lim

x→x0
F′(x)存在 =A,但A≠F′(x0),

而F′(x0)=lim
x→x0

F(x)-F(x0)
x-x0 ——

洛
lim
x→x0

F′(x)=A,产生矛盾;

(2)x=x0 为第一类可去间断点,即 lim
x→x0

+
F′(x)存在 =A+ ,lim

x→x0
-
F′(x)存在 =A-,

但A+≠A- ,而由

F′+ (x0)= lim
x→x0

+

F(x)-F(x0)
x-x0 ——

洛
lim
x→x0

+
F′(x)=A+

F′- (x0)= lim
x→x0

-

F(x)-F(x0)
x-x0 ——

洛
lim
x→x0

-
F′(x)=A-

F′(x0)又是存在的,则F′+ (x0)=F′- (x0),即A+=A- ,矛盾;

综上所述(1)与(2)均不可能,即导函数F′(x)在 (a,b)内必定没有第一类间断点,

也即含有第一类间断点的函数f(x)在包含该间断点的区间内没有原函数F(x).
关于②中的无穷间断点,请考生仿照上面的证法自己独立给出证明.
至于第二类振荡间断点是否有原函数呢? 举例说来,对于

f(x)=
2xsin1x -cos1x

, x≠0

   0,   x=
{

0
,其在 (-∞,+∞)上不连续,它有一个第二

类振荡间断点x=0,但是它在(-∞,+∞)上存在原函数F(x)=
x2sin1x

,x≠0

  0, x=
{

0
.

即,对于 (-∞,+∞)上任一点都有 ( )F′ x =f( )x 成立.
综合以上几点,可以得出重要结论:可导函数 F(x)求导后的函数 ( )F′ x =

f( )x 不一定是连续函数,但是如果有间断点,一定是第二类间断点.

2.定积分的概念、存在与性质

(1)定积分

∫
b

a
f(x)dx=lim

λ→0∑
n

i=1
f(ξi)Δxi
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  【注】① 若f(x)<0,曲边梯形就在x轴下方,定积分的绝对值仍等于曲边梯形的

面积,但定积分的值是负的;

② 当我们说到“a到b上的定积分”时,并不要总认为a<b,事实上,a>b的情形

是完全可以的,只不过注意,a<b时,dx>0;a>b时,dx<0.
③定积分的定义由德国的数学家波恩哈德·黎曼(BernhardRiemann)给出,故这

种积分又被称为黎曼积分.
④定积分的精确定义(重点)

∫
b

a
f(x)dx=lim

n→∞∑
n

i=1
fa+b-a

n
æ

è
ç

ö

ø
÷ib-a

n
“凑定积分定义”的步骤如下:

10先提出 1
n
;

20再凑出 i
n
;

30由于 i
n =0+1-0

n i,故 i
n

可以读作“0到1上的x”,且 1n =1-0
n

,读作“0到

1上的dx”,
于是,“凑定义”成功!

比如,计算lim
n→∞

n+1
n2+1+n+2

n2+4+n+3
n2+9+…+ n+n

n2+n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

【分析与解答】I=lim
n→∞

n+1
n2+1+n+2

n2+4+n+3
n2+9+…+ n+n

n2+n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =lim
n→∞∑

n

i=1

n+i
n2+i2

=
①

lim
n→∞∑

n

i=1

n2+ni
n2+i2

·1
n =

②

lim
n→∞∑

n

i=1

1+i
n

1+ iæ

è
ç

ö

ø
÷

n
2·
1
n

=
③

∫
1

0

1+x
1+x2dx= π4+12ln2.

(2)定积分存在定理

定积分的存在性,也称之为一元函数的(常义)可积性.
这里的“常义”是指“区间有限,函数有界”,这也是黎曼积分的前提要求,故也有人称为

“黎曼”可积性,与后面要谈到的“区间无穷,函数无界”的“反常”积分有所区别.在本讲中所

谈到的可积性都是指的常义可积性.

①若f(x)在 a,[ ]b 上连续,则∫
b

a
f(x)dx存在.

②若f(x)在 a,[ ]b 上有界,且只有有限个间断点,则∫
b

a
f(x)dx存在.

上述定积分存在定理也称为定积分存在的充分条件.
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  【注】定积分存在的必要条件 可积函数必有界.即,若∫
b

a
f(x)dx存在,则f(x)在

a,[ ]b 上必有界.
不妨这样理解:当我们任意分割图形底边为若干小段时,若f(x)在区间 [a,b]上

无界,则至少存在一个小段Δx,在Δx上,f(x)可以任意大,于是一个“小竖条”的面积

f(x)Δx便可以无穷大,这样,整个曲边梯形的面积就是无穷大,于是极限就不存在了,

所以,可积函数必有界.

(3)定积分的性质(以下假设所写积分均存在)

性质1求区间长度 假设a<b,∫
b

a
dx=b-a=L 其中L为区间 a,[ ]b 的长度.

性质2积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∫
b

a
[k1f(x)+k2g(x)]dx=k1∫

b

a
f(x)dx+k2∫

b

a
g(x)dx.

性质3积分的可加(可拆)性 无论a,b,c谁大谁小,

∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx.

性质4积分的保号性 若在区间 [a,b]上f(x)≤g(x),则有

∫
b

a
f(x)dx≤∫

b

a
g(x)dx.

特殊地,有

∫
b

a
f(x)dx ≤∫

b

a
f(x)dx.
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  【注】事实上,设f(x)是 a,[ ]b 上非负的连续函数,且f(x)不恒等于零,则必有

∫
b

a
f(x)dx>0.

【证明】因函数f(x)在 a,[ ]b 上不恒等于零,且非负,故至少存在一点x0 ∈
a,[ ]b ,使得f(x0)≠0,f(x0)>0.

因函数f(x)连续,故有lim
x→x0

f(x)=f(x0)>0,按极限的保号性质知,存在δ>0

与η>0,使得当x∈ x0-δ,x0+[ ]δ 时恒有f(x)>η>0.
根据定积分的性质,便有

∫
b

a
f(x)dx≥∫

x0+δ

x0-δ
f(x)dx≥η∫

x0+δ

x0-δ
dx=2ηδ>0.

作为该命题的推论,若连续函数f(x),g(x)满足f(x)≥g(x),且f(x)不恒等

于g(x),又a<b,则必有严格不等式

∫
b

a
f(x)dx>∫

b

a
g(x)dx.

在相应的积分不等式证明与定积分值的估计中,可以利用这个结论获得严格的不

等式结论.
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性质5估值定理 设 M、m 分别是f(x)在 [a,b]上的最大值和最小值,L 为区间

a,[ ]b 的长度,则有

mL ≤∫
b

a
f(x)dx≤ML .

性质6中值定理 设f(x)在闭区间[a,b]上连续,则在[a,b]上至少存在一点ξ,使得

∫
b

a
f(x)dx=f(ξ)(b-a).

3.不定积分与定积分的联系与区别

以下给出四个例子,通过讲具体内容来给考生明确区分不定积分与定积分.

【例4.1】设f(x)=
2,x>0
1,x=0
0,x<

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

,则在任意一个包含x=0在其内部的区间 a,[ ]b 上,一

定不存在原函数.但由于该f(x)满足定积分存在定理,故定积分∫
b

a
f(x)dx存在.

【例4.2】设f(x)=
2xsin1x2-2xcos

1
x2
,x≠0

0,        x=

ì

î

í

ïï

ïï 0
在x=0处有振荡间断点,但是容易

验证F′(x)=f(x),(-∞<x<+∞),所以f(x)存在原函数:F(x)=
x2sin1x2

,x≠0

0,   x=

ì

î

í

ïï

ïï 0
,

但定积分∫
1

-1
f(x)dx不存在,因为在x=0的邻域f(x)无界.

【例4.3】设f(x)=
1
x
,x≠0

0,x=
{

0
,该f(x)在包含x=0在内的区间上总不存在原函数,

定积分∫
1

-1
f(x)dx也不存在.

【例4.4】f(x)=
2xcos1x +sin1x

,x≠0

0,x=
{

0
在 -∞,+( )∞ 上存在原函数F(x)=

x2cos1x
,x≠0

0,x=
{

0
,并且定积分∫

1

-1
f(x)dx也存在.

这里再谈一个大家一直不清晰的问题———∫1xdx=
?

ln|x|+C.

请回看例4.3,显然,x=0是f(x)=1x
在(-∞,+∞)上的无穷间断点,故在任意一
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个包含x=0点在内的区间上f(x)=1x
都不可积,也不存在原函数.所以,在(-∞,+∞)

上记号∫1xdx是没有意义的(不存在的东西当然没有意义了).所以我们不可以把∫1xdx=

ln|x|+C说成ln|x|是 1
x

在 (-∞,+∞)上的一个原函数.

不过,如果将 (-∞,+∞)分开,在 (0,+∞)上f(x)= 1
x

有一个原函数lnx,即在

x>0时,有∫1xdx=lnx+C,同理,在x<0时,有∫1xdx=ln(-x)+C.把两式合并起

来才有∫1xdx=ln|x|+C,所以严格来说,它确实不是不定积分公式.我们把它列入“不定

积分公式表”不过是一种“约定俗成”.

4.变限积分与牛顿-莱布尼兹公式

(1)变限积分

当x在 [a,b]上变动时,对应于每一个 x 值,积分∫
x

a
f(t)dt就有一个确定的值,

∫
x

a
f(t)dt因此是变上限的一个函数,记作

Φ(x)=∫
x

a
f(t)dt(a≤x≤b).

称函数Φ(x)为变上限的定积分.同理可以定义变下限的定积分和上下限都变化的定积

分,这些都称为变限积分.事实上,变限积分就是定积分的推广.
(2)变限积分的性质

①函数f(x)在 [a,b]上可积,则函数F(x)=∫
x

a
f(t)dt在 [a,b]上连续.

②函数f(x)在 [a,b]上连续,则函数F(x)=∫
x

a
f(t)dt在 [a,b]上可导.

【证明】由于②已经证过,下面只证①.
∀x,x+Δx∈ [a,b](当x=a时,0<Δx<b-a;当x=b时,a-b<Δx<0),

则F(x+Δx)-F(x)=∫
x+Δx

x
f(t)dt.

由可积的必要条件可知,存在M >0,在 [a,b]上有 f(x)≤M ,所以有

0≤ F(x+Δx)-F(x)≤∫
x+ Δx

x
f(t)dt≤M Δx ,

则lim
Δx→0

F(x+Δx)-F(x)=0,即lim
Δx→0
[F(x+Δx)-F(x)]=0,或lim

Δx→0
F(x+Δx)=

F(x),得证.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】你是否发现:变限积分F(x)=∫
x

a
f(t)dt,只要存在就必然连续.
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(3)变限积分的求导公式

设F(x)=∫
φ2(x)

φ1(x)
f( )tdt,则

F′(x)= d
dx∫

φ2(x)

φ1(x)
f( )td( )t =f φ2(x[ ])φ′2(x)-f φ1(x[ ])φ′1(x).

比如,求 d
dx∫

x2

0
x2-( )tf ( )tdt,其中f( )t 为已知的连续函数.则

原式 = x2∫
x2

0
f( )tdt-∫

x2

0
tf ( )td[ ]t′=2x∫

x2

0
f( )tdt+x2f(x2)·2x-x2f(x2)·2x

=2x∫
x2

0
f( )tdt.

(4)牛顿—莱布尼兹公式

若f(x)在 [a,b]上连续,则∫
b

a
f(x)dxF′(x)=f(x)F(x)b

a =F(b)-F(a).

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】刚才已经说到,间断函数也可能有原函数,例如,

f(x)=
2xsin1x -cos1x

,x≠0

0,x=
{

0

在x=0不连续,但显然F(x)=
x2sin1x

,x≠0

0,x=
{

0
是f(x)的一个原函数,因为

f(x)是在 [0,1]上只有一个间断点 (x=0)的有界函数,所以可积,从而∫
1

0
f(x)dx=

F(x)1
0 =sin1.

这里用到了牛顿—莱布尼兹公式的推广:在积分区间 [a,b]上只有有限个间断点

的被积函数f(x),只要原函数在 [a,b]上连续,牛顿—莱布尼兹公式仍有效.

5.反常积分的概念与存在

(1)无穷区间上反常积分的概念与存在

①∫
+∞

a
f(x)dx的定义  ∫

+∞

a
f(x)dx=lim

b→+∞∫
b

a
f(x)dx.

若上述极限存在,则称反常积分∫
+∞

a
f(x)dx收敛,否则称为发散.

②∫
b

-∞
f(x)dx的定义  ∫

b

-∞
f(x)dx=lim

a→-∞∫
b

a
f(x)dx.

若上述极限存在,则称反常积分∫
b

-∞
f(x)dx收敛,否则称为发散.

③∫
+∞

-∞
f(x)dx的定义  ∫

+∞

-∞
f(x)dx=∫

+∞

c
f(x)dx+∫

c

-∞
f(x)dx.
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若右边两个反常积分都收敛,则称反常积分∫
+∞

-∞
f(x)dx收敛,否则称为发散.

(2)无界函数的反常积分的概念与存在

①若b是f(x)的唯一奇点,则无界函数f(x)的反常积分∫
b

a
f(x)dx定义为

∫
b

a
f(x)dx=lim

ε→0+∫
b-ε

a
f(x)dx

若上述极限存在,则称反常积分∫
b

a
f(x)dx收敛,否则称为发散.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】这里我们发现,说到b是f(x)的奇点,即x=b为f(x)的无穷间断点,这时

f(x)是一个无界函数了,积分∫
b

a
f(x)dx还有可能存在;细心的同学可能会联想到,前

面我们不是说:“∫
b

a
f(x)dx存在的必要条件是f(x)有界”吗? 这不是矛盾了吗? 怎么

解释呢? 事实上,请注意,我们在前面就强调了,那里的∫
b

a
f(x)dx被称为定积分(黎曼

积分),而这里的∫
b

a
f(x)dx被称为反常积分,它们并不是一个概念.所以,没有任何矛

盾.只是当你读完这一段后,最好今后在提到积分存在时,特别强调一下,是定积分存

在(黎曼可积,常义可积),还是反常积分存在(广义可积).

②若a是f(x)的唯一奇点,则无界函数f(x)的反常积分∫
b

a
f(x)dx定义为

∫
b

a
f(x)dx=lim

ε→0+∫
b

a+ε
f(x)dx.

若上述极限存在,则称反常积分∫
b

a
f(x)dx收敛,否则称为发散.

③若c∈ (a,b)是f(x)的唯一奇点,则无界函数f(x)的反常积分∫
b

a
f(x)dx定义为

∫
b

a
f(x)dx=∫

c

a
f(x)dx+∫

b

c
f(x)dx.

若上述右边两个反常积分都收敛,则称反常积分∫
b

a
f(x)dx收敛,否则称为发散.

4.1.2 一元积分学的计算

1.凑微分法

(1)基本思想∫f g(x[ ])g′(x)dx=∫f g(x[ ])dg(x[ ])=∫f(u)du
当被积函数比较复杂时,拿出一部分放到d后面去,若能凑成∫f(u)du的形式,则凑微
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分成功.比如,∫ln
5x
x dx=∫ln5x 1

xdx =∫ln5xdln( )x =ln
6x
6 +C.

(2)归纳总结凑微分的思维结构

①熟练掌握教材中的基本积分公式及常用的凑微分公式.比如能熟练计算下面这种

题目:

∫ x
4-x3

dx= 23∫ dx
3
2

4- x( )
3
2 2

= 2
3∫ dx

3
2

2· 1- 1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

2
= 2
3∫

d 12x
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

1- 1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

2
=

2
3arcsin

1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2 +C

②当被积函数可分为f(x)g(x)或f(x)
g(x)

时,其中f(x)较复杂时,对f(x)求导数(或其

主要部分求导),一般得到g(x)的倍数,既可以是常数倍,也可以是函数倍,从而凑微分进行

计算.即:若f(x)=Ag(x),则df(x)=Ag(x)dx,于是

I=∫f(x)g(x)dx= 1A∫f(x)Ag(x)dx= 1A∫f(x)df(x).
当对f(x)求导得不到g(x)的倍数时,考虑“被积函数的分子分母”,同乘以或同除以一

个适当的因子,恒等变形以达到凑微分的目的.一般而言,因子应根据题设函数给出,常用

的有eαx,xβ,sinx,cosx等.比如能熟练计算下面这种题目:计算∫ cos2x-sinx
cosx(1+cosxesinx)

dx.

由于 (cosxesinx)′=-sinxesinx +cos2xesinx = cos2x-sin( )xesinx ,则

dcosxesin( )x = cos2x-sin( )xesinxdx

于是,I=∫ cos2x-sin( )xesinx
cosxesinx 1+cosxesin( )x dx=∫ dcosxesin( )x

cosxesinx 1+cosxesin( )x

=∫ 1
cosxesinx - 1

cosxesinx +
æ

è
ç

ö

ø
÷

1dcosxe
sin( )x =ln cosxesinx

1+cosxesinx +C

2.换元法

(1)基本思想

∫f(x)dx x =g(u
—————

)

∫f g(u[ ])dg(u[ ])
u=g-1(x)

=∫f g(u[ ])g′(u)du
u=g-1(x)

当被积函数不容易积分(比如含有根式,含有反三角函数)时,可以通过换元的方法从d

后面拿出一部分放到前面来,就成为∫f g(u[ ])g′(u)du的形式,若f g(u[ ])g′(u)容易积

分,则换元成功.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】x=g(u)需是单调可导函数,且不要忘记计算完后用反函数u=g-1(x)回

代.
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(2)归纳总结换元法的思维结构

最核心的是把握住常用的典型代换法.
①三角函数代换———当被积函数含有如下根式时,可作三角代换.

a2-x2 →x=asint,t < π2

a2+x2 →x=atant,t < π2

x2-a2 →x=asect,0<t< π2
(x>a

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )

②恒等变形后作三角函数代换———当被积函数含有根式 ax2+bx+c 时,可化为以

下三种形式 φ2 ( )x +k2,φ2 ( )x -k2,k2-φ2 ( )x ,再做三角代换.

③根式代换———当被积函数含有根式
n

ax+b, ax+b
cx+d

, aebx +c 等时,一般令根

式 =t(因为事实上,很难通过根号内换元的办法凑成平方,所以根号无法去掉).对既含有
n

ax+b,也含
m

ax+b,一般取m,n的最小公倍数l,令l ax+b=t.

④倒代换———当被积函数分母的幂次比分子高两次及以上时,作倒代换,令x= 1t .

⑤复杂函数的直接代换———当被积函数中含有ax,ex,lnx,arcsinx,arctanx 等时,可考

虑直接令复杂函数=t,值得指出的是,当lnx,arcsinx,arctanx与Pn ( )x 或eαx 作乘除时,优
先考虑分部积分法.

比如能熟练计算下面这种题目:计算∫ dx
2x+( )1 3+4x-4x2

.

由于 3+4x-4x2 = 4- 2x-( )1 2,令2x-1=2sint,

则I=∫ costdt
2sint+( )22cost= 14∫ dt

1+sint= 14∫1-sint
1-sin2t

dt= 14∫1-sint
cos2tdt

= 14
tant- 1

cos
æ

è
ç

ö

ø
÷

t +C

——
回代 1

4
2x-1

3+4x-4x2
- 2
3+4x-4x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +C.

3.分部积分法

(1)基本思想

∫udv=uv-∫vdu,一目了然,这个方法主要适用于求∫udv比较困难,而∫vdu比较容易

积分的情形.
什么函数积分后会“简单”些? 宜取作v;什么函数微分后会“简单”些? 宜取作u.选取

的一般原则是 (以下Pn(x)为x的n 次多项式):

① 被 积 函 数 为 Pn(x)ekx,Pn(x)sinax,Pn(x)cosax 等 形 式 时,一 般 来 说 选
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取u=Pn(x);

②被积函数为eaxsinbx,eaxcosbx 等形式时,u可以取其中两因子中的任意一个;

③被积函数为 Pn(x)lnx,Pn(x)arcsinx,Pn(x)arctanx 等形式时,其中一般分别选取

u=lnx,u=arcsinx,u=arctanx.

(2)分部积分法的推广公式与∫Pn(x)ekxdx,∫Pn(x)sinaxdx,∫Pn(x)cosbxdx

【例4.5】设函数u与v具有直到第(n+1)阶的连续导数,并根据分部积分公式∫udv=

uv-∫vdu,请证明:

∫uv(n+1)dx=uv(n)-u′v(n-1)+u″v(n-2)-…+(-1)nu(n)v+(-1)n+1∫u(n+1)vdx.

【证明】在公式∫udv=uv-∫vdu中以v(n)代替v,则

∫uv(n+1)dx =∫udv(n)=uv(n)-∫v(n)du=uv(n)-∫u′v(n)dx

同理可得

∫u′v(n)dx=u′v(n-1)-∫u″v(n-1)dx

∫u″v(n-1)dx=u″v(n-2)-∫u″′v(n-2)dx

……

∫unv′dx=u(n)v-∫u(n+1)vdx

联立以上式子,并保留第一个和最后一个积分(上面打框的积分),便可得到分部积分法

的推广公式:

∫uv(n+1)dx =uv(n)-u′v(n-1)+u″v(n-2)-...+(-1)nu(n)v+(-1)n+1∫u(n+1)vdx

对于∫Pn(x)ekxdx,∫Pn(x)sinaxdx,∫Pn(x)cosbxdx三种积分,其中Pn(x)是x的n 次

多项式(n为正整数),令u=Pn(x),则u(n+1)=0,于是积分便可顺利算出.

比如,求不定积分∫(x3+2x+6)e2xdx.

令u=x3+2x+6=P3(x),则n=3,u′=3x2+2,u″=6x,u‴=6,u(4)=0;且令

v(4)=e2x ,则v‴ = 12e
2x,v″= 14e

2x,v= 18e
2x .

根据上述分部积分法的推广公式直接计算.

原式 = (x3+2x+6)12e
2æ

è
ç

ö

ø
÷

x -(3x2+2)14e
2æ

è
ç

ö

ø
÷

x +6x· 1
8e

2æ

è
ç

ö

ø
÷

x -6· 1
16e

2æ

è
ç

ö

ø
÷

x +
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∫0· 1
16e

2æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx= (12x
3-34x

2+74x+178
)ex +C.

4.有理函数的积分

(1)定义 形如∫Pn ( )x
Qm ( )x dxn<( )m 的积分称为有理函数的积分.

(2)方法 先将Qm ( )x 因式分解,再把 Pn ( )x
Qm ( )x

拆成若干最简有理分式之和.

(3)分解的基本原则

①Qm ( )x 的一次因式 ax+( )b 产生一项 A
ax+b

;

②Qm ( )x 的k重因式 ax+( )b k 产生k项,分别为

A1

ax+b+
A2

ax+( )b 2+…+
Ak

ax+( )b k;

③Qm ( )x 的二次单因式px2+qx+r产生一项 Ax+B
px2+qx+r

;

④Qm ( )x 的k重二次因式 px2+qx+( )r k 产生k项

A1x+B1

px2+qx+r+ A2x+B2

px2+qx+( )r 2+…+ Akx+Bk

px2+qx+( )r k

5.反常积分敛散性的判别

在考试大纲中,反常积分敛散性判别的要求并不高,但是近几年却经常出现考题,且题

目出得还比较难,从这个角度说,我们还是要比较仔细深入地来研究一下这个问题.
重要结论

(1)无穷区间的反常积分∫
+∞

1

dx
xp
:在p>1时收敛,在p≤1时发散;

(2)无界函数的反常积分∫
1

0

dx
xp
(奇点x=0):在p<1时收敛,在p≥1时发散.

4.2 典型例题分析

4.2.1 一元积分学的基本概念与应用

【例4.6】f( )x =
x2+1,x≤0

cosx+π4
,x>{ 0

, ( )F x =∫
x

-1
f( )tdt,则(  )

(A)F(x)为f(x)的一个原函数

(B)F(x)在(-∞,+∞)上可微,但不是f(x)的原函数

(C)F(x)在(-∞,+∞)上不连续
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(D)F(x)在(-∞,+∞)上连续,但不是f(x)的原函数

【分析与解答】选(D).请看通常的解法:

求积分并用连续性确定积分常数,可得

( )F x =
∫

x

-1
x2+( )1dx= 13x

3+x-43
,x≤0

∫
0

-1
x2+( )1dx+∫

x

0
cosx+πæ

è
ç

ö

ø
÷

4 dx=sinx+π4x-43
,x>

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 0

但是,F′+ ( )0 =lim
x→0+

sinx+π4x-æ

è
ç

ö

ø
÷

4
3 - -æ

è
ç

ö

ø
÷

4
3

x-0 =1+π4
,

F′- ( )0 =lim
x→0-

1
3x

3+x-æ

è
ç

ö

ø
÷

4
3 - -æ

è
ç

ö

ø
÷

4
3

x-0 =1

⇒F′+ ( )0 ≠F′- ( )0 .根据原函数定义, ( )F x 不是f ( )x 在 -∞,+( )∞ 上的原函数 .
请考生看看,我们还有更好的方法解决这个问题吗? 事实上,由于f( )x 有第一类间断

点,所以 ( )F x 必然不是其原函数,而变限积分存在就必连续,所以答案自然选择(D).

【例4.7】f( )x =
2xcos1x2+2xsin

1
x2
,x≠0

0,x=

ì

î

í

ïï

ïï
0

, ( )F x =
x2cos1x2

,x≠0

0,x=

ì

î

í

ïï

ïï
0

.

则在 -∞,+( )∞ 内,下列正确的是(  )

( )Af( )x 不连续且不可微, ( )F x 可微,且为f( )x 的原函数

( )B f( )x 不连续,不存在原函数 ,因而 ( )F x 不是f ( )x 的原函数

( )Cf( )x 和 ( )F x 均为可微函数,且 ( )F x 为f ( )x 的一个原函数

( )D f( )x 连续,且 ( )F′ x =f( )x
【分析与解答】可以验证x=0为f( )x 的第二类间断点,因为:

lim
x→0

f( )x =lim
x→0
(2xcos1x2+2xsin

1
x2
)= 不存在 ,故x=0为f( )x 的第二类振荡间断

点,可能存在原函数.
通过计算:

F′( )0 =lim
x→0

x2cos1x2-0

x-0 =0,故 ( )F x 可微.即F′(x)=f(x),故(A)正确.

同样请考生自己得出此题的简捷做法.
【例4.8】设函数y=f( )x 在区间 -1,[ ]3 上的图形为:
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则函数 ( )F x =∫
x

0
f( )tdt的图形为(  )

(A) (B)

(C) (D)

  【分析与解答】本题有三个要点:第一,变限积分存在就必连续,故排除(B);第二,

f( )x 有两个第一类间断点,所以排除(A);第三, ( )F x =∫
x

0
f( )tdt过原点,排除(C).故答

案选择(D).

4.2.2 一元积分学的基本计算

【例4.9】求下列积分:

(1)∫lnsinxsin2xdx    
(2)∫ x+5

x2-6x+13
dx

(3)∫
1

0
x 1-xdx   (4)∫

π
2

-π2

(x3+sin2x)cos2xdx

(5)∫x3arccosx
1-x2

dx   (6)∫1-lnx
x-ln( )x 2dx  (7)∫

3π
4

0

dx
1+sin2x
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【分析与解答】
(1)答案 -cotx·lnsinx-cotx-x+C.
本题考查的知识点是不定积分的分部积分法,关键是选好u和dv.

令u=lnsinx,dxsin2x=dv,则du=cosxsinxdx=cotxdx,v=-cotx,于是

∫lnsinxsin2xdx=-cotx·lnsinx+∫cot2xdx
=-cotx·lnsinx+∫(csc2x-1)dx

=-cotx·lnsinx-cotx-x+C.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】本题是实考题,但是令我们惊讶的是,只有20% 左右的考生答对此题,分析原

因,一是部分考生记不住微分公式dcotx=- dx
sin2x

,二是部分考生先换元,令u=sinx,

得到积分∫lnuu2 ·
du
1-u2

,更不容易求解.少数考生漏掉常数C,复习不充分的考生的

基础可见一斑.

(2)答案 12ln
(x2-6x+13)+4arctanx-3

2 +C.

本题考查典型的有理函数的不定积分,首先凑微分,然后将分母配方.

∫ x+5
x2-6x+13

dx= 12 ∫d(x
2-6x+13)

x2-6x+13 +8∫ d(x-3)
(x-3)2+22

= 12ln
(x2-6x+13)+4arctanx-3

2 +C.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】考试结果表明,约有三分之一的考生没有答对,有的考生在凑微分时系数出

错,有的考生积分公式记错,误以为∫ du
u2+a2 =arctanu

a +C,漏掉 1
a
,还有少数考生

漏掉积分常数C.

(3)答案 4
15

因x=- (1-x)-[ ]1 ,从而可凑微分法.

∫
1

0
x 1-xdx=-∫

1

0
(1-x-1) 1-xdx=-∫

1

0
(1-x)

3
2dx+∫

1

0
(1-x)

1
2dx

= 25
(1-x)

5
2 1

0-23
(1-x)

3
2 1

0 = 4
15.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】本 题 还 有 如 下 解 法:令 1-x =t,则 原 式 =∫
1

0
(2t2 -2t4)dt =

(2
3t

3-25t
5)

1

0
= 4
15.
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(4)答案 π
8

本题考查定积分的性质和定积分的计算,由于是对称区间上的定积分,一般利用奇函

数,偶函数在对称区间上积分性质简化计算,本题还用到了华里士公式,见本题后面的注.

∫
π
2

-π2

(x3+sin2x)cos2xdx=2∫
π
2

0
sin2xcos2xdx=2∫

π
2

0
(sin2x-sin4x)dx

=2(π4- 3
4·2

·π
2
)= π8.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】有些常用的重要公式希望考生熟记:

基本公式:∫
π
4

0
sinxdx=1- 2

2
,∫

π
2

π
4
sinxdx= 2,∫

π
2

0
sinxdx=1,∫

π

0
sinxdx=2;

华里士公式:∫
π
2

0
sinnxdx=∫

π
2

0
cosnxdx=

n-1
n

n-3
n-2

… 1
2
·π
2
,n为正的偶数

n-1
n

n-3
n-2

… 2
3
,n为大于1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 的奇数

∫
π

0
sinnxdx=2∫

π
2

0
sinnxdx;∫

π

0
cosnxdx=

2∫
π
2

0
cosnxdx,n为偶数

0,n
{

为奇数

∫
2π

0
sinnxdx=∫

2π

0
cosnxdx=

4∫
π
2

0
sinnxdx,n为偶数

0,n
{

为奇数

∫
π
2

0
f(sinx)dx=∫

π
2

0
f(cosx)dx;∫

π

0
f(sinx)dx≠∫

π

0
f(cosx)dx

∫
π

0
xf sin( )x dx= π2∫

π

0
fsin( )x dx=π∫

π
2

0
fsin( )x dx

(5)答案 -13 1-x2(x2+2)arccosx-19x
(x2+6)+C.

此题计算量大些,考虑用分部积分法.

先计算∫ x3

1-x2
dx:

∫ x3

1-x2
dx=∫x3-( )x +x

1-x2
dx=-∫x 1-x2dx+∫ x

1-x2
dx

= 12∫ 1-x2d(1-x2)-12∫ 1
1-x2

d(1-x2)

= 13
(1-x2)

3
2 - 1-x2 +C=-13 1-x2(x2+2)+C.

然后分部积分,留arccosx,移 x3

1-x2
到d后面,即
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∫x3arccosx
1-x2

dx=-13∫arccosxd 1-x2(x2+2( ))

=-13 1-x2(x2+2)arccosx+13∫1-x2(x2+2)- 1
1-x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx

=-13 1-x2(x2+2)arccosx-13∫(x2+2)dx,
=-13 1-x2(x2+2)arccosx-19x

(x2+6)+C.

(6)答案 x
x-lnx+C.

由于 x-ln( )x′≠1-lnx,分子分母同时除以x2 ,⇒I=∫
1-lnx

x2

1-lnxæ

è
ç

ö

ø
÷

x
2dx

注意到 1-lnxæ

è
ç

ö

ø
÷

x ′=-1-lnx
x2 ⇒d1-lnxæ

è
ç

ö

ø
÷

x =-1-lnx
x2 dx

I=-∫
d1-lnxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

1-lnxæ

è
ç

ö

ø
÷

x
2 = 1

1-lnxx

+C= x
x-lnx+C.

(7)答案 1
2
arctan 2+ 2arctan1

2
.

一般会想到如下解法:用牛顿-莱布尼茨公式,令t=tanx,则x =arctant,dx=
dt
1+t2

,则

∫ dx
1+sin2x=∫

dt
1+t2

1+ t2
1+t2

=∫ dt
1+2t2

= 1
2∫

d(2t)
1+(2t)

2 = 1
2
arctan(2t)+C

= 1
2
arctan(2tanx)+C,

故 ∫
3π
4

0

dx
1+sin2x= 1

2
arctan(2tanx)

3π
4

0
=-1

2
arctan 2.

积分值为负,这无疑是错误的,但错在哪里呢?

因为由函数 1
2
arctan(2tanx)在x= π2 ∈

0,3π[ ]4 处无意义,可知 1
2
arctan(2tanx)

既不是 1
1+sin2x

在整个积分区间 [0,3π4
]上的原函数,在积分区间 [0,3π4

]上也不是连续
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的,故不符合牛顿-莱布尼茨公式及其推广的条件.

如果用换元法呢? 令t=tanx,则α=tan0=0,β=tan3π4 =-1.

所以∫
3π
4

0

dx
1+sin2x=∫

-1

0

dt
1+2t2 = 1

2
arctan(2t)

-1

0
=-1

2
arctan 2.

这当然是错的,错在哪里呢? 因为当t∈[-1,0]时,x=arctant之值不落在原积分区

间 [0,3π4
]上.

事实上,补救的办法是将积分区间拆开,

∫
3π
4

0

dx
1+sin2x=∫

π
4

0

dx
1+sin2x+∫

π
2

π
4

dx
1+sin2x+∫

3π
4

π
2

dx
1+sin2x

令x= π2-t,得∫
π
2

π
4

dx
1+sin2x=∫

π
4

0

dt
1+cos2t

令x= π2+t,得∫
3π
4

π
2

dx
1+sin2x=∫

π
4

0

dt
1+cos2t

由此,得∫
3π
4

0

dx
1+sin2x=∫

π
4

0

dx
1+sin2x+2∫

π
4

0

dx
1+cos2x= 1

2
arctan 2+ 2arctan1

2
.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】考生计算定积分时,一定要注意法则条件.

【例4.10】计算下列积分:

(1)∫
2

-1
[x]max{1,e-x}dx,其中,[x]表示不超过x的最大整数.

(2)∫
3

0
(x-1 + x-2 )dx.

(3)设f(x)=
1+x2,x≤0
e-x,x>{ 0

,求∫
3

1
f(x-2)dx.

(4)已知f(x)=
x,0≤x≤1
2-x,1<x≤{ 2

,求∫
2n+2

2n
f(x-2n)e-xdx, n=2,3,… .

【分析与解答】(1)因分段函数 [x]=
-1,-1≤x<0
0,0≤x<1
1,1≤x<

ì

î

í

ï
ï

ïï 2

,

max{1,e-x}=
e-x,-1≤x<0
1,0≤x≤{ 2

则由定积分的分段可加性得∫
2

-1
[x]max{1,e-x}dx=∫

0

-1
(-1)e-xdx+∫

1

0
0dx+∫

2

1
1dx=

2-e.

(2)因分段函数 x-1 + x-2 =

(1-x)+(2-x),0≤x≤1
(x-1)+(2-x),1≤x≤2
(x-1)+(x-2),2≤x≤

ì

î

í

ï
ï

ïï 3
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则由定积分的分段可加性得∫
3

0
(x-1 + x-2 )dx=∫

1

0
(3-2x)dx+∫

2

1
dx+∫

3

2
(2x

-3)dx=5.
(3)令t=x-2,则由定积分的分段可加性得,

∫
3

1
f(x-2)dx=∫

1

-1
f(t)dt=∫

0

-1
(1+t2)dt+∫

1

0
e-tdt= 73-1e .

(4)令t=x-2n,则由定积分的分段可加性与分部积分得,

∫
2n+2

2n
f(x-2n)e-xdx=∫

2

0
f(t)e-t-2ndt=e-2n∫

1

0
te-tdt+e-2n∫

2

1
(2-t)e-tdt=(1-e-1)2e-2n.

4.2.3 一元函数积分学的综合题

【例4.11】设n为大于1的整数,试证明不等式 (n-1)! <e(ne
)
n

<n!.

【分析与解答】欲证不等式等价于∑
n-1

k=1
lnk<1+n(lnn-1)<∑

n-1

k=1
ln(k+1),

因为y=lnx在 [1,n]上严格单调增加,所以在 [k,k+1]上有

lnk<lnx<ln(k+1),利用积分的分段可加性及y=lnx不恒为零,有

∑
n-1

k=1
lnk=∑

n-1

k=1∫
k+1

k
lnkdx<∫

n

1
lnxdx=∑

n-1

k=1∫
k+1

k
lnxdx<∑

n-1

k=1∫
k+1

k
ln(k+1)dx=∑

n-1

k=1
ln(k+1),

由分部积分法得∫
n

1
lnxdx =xlnx n

1-∫
n

1
dx=nlnn-n+1.

结合二者即得欲证的不等式成立.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】证明这类和式不等式的基本思想基于下列命题:

若函数f(x)在 [1,n]上单调增加,则有

f(1)+f(2)+…+f(n-1)≤∫
n

1
f(x)dx≤f(2)+f(3)+…+f(n);

若函数f(x)在 [1,n]上单调减少,则有

f(2)+f(3)+…+f(n)≤∫
n

1
f(x)dx≤f(1)+f(2)+…+f(n-1).

它的证明思想与本例相同.

【例4.12】设In =∫
π
4

0
tannxdx(n>1),证明:

(I)In +In-2 = 1
n-1

,并由此计算In;(II) 1
2(n+1)<

In < 1
2(n-1)

.

【分析与解答】(I)In +In-2 =∫
π
4

0
tannxdx+∫

π
4

0
tann-2xdx

=∫
π
4

0
tann-2x(tan2x+1)dx=∫

π
4

0
tann-2xsec2xdx

=∫
π
4

0
tann-2xdtanx= 1

n-1
.

—58—



    考研数学高等数学18讲

当n=2k时,I2k = 1
2k-1-I2k-2 = 1

2k-1-( 1
2k-3-I2k-4)

= … = 1
2k-1- 1

2k-3+ 1
2k-5- 1

2k-7+…+(-1)k π4
;

当n=2k+1时,I2k+1 = 1
2k- 1

2k-2+ 1
2k-4- 1

2k-6+…+(-1)kln22.

其中I1 =∫
π
4

0
tanxdx=-ln|cosx|

π
4

0
= 12ln2

, I0 =∫
π
4

0
dx= π4.

(II)由x∈ (0,π4
)时,0<tanx<1,于是

1
n+1=In+2+In <2In <In +In-2 = 1

n-1
,则 1
2(n+1)<

In < 1
2(n-1)

.

【例4.13】设In =∫
1

0
xn 1-x2dx,其中n为正整数,

(I)证明In =n-1
n+2

In-2 ;   (II)求lim
n→∞

In

In-1
.

【分析与解答】涉及极限符号“lim
n→∞
”和积分符号“∫

b

a
”的问题,在近些年的考研中是热

点,一般可以考虑夹逼准则.本题设置(I),是对(II)的求解给出提示.
(I)对该积分使用分部积分法:

In =∫
1

0
xn 1-x2dx=∫

1

0
xn-1·x 1-x2dx

=-13∫
1

0
xn-1d 1-x( )2

3
2

=-13x
n-1 1-x( )2

3
2

1

0
+n-1
3∫

1

0
1-x( )2

3
2xn-2dx

=n-1
3∫

1

0
1-x( )2

1
2xn-2dx-n-1

3∫
1

0
1-x( )2

1
2xndx

=n-1
3 In-2-n-1

3 In.

于是可得

In =n-1
n+2

In-2.

(II)由于

In =∫
1

0
x·xn-1 1-x2dx≤∫

1

0
xn-1 1-x2dx=In-1

即In ≤In-1 ,则In 单调递减,结合(Ⅰ)的结论,有

n-1
n+2

In-1 ≤n-1
n+2

In-2 =In ≤In-1.

该式各项同时除以In-1 >0,得

n-1
n+2≤

In

In-1
≤1.
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显然,lim
n→∞

n-1
n+2=1,故由夹逼准则,lim

n→∞

In

In-1
=1.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】本题第(II)问还有如下做法:S=lim
n→∞

In

In-1
=lim

n→∞

In-1

In-2
,故

S2 =lim
n→∞

In

In-1
lim
n→∞

In-1

In-2
=lim

n→∞

In

In-2
=1,于是S=1.

4.2.4 反常积分

反常积分主要考的是:一是计算,二是判敛.其中,计算就是在一道积分题目的求解过

程中,出现无穷区间或者瑕点,直接代入(做极限计算)即可;判敛才是难点,请考生掌握下面

的例题,即可达到要求.

【例4.14】(1)比较∫
1

0
lnt ln1+( )[ ]t ndt与∫

1

0
tn lntdt(n=1,2,…)的大小,说明理

由.

(2)记un =∫
1

0
lnt ln1+( )[ ]t ndt(n=1,2,…),求lim

n→∞
un .

【分析与解答】(1)当0≤t≤1时,0≤ln1+( )t ≤t.
所以0≤ lnt ln1+( )[ ]t n ≤tn lnt ,

因此∫
1

0
lnt ln1+( )[ ]t ndt≤∫

1

0
tn lntdt.

(2)由(1)知,0≤un =∫
1

0
lnt ln1+( )[ ]t ndt≤∫

1

0
tn lntdt,

因为∫
1

0
tn lntdt=-∫

1

0
tnlntdt=- tn+1

n+1
lnt

1

0+
1

n+1∫
1

0
tndt= 1

n+( )1 2,

又因为lim
n→∞∫

1

0
tn lntdt=0,由夹逼准则得lim

n→∞
un =0.

【例4.15】已知α>0,则对于反常积分∫
1

0

lnx
xαdx的敛散情况,判别正确的是(  )

(A)当α≥1时,积分收敛

(B)当α<1时,积分收敛

(C)敛散性与α的取值无关,必收敛

(D)敛散性与α的取值无关,必发散

【分析与解答】正确答案选择(B).
本题考查反常积分的敛散性的理论判别,是历届考生复习比较薄弱的知识点.

首先,考生需要掌握的已知结论是:对于无界函数的反常积分∫
1

0

dx
xp
(奇点x=0),在

p<1时收敛,在p≥1时发散;

根据上述结论,作如下讨论:
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当α<1时,取正数ε充分小,使得α+ε<1,

由于lim
x→0+

xα+εlnx
xα =lim

x→0+
xεlnx=lim

x→0+

lnx
x-ε =lim

x→0+

1/x
-εx-ε-1 =lim

x→0+

1
-εx

ε =0.

故,当x→0+ 时,1
xα+ε 是比lnx

xα 高阶的无穷大,于是∫
1

0

lnx
xαdx 收敛;

当α≥1时,由于lim
x→0+

xαlnx
xα = ∞ ,故,当x→0+ 时,1

xα 是比lnx
xα 低阶的无穷大,于是

∫
1

0

lnx
xαdx发散.

【例4.16】已知k>0,则对于反常积分∫
+∞

2

dx
x ln( )x k 的敛散情况,判别正确的是(  )

(A)当k>1时,积分发散

(B)当k≤1时,积分发散

(C)敛散性与k的取值无关,必收敛

(D)敛散性与k的取值无关,必发散

【分析与解答】正确答案选择(B).
本题考查反常积分的敛散性的计算判别法(即:是否收敛,通过计算结果来判别),同样

是历届考生复习比较薄弱的知识点,考生可回顾上例,那里使用的是理论判别法(即:是否收

敛,无法通过计算结果来判别,只能用已有结论做比较判别).

对于k=1,∫
+∞

2

dx
xlnx=∫

+∞

2

dlnx
lnx =lnlnx|+∞

2 =+∞,发散.

对于k≠1,k>0,∫
+∞

2

dx
x ln( )x k =∫

+∞

2

dlnx
ln( )x k = 1

1-k ln( )x 1-k
+∞

2

=
1

k-1
( )ln2 1-k,k>1

∞,     k<
{

1
故,当k>1时,积分收敛,当k≤1时,积分发散.
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第5讲 一元函数微分学的应用

导  语

导数的几何应用一般以小题(4分)或者大题(10分左右)的形式出现,其中,数学一多出

小题,而数学二、三则多出大题.导数的物理应用是数学一、二的专门内容.导数的经济应用

是数学三的专门内容.

大纲要求

1.函数的极值概念,用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法,函数最大值和最小

值的求法及其应用.
2.用导数判断函数图形的凹凸性(注:在区间 (a,b)内,设函数f(x)具有二阶导数,当

f″(x)>0时,f(x)的图形是凹的;当f″(x)<0时,f(x)的图形是凸的),求函数图形的拐

点以及水平、铅直和斜渐近线,描绘函数的图形.
3.(仅数学一、二)曲率、曲率圆与曲率半径的概念,计算曲率和曲率半径.
4.(仅数学一、二)导数的物理意义,用导数描述一些物理量.
5.(仅数学三)导数的经济意义,用导数工具求解简单的经济问题.

知识体系

一元函数微分学的应用

三点

极值点

最值点

ì

î

í

ï
ï

ïï拐点

两性
单调性

{凹凸性

一线:渐近线

水平渐近线

铅垂渐近线

斜渐近线

ì

î

í

ï
ï

ïï  

经济应用(仅数学三)
边际

弹性

需求、供给、成本、收益、

ì

î

í

ï
ï

ïï 利润

物理应用(仅数学一、二)
路程

速度

ì

î

í

ï
ï

ïï加速度

曲率与曲率圆(仅数学一、二

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

)
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5.1 考试内容分析

1.极值与最值

设函数f(x)在点x=x0的某邻域内有定义,如果对于该邻域内任何异于点x0的点x,

都有

f(x)<f(x0)(或f(x)>f(x0)),

则称函数f(x)在点x=x0 处取得极大值(或极小值)f(x0),极大值、极小值统称为极

值,使函数取得极值的点称为极值点.
设函数f(x)在某区间I上有定义,如果存在x0 ∈I,使得对于该区间I上任何异于点

x0 的点x,都有

f(x)<f(x0)(或f(x)>f(x0)),

则称函数f(x)在点x=x0 处取得最大值(或最小值)f(x0),最大值、最小值统称为最

值,使函数取得最值的点称为最值点.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)极值和最值是什么关系? 我们通过两个例子来看.
设f(x)=ex,x∈ 0,+[ )∞ .f(0)=e0=1为f(x)在 0,+[ )∞ 上的最小值,

f(x)≥f(0).但f(x)在 0,+[ )∞ 上没有极值.细致说来:首先,x=0不存在那种邻

域U(0),使x∈U(0)时f(x)≥f(0),因为x=0的左半邻域已超出f(x)的定义域.
其次,对于 0,+( )∞ 内的任意x0 ,不论U(x0)取得多么小,对于x∈U(x0),并不总

有f(x)≥f(x0),所以此f(x)在 0,+[ )∞ 上无极小值,易见也无极大值.所以,f(x)
在 0,+[ )∞ 上无极值.

设f(x)=3x-x3 ,有f′(x)=3(1-x2),f″(x)=-6x,f′(±1)=0,f″(±1)=
∓6,f(1)=2为极大值,f(-1)=-2为极小值.但该f(x)在 -∞,+( )∞ 上无最大

值,也无最小值.
由此可见,极值点并不一定是最值点,最值点也不一定是极值点.
但是,下面这个结论是正确的:如果f(x)在区间I上有最值点x0 ,并且此最值点

x0 不是区间I的端点而是I内部的点,那么此x0 必是f(x)的一个极值点.事实上,设

f(x0)为f(x)在I上的最大值点,则对一切x∈I,有f(x)≤f(x0),又因为x0为I内

部的点,故存在一个邻域U(x0)⊂I,当U(x0)⊂I时,f(x)≤f(x0).按极大值的定

义,f(x0)为f(x)的一个极大值.
(2)常有考生问:间断点可以是极值点吗? 答案是肯定的.举出以下四个例子供考

生分析.

①f(x)=
1,x=0
x ,x≠{ 0

,  x=0是f(x)的可去间断点,但它是f(x)的极大

值点.
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  ②f(x))=
1,x>0
-x,x≤{ 0

,x=0是f(x)的跳跃间断点,但它是f(x)的极小值点.

③f(x)=
-1, x=0
1
x2
, x≠{ 0

,x =0是f(x)的无穷间断点,但它是f(x)的极小

值点.

④f(x)=
2,  x=0

sin1x
, x≠{ 0

, x=0是f(x)的振荡间断点,但它是f(x)的极大

值点.

2.单调性与极值的判别

(1)单调性的判别

若y=f(x)在区间I上有f′(x)>0,则y=f(x)在I上严格单调增加;相应的,若

y=f(x)在区间I上有f′(x)<0,则y=f(x)在I上严格单调减少.
(2)一阶可导点是极值点的必要条件

设f(x)在x=x0 处可导,且在点x0 处取得极值,则必有f′(x0)=0.
(3)判别极值的第一充分条件

设f(x)在x=x0 处连续,在x0 某去心邻域U
°
(x0,δ)内可导,

①若当x∈ (x0-δ,x0)时f′(x)<0,当x∈ (x0,x0+δ)时f′(x)>0,则f(x)在

x=x0 处取得极小值;

②若当x∈ (x0-δ,x0)时f′(x)>0,当x∈ (x0,x0+δ)时f′(x)<0,则f(x)在

x=x0 处取得极大值;

③若f′(x)在 (x0-δ,x0)和 (x0,x0+δ)内不变号,则点x0 不是极值点.
(4)判别极值的第二充分条件

设f(x)在x=x0 处二阶可导,且f′(x0)=0,f″(x0)≠0.
①若f″(x0)<0,则f(x)在x0 取得极大值;

②若f″(x0)>0,则f(x)在x0 取得极小值.
上述第二充分条件可以推广为判别极值的第三充分条件.
(5)判别极值的第三充分条件

设f(x)在x0 处n阶可导,且f(m)(x0)=0(m=1,2,…,n-1),f(n)(x0)≠0(n≥2),则

①当n为偶数且f(n)(x0)<0时f(x)在x0 取得极大值;

②当n为偶数且f(n)(x0)>0时f(x)在x0 取得极小值.

3.凹凸性与拐点的概念

(1)凹凸性定义

设函数f(x)在区间I上连续,如果对I上任意x1 、x2 两点,恒有
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f(x1+x2
2

)<f(x1)+f(x2)
2

则称y=f(x)是I上的凹函数.
如果恒有

f(x1+x2
2

)>f(x1)+f(x2)
2

则称y=f(x)是I上的凸函数.
(2)拐点定义

连续曲线的凹弧与凸弧的分界点称为该曲线的拐点.

4.凹凸性与拐点的判别

(1)判别凹凸性的第一充分条件

设函数f(x)在I上二阶可导,

①若在I上f″(x)≥0,且不在任何子区间上取等号,则f(x)是I上的凹函数;

②若在I上f″(x)≤0,且不在任何子区间上取等号,则f(x)是I上的凸函数.
(2)判别凹凸性的第二充分条件

设f(x)在x0处n阶可导,且f(m)(x0)=0(m=2,···,n-1),f(n)(x0)≠0(n>2),
则当n为奇数时,x0,f(x0( )) 为拐点.

(3)二阶可导点是拐点的必要条件 
设f″(x0)存在,且点 x0,f(x0( )) 为曲线上的拐点,则f″(x0)=0.
(4)判别拐点的充分条件

设f(x)在点x=x0处连续,在点x=x0的某去心邻域U
°(x0,δ)内二阶导数存在,且在

该点的左右邻域内f″(x)变号(无论是由正变负,还是由负变正),则点 x0,f(x0( )) 为曲线

上的拐点.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(x0,f(x0))为曲线y=f(x)上的拐点时,并不要求f(x)在点x0 的导数存

在,如y=
3
x 在x =0的情形.

5.渐近线

(1)水平渐近线 
若lim

x→+∞
f( )x =y1 ,则y=y1 为一条水平渐近线;

若lim
x→-∞

f( )x =y2 ,则y=y2 为一条水平渐近线;

若lim
x→+∞

f( )x =lim
x→-∞

f( )x =y0 ,则y=y0 为一条水平渐近线.

(2)铅直渐近线

若lim
x→x+

0

f( )x = ∞ (或lim
x→x-

0

f( )x = ∞ ),则x=x0 为一条铅直渐近线.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】此处的x0 一般是函数的无定义点等.
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(3)斜渐近线

若lim
x→+∞

f( )x
x =k1 ,lim

x→+∞
f( )x -k1( )x =b1 ,则y=k1x+b1是曲线y=f( )x 的一条

斜渐近线.

若lim
x→-∞

f( )x
x =k2 ,lim

x→-∞
f( )x -k2( )x =b2 ,则y=k2x+b2是曲线y=f( )x 的一条

斜渐近线.

若lim
x→+∞

f( )x
x =lim

x→-∞

f( )x
x =k,lim

x→+∞
f( )x -( )kx =lim

x→-∞
f( )x -( )kx =b,则

y=kx+b是曲线y =f( )x 的一条斜渐近线.

6.最值或者取值范围问题(注意区分闭区间上与开区间内的不同提法和求法)
(1)求闭区间 a,[ ]b 上连续函数f(x)的最大值M 和最小值m
①求出f(x)在 (a,b)内的可疑点———驻点与不可导点,并求出这些可疑点处的函

数值;

②求出端点的函数值f(a)和f(b);

③比较以上所求得的所有函数值,其中最大者为f(x)在 a,[ ]b 上的最大值M ,最小者

为f(x)在 a,[ ]b 上的最小值m .

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】有时这类问题也可命制为“求连续函数f(x)在闭区间 a,[ ]b 上的值域

m,[ ]M ”.

(2)求开区间 (a,b)内连续函数f(x)的最值或者取值范围

开区间的问题要比闭区间复杂,一般需要全面地考查f(x)在区间内的性态,主要的思

考程序是:

①求出f(x)在 (a,b)内的可疑点———驻点与不可导点,并求出这些可疑点处的函

数值;

②用这些可疑点将区间 (a,b)划分为若干子区间,分别讨论子区间上的增减性;

③求单侧极限———若a,b为有限常数,则求lim
x→a+

f(x)与lim
x→b-

f(x);若a为 -∞ ,则求

lim
x→-∞

f(x);若b为+∞ ,则求lim
x→+∞

f(x).
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍
췍
췍
췍
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췍췍

  【注】这类问题有时没有最大值、最小值,而是求得其上界或者下界.
例如,讨论 ( )F x = 1+( )xln1+( )x -arctanx在x∈ 0,+( )∞ 时的取值范围.
【解】这个范围是开区间 0,+( )∞ ,令 ( )F x = 1+( )xln1+( )x -arctanx,

则 ( )F′ x =ln1+( )x +1- 1
1+x2 = x2

1+x2+ln1+( )x >0,是单调增函数,且

lim
x→0+

F(x)=F(0)=0,lim
x→+∞

F(x)=+∞ ,故 ( )F x 的取值范围是 0,+( )∞ .
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7.作函数图形
给出函数f(x),作图的一般程序为:
(1)确定函数f(x)的定义域,并考察它是否有奇偶对称性;
(2)求f′(x),f″(x),用①f(x)的无定义点,②f′(x)=0的点,③f′(x)不存在的点,

④f″(x)=0的点,⑤f″(x)=0不存在的点,将定义域划分为若干子区间,确定函数在各个子

区间上的单调性与凹凸性,进而确定函数的极值点和拐点;
(3)确定渐近线(如果有的话);
(4)作出函数图形.

8.经济应用(仅数学三)
(1)边际函数与弹性函数

①边际函数

设f(x)可导
数学上称f′(x)为一阶导数

经济学上称f′(x){ 为边际函数
,并称f′(x0)为f(x)在x=x0处的边际值.

②弹性函数

设y=f(x)可导,称η=lim
Δx→0

Δy/y
Δx/x=f′(x)xy =f′(x) x

f(x)
为f(x)的弹性函数,

其主要反映x变化所致f(x)变化的强弱程度或者叫灵敏度.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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  【注】作为练习,请考生推导下面一些典型函数的弹性(a,b,λ为常数):

(1)常量函数f(x)=C的弹性EC
Ex =0(C为常数);

(2)线性函数f(x)=ax+b的弹性E(ax+b)
Ex = ax

ax+b
;

(3)幂函数f(x)=axλ 的弹性E(axλ)
Ex =λ;

特别有f(x)=ax 的弹性为1,f(x)=a/x的弹性为-1;

(4)指数函数f(x)=beλx 得弹性E(beλx)
Ex =λx;

指数函数f(x)=baλx 的弹性E(baλx)
Ex =E(beλxlna)

Ex =λxlna.

(2)五个研究对象

①需求函数:设需求量为Q,价格为p,称Q=Q(p)为需求函数,且一般为单减函数.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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  【注】需求的价格弹性为η= p
Q
dQ
dp

(1)η= p
Q
dQ
dp
,从概念上说,由于dQ

dp<
0,故η<0

(2)当题设要求η>0时,我们取η=-p
Q
dQ
d

ì

î

í

ï
ï

ï
ï p
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②供给函数:设供给量为q,价格p,称q=q(p)为供给函数,且一般为单增函数.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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  【注】供给的价格弹性为η= p
q
dq
dp>

0.

③成本函数———总成本=固定成本+可变成本,即C(x)=C0+C1(x),边际成本为

C′(x).
④收益函数R(x),边际收益为R′(x).
⑤利润函数L(x)=R(x)-C(x),边际利润为L′(x).

9.物理应用(仅数学一、二)
已知质点运动的距离s关于时间t的函数为s=s(t),称它为质点的运动方程(位移方

程),则其速度为:v=lim
Δt→0

Δs
Δt=s′(t);其加速度为:a(t)=lim

Δt→0

Δv
Δt=v′(t)=s″(t),这就是

导数的物理意义.

10.曲率与曲率半径

曲率的计算公式:设y( )x 二阶可导,则曲线y=y( )x 在其上点 x,y( )( )x 处的曲率

公式为

k= y″
1+y′( )2

3
2
.

曲率半径的计算公式R= 1k = 1+y′( )2
3
2

y″
(y″≠0)

5.2 典型例题分析

5.2.1 导数的几何应用

【例5.1】设f(x)在x0处n阶可导,且f(m)(x0)=0(m=1,2,···,n-1),f(n)(x0)≠
0(n≥2),证明:

(1)当n为偶数且f(n)(x0)<0时f(x)在x0 取得极大值;
(2)当n为偶数且f(n)(x0)>0时f(x)在x0 取得极小值.
【证明】n为偶数,令n=2k,构造极限

lim
x→a

f ( )x -f( )a
x-( )a 2k =

洛

lim
x→a

f ( )′ x
2k x-( )a 2k-1 =

洛

… =
洛

lim
x→a

f 2k-( )1 ( )x
2( )k ! x-( )a

=lim
x→a

f 2k-( )1 ( )x -f 2k-( )1 ( )a
2( )k ! x-( )a = 1

2( )k !f
2( )k ( )a ≠0

当f 2( )k ( )a <0时,由极限保号性⇒f( )x -f( )a
x-( )a 2k <0⇒f( )x <f( )a ,故a为极大值点;

当f 2( )k ( )a >0时,由极限保号性⇒f( )x -f( )a
x-( )a 2k >0⇒f( )x >f( )a ,故a为极小值点.
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【例5.2】设f(x)在x0 处n阶可导,且f(m)(x0)=0(m =2,…,n-1),f(n)(x0)≠0
(n>2),证明:当n为奇数时,x0,f(x0( )) 为拐点.

【证明】n为奇数,令n=2k+1,构造极限

lim
x→a

f ( )″ x
x-( )a 2k-1 =

洛

… =
洛

lim
x→a

f 2( )k ( )x
2k-( )1 ! x-( )a = lim

x→a

f 2( )k ( )x -f 2( )k ( )a
2k-( )1 ! x-( )a =

1
2k-( )1 !f

2k+( )1 ( )a ≠0,

当f 2k+( )1 ( )a >0时, f ( )″x
x-( )a 2k-1>0,但x→a+ 时,f ( )″x >0;x→a- 时,f″( )x <0,

故 a,f( )( )a 为拐点.
【例5.3】求函数f(x)=nx(1-x)n 在[0,1]上的最大值M(n)及lim

n→∞
M(n).

【分析与解答】容易求得f′(x)=n[1-(n+1)x](1-x)n-1,

f″(x)=n2[(n+1)x-2](1-x)n-2.令f′(x)=0,得驻点x0= 1
n+1∈

(0,1),且有

f″(x0)=-n2 n
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n-2

<0,则x0= 1
1+n

为f(x)的极大值点,且极大值f(x0)= n
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n+1
,

将它与边界点函数值f(0)=0,f(1)=0,比较得f(x)在[0,1]上的最大值 M(n)=f(x0)=
n
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n+1
,且有lim

n→∞
M(n)=lim

n→∞

n
n+1limn→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

n
-n

=1e.
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  【注】显然,f(x)=nx(1-x)n 在闭区间[0,1]上连续,且其最小值m =f(0)=

f(1)=0,则连续函数f(x)在[0,1]上的值域为[m,M],即 0, n
n+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
n+

[ ]
1

.

【例5.4】给出如下5个命题:
(1)若不恒为常数的函数f(x)在 (-∞,+∞)内有定义,且x0 ≠0是f(x)的极大值

点,则-x0 必是-f(-x)的极大值点;
(2)设函数f(x)在 [a,+∞)上连续,f″(x)在 (a,+∞)内存在且大于零,则F(x)=

f(x)-f(a)
x-a

在 (a,+∞)内单调增加;

(3)若函数f(x)对一切x都满足xf″(x)+3x[f′(x)]2=1-e-x ,且f′(x0)=0,x0≠
0,则f(x0)是f(x)的极大值;

(4)设函数y=y(x)由方程2y3-2y2+2xy-x2 =1所确定,则y=y(x)的驻点必

定是它的极小值点;
(5)设函数f(x)=xex ,则它的n阶导数f(n)(x)在点x0 =-(n+1)处取得极小值.
正确命题的个数为(  )
(A)2      (B)3      (C)4      (D)5
【分析与解答】对上述五个命题一一论证.
对于(1),只要注意到:若f(x)在点x0取到极大值,则-f(x)必在点x0处取到极小值,

故该结论错误;
对于(2),对任意x>a,由拉格朗日中值定理知,存在ξ∈ (a,x)使f(x)-f(a)=

f′(ξ)(x-a),则,
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F′(x)= 1
x-a

[f′(x)-f(x)-f(a)
x-a

]=f′(x)-f′(ξ)
x-a .

由f″(x)>0知,f′(x)在 (a,+∞)内单调增加,因此,对任意的x与ξ,a<ξ<x,
有f′(x)>f′(ξ),从而由上式得F′(x)>0,所以函数F(x)在(a,+∞)内单调增加,该结

论正确;

对于(3),因f′(x0)=0,故所给定的方程为f″(x0)=1-e-x0

x0
,显然,不论x0>0,还

是x0 <0,都有f″(x0)>0,于是由f′(x0)=0与f″(x0)>0得f(x0)是f(x)的极小值,
故该结论错误;

对于(4),对给定的方程两边求导,得3y2y′-2yy′+xy′+y-x=0,再求导,得
(3y2-2y+x)y″+(6y-2)(y′)2+2y′=1

令y′=0,则由上述第一式得y=x,再将此代入原方程有2x3-x2 =1,从而得y=
y(x)的唯一驻点x0=1,因x0=1时y0=1,把它们代入上述第二式得y″ (1,1)>0,所以

唯一驻点x0 =1是y=y(x)的极小值点,该结论正确;
对于(5),因为是求n阶导数f(n)(x)的极值问题,故考虑函数f(x)=xex 的(n+1)阶

导数f(n+1)(x),由高阶导数的莱布尼茨公式得

f(n)(x)=x(ex)(n)+n(ex)(n-1)= (x+n)ex ,
f(n+1)(x)= [x+(n+1)]ex ;f(n+2)(x)= [x+(n+2)]ex ,
令f(n+1)(x)=0,得f(n)(x)的唯一驻点x0=-(n+1);又因f(n+2)(x0)=ex>0,故

点x0 =-(n+1)是n阶导数f(n)(x)的极小值点,且其极小值为f(n)(x0)=-e-(n+1),该结

论正确.
故正确命题一共3个,答案选择(B).
【例5.5】(仅数学一、二)求曲线y=ex 上的最大曲率及其曲率圆方程.
【分析与解答】由y′=ex,y″=ex 得曲线y =ex 上任意点P(x,y)处的曲率

K = ex
(1+e2x)3/2

,

令dK
dx =e

x(1-2e2x)
(1+e2x)5/2 =0,得唯一的驻点x0=-12ln2

,因当x<-12ln2
时dK
dx>0

,

当x>-12ln2
时dK
dx<0

,故x0=-12ln2
为曲率K=K(x)的极大值点,亦必是最大值点,

且其最大曲率为,K x0 =e-12ln2(1+e-ln2)-32 = 2
33

.

其中,x0 =-12ln2
时,y(x0)= 1

2
,y′(x0)= 1

2
,y″(x0)= 1

2
,则曲线y=ex 上具有

最大曲率的点 (x0,y(x0))处的曲率圆的曲率半径R= 32 3
,

曲率中心 (ξ,η)为ξ=x0-y′(x0)[1+(y′(x0))2]
y″(x0) =-12

(3+ln2),

η=y(x0)+1+(y′(x0))2

y″(x0) =22.

它的曲率圆方程为 (x+12
(3+ln2))

2

+(y-22)
2
=274 .
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【例5.6】(仅数学一、二)位于上半平面向上凹的曲线y=y(x)在点 (0,1)处的切线斜

率为0,在点(2,2)处的切线斜率为1.已知曲线上任一点处的曲率半径与 y 及(1-y′2)的
乘积成正比,求该曲线方程.

【分析与解答】由已知,有y(0)=1,y′(0)=0,y(2)=2,y′(2)=1,

又 (1-y′2)
3
2

y″ =k y(1+y′2),

即 k yy″= 1+y′2 (因为曲线向上凹,所以,y″>0.)

令y′=p,y″=pp′,有k ypp′= 1+p2 , p
1+p2

dp= 1k
1
y
dy,得

1+p2 = 2k y +C,即 1+y′2 = 2k y +C,

代y(0)=1,y′(0)=0,y(2)=2,y′(2)=1,得k=2,C=0,

有 1+y′2 = y ,y′= y-1, dy
y-1

=dx,2 y-1=x+C1 ,代入y(0)=

1,C1 =0,

即 2 y-1=x,所以,y(x)=x2
4+1.

5.2.2 方程根的问题(又称为函数的零点问题)

【例5.7】设a为常数,f(x)=aex-1-x-x2
2
,则f(x)在区间(-∞,+∞)内的零点

个数情况为(  )
(A)当a>0时f(x)无零点,当a≤0时f(x)恰有一个零点

(B)当a>0时f(x)恰有两个零点,当a≤0时f(x)无零点

(C)当a>0时f(x)恰有两个零点,当a≤0时f(x)恰有一个零点

(D)当a>0时f(x)恰有一个零点,当a≤0时f(x)无零点

【分析与解答】正确答案选择(D).
本题考查一元微分学的应用,讨论函数的零点问题.

令g(x)=f(x)e-x =a-(1+x+x2
2
)e-x ,由于e-x>0,g(x)与f(x)的零点完全一

样,又g′(x)=x2
2e

-x≥0,且仅在一点x=0等号成立,故g(x)严格单调增,所以g(x)至

多有一个零点,从而f(x)至多有一个零点.
当a>0时,f(-∞)<0,f(+∞)>0,由连续函数零点定理,f(x)至少有一个零点,

至少、至多合在一起,所以f(x)正好有一个零点.

当a≤0,f(x)e-x =a-(1+x+x2
2
)e-x <0,f(x)无零点.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】有人说,g(x)严格单调增,则f(x)也会严格单调增,你说对吗? 如果成立,请
你给出严格证明,如果不一定成立,你能给出什么情形下成立,什么情形下不成立吗?
这个讨论很有意义.
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【例5.8】求方程karctanx-x=0不同实根的个数,其中k为参数.
【分析与解答】本题主要考查利用函数单调性、函数极值及函数的零点定理与渐进形态

讨论方程实根的存在性问题,由于方程中含有参数k,故要根据其不同取值范围进行讨论,
是一道综合题.

令f(x)=karctanx-x,则f(x)是 (-∞,+∞)内的奇函数,且f(0)=0,

f′(x)=k-1-x2
1+x2

,

当k-1≤0,即k≤1时,f′(x)<0(x≠0),f(x)在区间(-∞,+∞)内单调减少,
方程f(x)=0只有一个实根x=0;

当k-1>0,即k>1时,在区间 (0,k-1)内,f′(x)>0,f(x)单调增加;

在区间 (k-1,+∞)内,f′(x)<0,f(x)单调减少,所以f(k-1)是f(x)在

(0,+∞)内的最大值,从而f(k-1)>f(0)=0.

又因为lim
x→+∞

f(x)=lim
x→+∞

x(karctanxx -1)=-∞,

所以由函数的零点定理,存在ξ∈ (k-1,+∞),使得f(ξ)=0.
由f(x)是奇函数及其单调性可知:当k>1时,方程f(x)=0有且仅有3个不同的实

根x=-ξ,x=0,x=ξ.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】教育部考试中心指出,在k>1的讨论中,部分考生不能说明f(x)在区间(0,

+∞)内的最大值大于零,也不知道如何说明f(x)在区间(0,+∞)内具有函数值小于

零的点,从而不能得到正确结果.另外,不能正确地对k的取值范围进行讨论也是一种

常见的错误,如有的考生就分为k≤0和k>0两种情况进行讨论.

【例5.9】设当x>0时,方程kx+1x2 =1有且正好有一个根,求k的取值范围.

【分析与解答】令f(x)=kx+1x2-1
,f′(x)=k-2x3

,当k≤0时,则区间 (0,+∞)

为单调减区间,

f(0+)=+∞,f(+∞)=
-∞,k<0
-1,k={ 0

,所以当k≤0时,f(x)在区间(0,+∞)内存

在唯一零点.
除上述情形外,f(x)也可能有零点,还必须讨论.设k>0,令f′(x)=0,

得x0 =
3
2
k >0,f(x0)=3 kæ

è
ç

ö

ø
÷

2

2
3

-1,f″(x)= 6
x4 >0

,

所以f(x0)为区间(0,+∞)上的最小值,若f(x0)=3 kæ

è
ç

ö

ø
÷

2

2
3

-1=0,此x0为唯一正

根,此时k=29 3.
若f(x0)>0,则f(x)无正零点,若f(x0)<0,则f(x)有两个正零点,

均与要求不符,故k的取值范围应为 (-∞,0]∪ 2
9{ }3 .
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5.2.3 导数在物理上的应用(仅数学一、二)

【例5.10】落在平静水面的石头,产生同心波纹,若最外一圈波半径的增大率总是6米/
秒,问在2秒末扰动水面面积的增大率为   米2/秒.

【分析与解答】本题填144π.
本题考查导数的基本应用,是一道基础题.
设在t时刻最外圈波的半径为r(t),扰动水面面积为s(t),则s(t)=πr2(t),
故s′(t)=2πr(t)r′(t),由题知r′(t)=6,r(t)=6t,
所以s′(2)=2πr(2)·6=144π(米2/秒).
【例5.11】设一质点在单位时间内由点A 从静止开始作直线运动至点B 停止,两点A,B

间距离为1,证明该质点在 (0,1)内总有一时刻的加速度的绝对值不小于4.
【证明】设质点运动的距离y关于时间t的函数为y =y(t),0≤t≤1,则有

y(0)=0,y(1)=1,y′(0)=0,y′(1)=0.

将y(12
)在t=0与t=1处的一阶泰勒公式分别为

y(12
)=y(0)+y′(0)12-æ

è
ç

ö

ø
÷0 +12!y″

(ξ1)
1
2-æ

è
ç

ö

ø
÷0
2

= 18y″
(ξ1),0<ξ1 <

1
2
;

y(12
)=y(1)+y′(1)12-æ

è
ç

ö

ø
÷1 +12!y″

(ξ2)
1
2-æ

è
ç

ö

ø
÷1
2

=1+18y″
(ξ2),

1
2 <ξ2 <1.

若y(12
)≥ 12

,则由上述第一式得y″(ξ1)≥4;若y(12
)< 12

,由上述第二式得y″(ξ2)<

-4.证明完毕.

5.2.4 导数在经济上的应用(仅数学三)

【例5.12】设某产品的成本函数为C=aq2+bq+c,需求函数为q=1e
(d-p),其中C

为成本,q为需求量(即产量),p为单价,a,b,c,d,e都是正的常数,且d>b,求:
(1)利润最大时的产量及最大利润;
(2)需求对价格的弹性;
(3)需求对价格弹性的绝对值为1时的产量.
【分析与解答】(1)利润函数为L=pq-C= (d-b)q-(e+a)q2-c,
令L′= (d-b)-2(e+a)q=0,得q= (d-b)/2(e+a),
因L″=-2(e+a)<0,
所以当q= (d-b)/2(e+a)时,利润最大,最大值L= (d-b)2/4(e+a)-c.

(2)因为q′=-1e
,所以需求对价格的弹性为η=-p

qq′=-d-eq
q

(-1e
)=d-eq

eq
.

(3)由 η =1,得q= d
2e.

【例5.13】(I)已知一个生产周期内某产品的总成本C是产量x 的函数C(x)=αeβx ,其
中,α,β为正常数,试求使平均成本最小的产量;并求平均成本最小时的总成本的边际成本.
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(II)试讨论平均成本何时单调增加,何时单调减少.

【分析与解答】(I)生产一件产品时的平均成本C(x)=C(x)
x =αeβx

x .令

C′(x)= α
x2(βx-1)eβx =0,由此解得唯一的驻点x= 1

β
.由于

C″(x)x=1β =
(x2αβ2-2xαβ+2α)eβx

x[ ]3
x=1β

=αβ3e>0,

因而当产量x= 1
β

时,其平均成本为极小,因而它为最小.

当x= 1
β

时,由于C′(x)=αβeβx ,所以所求的总成本的边际成本为C′(1
β
)=αβe.

(II)令平均成本C(x)=C(x)
x

的导数C′(x)= C(x)æ

è
ç

ö

ø
÷

x ′=xC′(x)-C(x)
x2 =0,得边

际成本C′(x)等于平均成本C(x)
x .

若在某一产量x时,xC′(x)<C(x),则C′(x)<0.此时,平均成本将下降,这个数学

结论是符合经济直觉的,因为此时意味着第x+1件产品的成本小于平均成本,它的产出将

自然降低平均成本.反之,若在产量为x时,xC′(x)>C(x),则C′(x)>0,则平均成本上

升.其原因是第x+1件产品的成本超过了平均成本,它的生产自然是增大平均成本.
【例5.14】设一企业生产某产品的需求量Q 对价格P 的弹性η=2P2 ,而市场对该产品

的最大需求量为1(万件),该产品的生产成本为1
2Q+1,(I)求需求函数;(II)当P→+∞时

需求量是否趋于稳定;(III)设该产品的产量等于需求量,求该企业获得最大利润的需求量.

【分析与解答】(I)由需求对价格的弹性公式η=-P
Q
dQ
dP
,得dQ

Q =-2PdP,Q(0)=1,

积分后解得一阶常微分方程的初值问题的解,即需求函数Q=e-P2 .
(II)因 lim

P→+∞
Q= lim

P→+∞
e-P2 =0,故需求量Q 有稳定的趋势.

(III)该产品的利润函数,L=PQ- 1
2Q+æ

è
ç

ö

ø
÷1 = P-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 e

-P2 -1,

令dL
dP =e-P2(-2P2+P+1)=0,得驻点P1 =1,P2 =-12

(舍去),

因d
2L
dP2 =e-P2(4P3-2P2-6P+1),d

2L
dP2

P=1
=-3e-1 <0,

故P=1是利润函数的极大值点,也是其最大值点,所以当价格P=1时该企业的利润

最大,把P =1代入(I)的需求函数得企业获得最大利润时的需求量为Q=e-1.

—101—



    考研数学高等数学18讲

第6讲 一元函数积分学的应用

导  语
本部分内容大题(10分)、小题(4分)都常考,请熟记基本公式,并且在复习的过程中

做到:
(1)仔细读题,认真将题目中的文字叙述翻译成数学表达式;
(2)用好微元法;
(3)基本问题为主,不要做过于复杂的数学建模问题.

大纲要求

1.用定积分表达和计算平面图形的面积、旋转体的体积和函数的平均值.
2.(仅数学一、二)用定积分表达和计算平面曲线的弧长、旋转体的侧面积、平行截面面

积为已知的立体体积、功、引力、压力、质心、形心等.
3.(仅数学三)利用定积分求解简单的经济应用问题.
注:在考研中,这里所说的定积分可以推广到反常积分,尤其是无穷区间的反常积分.

知识体系

一元函数积

分学的应用

几何应用

平面图形面积

旋转体体积

函数的平均值

平面曲线的弧长(仅数学一、二)
旋转曲面面积(仅数学一、二)
平行截面面积为已知的立体体积(仅数学一、二

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

物理应用 (功、引力、压力、质心、形心)(仅数学一、二)

经济应用 (仅数学三

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

)

6.1 考试内容分析

假设以下曲线都是连续的.

1.用定积分表达和计算平面图形面积
(1)曲线y=y1 ( )x 与y =y2 ( )x 及x =a,x=b(a<b)所围成的平面图形的面积

A =∫
b

a
y1 ( )x -y2 ( )x dx.

(2)曲线x=x1 ( )y 与x =x2 ( )y 及y =c,y=d(c<d)所围成的平面图形的面积

A =∫
d

c
x1 ( )y -x2 ( )y dy.
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(3)曲线r=r1 ( )θ 与r=r2 ( )θ 与两射线θ=α与θ=β0<β-α≤2( )π 所围成的曲

边扇形的面积

A = 12∫
β

α
r12 ( )θ -r22 ( )θ dθ.

2.用定积分表达和计算旋转体体积
(1)曲线y=y( )x 与x =a,x=b(a<b)及x轴围成的曲边梯形绕x 轴旋转一周所

得到的旋转体体积

V =∫
b

a
πy2 ( )x dx.

(2)曲线y=y1 ( )x ≥0与y=y2 ( )x ≥0及x=a,x=b(a<b)所围成的平面图形

绕x轴旋转一周所得到的旋转体体积

V =π∫
b

a
y21 ( )x -y22 ( )x dx.

(3)曲线y=y( )x 与x =a,x=b(0≤a<b)及x轴围成的曲边梯形绕y 轴旋转一

周所得到的旋转体体积

Vy =2π∫
b

a
x y( )x dx.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】这个公式有时用起来很方便,现简单推导如下.
取 x,x+Δ[ ]x Δx>( )0 ,得到一个小竖条,如图6.1阴影区域所示,此小竖条绕

着y轴旋转一周,成为一个“圆柱壳”,将其沿任何一条竖线“切开”,可展开为一个“长方

体”,其体积为dVy =2πx y( )x dx,故Vy =2π∫
b

a
x y( )x dx.

图6.1

(4)曲线y=y1 ( )x 与y=y2 ( )x 及x=a,x=b(0≤a<b)所围成的图形绕y轴旋

转一周所成的旋转体体积

V =2π∫
b

a
x y1 ( )x -y2 ( )x dx.

3.用定积分表达和计算函数的平均值

设x∈ a,[ ]b ,函数y( )x 在 a,[ ]b 上的平均值为y = 1
b-a∫

b

a
y ( )x dx.

4.平面曲线的弧长(仅数学一、二)

(1)若平面光滑曲线L由参数式
x=x(t)

y=y(t{ )
(α≤t≤β)给出,则
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L=∫
β

α
x′(t[ ])2+ y′(t[ ])2dt.

(2)若平面光滑曲线L由 y=y(x)
x={ x

a≤x≤( )b 给出,则

L=∫
b

a
1+ y′(x)[ ]2 dx.

(3)若平面光滑曲线L由L:r=r( )θ α≤θ≤( )β 给出,则

L=∫
b

a
r(θ[ ])2+ r′(θ[ ])2dθ.

5.旋转曲面面积(仅数学一、二)
(1)曲线y=y( )x 在区间 a,[ ]b 上的曲线弧段绕x 轴旋转一周所得到的旋转曲面

面积

S=2π∫
b

a
y( )x 1+y′2 ( )x dx.

(2)曲线x= ( )xt ,y=y( )t α≤t≤β, ( )x′t ≠( )0 在区间 α,[ ]β 上的曲线弧段绕x
轴旋转一周所得到的旋转曲面面积

S=2π∫
β

α
y( )t x′2 ( )t +y′2 ( )t dt.

6.平行截面面积为已知的立体体积(仅数学一、二)
在区间 a,[ ]b 上,垂直于x 轴的平面截立体Ω 所得到的截面面积为x 的连续函数

( )A x ,则Ω 的体积为

V =∫
b

a
( )A x dx.

【例6.1】 设一个底面半径为3的圆柱体,被一个与圆柱的底面相交为 π
4
,且过底面直

径AB 的平面所截,求截下的楔形体的体积.
【分析与解答】建立坐标系如图6.2所示,垂直x轴的截面是直角三角形,

由题设条件,这个直角三角形的底边长为 32-x2 ,对边长为

32-x2tanπ4 = 32-x2 ,

故截面面积A = 12 3
2-x( )2 ,则V =∫

3

-3

1
2 3

2-x( )2 dx=18.

图6.2
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6.2 典型例题分析

6.2.1 几何应用

首先要能够判别以积分形式定义的函数的奇偶性、有界性、单调性、周期性等,这是一个

考点;然后就是面积和体积等常规考题了.
【例6.2】证明连续的奇函数的一切原函数都是偶函数;连续的偶函数的原函数中仅有一

个原函数是奇函数.

【分析与解答】设f(x)是连续函数,则其一个原函数为F(x)=∫
x

a
f(t)dt.若f(x)是连

续的奇函数,即有f(x)=-f(-x),且∫
a

-a
f(t)dt=0,则令t=-u得F(-x)=∫

-x

a
f(t)dt

=-∫
x

-a
f(-u)du=∫

a

-a
f(u)du+∫

x

a
f(u)du=0+F(x).

若f(x)是连续的偶函数,即有f(-x)=f(x),则令t=-u得

F(-x)=∫
-x

a
f(t)dt=-∫

x

-a
f(-u)du=-∫

a

-a
f(u)du-∫

x

a
f(u)du=-2∫

a

0
f(u)du-

F(x).只有当∫
a

0
f(u)du=0时,F(-x)=-F(x),即在连续的偶函数f(x)的原函数中仅

有一个原函数为奇函数.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】 根 据 本 题 的 结 论,你 能 判 别 当 f(x)为 连 续 函 数 时,∫
x

0
f(t2)dt,

∫
x

1
f(t)-f(-t[ ])dt,∫

x

0
f(t)+f(-t[ ])dt,∫

x

0
f(t)-f(-t[ ])dt分别是什么函数

(奇偶性)?

【答 案】∫
x

0
f(t2)dt,∫

x

0
f(t)+f(-t[ ])dt 为 奇 函 数;∫

x

0
f(t)-f(-t[ ])dt,

∫
x

1
f(t)-f(-t[ ])dt为偶函数.

【例6.3】证明f(x)=xe-x2∫
x

0
et
2
dt在 (-∞,+∞)上有界.

【分析与解答】由于et
2

是 (-∞,+∞)上的连续偶函数,所以∫
x

0
et
2
dt是连续的奇函数,

从而f(x)是 (-∞,+∞)上的连续偶函数,故只需证明f(x)在 [0,+∞)上有界,由洛必

达法则得,

lim
x→+∞

f(x)=lim
x→+∞

∫
x

0
et
2
dt

1
xe

x2
=lim

x→+∞

ex
2

2ex
2
-1x2e

x2
= 12

,

则由保号性知存在X>0,使当x>X 时,0<f(x)<1,即f(x)在(X,+∞)内有界,又
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因为f(x)在 [0,X]上连续,所以其在 [0,X]上有界,因此f(x)在 [0,+∞)上有界,从而

在 (-∞,+∞)上有界.
【例6.4】直线y=x将椭圆x2+3y2=6y分为两块,设小块面积为A,大块面积为B,

求 A
B

的值.

【分析与解答】直线与椭圆的交点为 (0,0),(32
,3
2
),则

A =∫
3
2

0
(6y-3y2 -y)dy=∫

3
2

0
(3· 1-(y-1)2 -y)dy=I1-I2,

令y-1=sint,则

I1 =∫
3
2

0
3 1-(y-1)2dy= 3∫

π
6

-π2
cos2tdt= 3(t2+14sin2t

)
π
6

-π2
= 3
3π+38

,

而I2 =∫
3
2

0
ydy= 98

,所以A =43π-9
12

,由于椭圆面积为 3π,

故B= 3π-43π-9
12 =83π+9

12
,从而有 A

B =4π-33
8π+33

.

【例6.5】设f(x)=lim
n→∞

x
e-nx -(x2+1)

,求曲线y=f(x)与直线y=-x
2

所围成平面

图形绕Ox 轴所旋转成旋转体的体积.
【分析与解答】先求f(x)的表达式,注意到函数ex 在x →+∞ 与x→-∞ 的极限,

可知,

f(x)=
0,x<0
-x

x2+1
,x>{ 0

,且lim
x→0

f(x)=0.

当x>0时,y=f(x)与y=-x
2

的交点坐标为x=1,且显然0<x<1时-x
2 >

-x
x2+1

,所以所求旋转体体积

∫
1

0
[π(-x

x2+1
)
2

-π(-x
2
)
2
]dx=π[∫

1

0
(-x
x2+1

)
2

dx-∫
1

0
(-x
2
)
2

dx]=π[(π8-14
)-

1
12
]= (π8-13

)π. 其中,令x=tant得,

∫
1

0

x2
(x2+1)2

dx=∫
π
4

0

tan2t
sec2tdt=∫

π
4

0

sec2t-1
sec2t dt= π4-∫

π
4

0
cos2tdt

= π4-∫
π
4

0

1+cos2t
2 dt= π4-12

(t+sin2t2
)

π
4

0
= π8-14.

【例6.6】设曲线y=e-12x sinx 在x≥0部分与Ox 轴所围成的平面区域记为σ,试求

平面区域σ绕Ox 轴旋转所得的旋转体体积V .
【分析与解答】函数y=e-12x sinx 的定义域只能是使sinx取正值的区间,即

x∈ [2kπ,(2k+1)π],k=0,1,2,… ,则平面区域σ绕Ox 轴旋转所得的旋转体体积为

V =lim
n→∞∑

n

k=0∫
(2k+1)π

2kπ
πe-xsinxdx,
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因为由分部积分得

∫e-xsinxdx=-e-xcosxdx-∫e-xcosxdx=-e-xcosx-e-xsinx-∫e-xsinxdx,

故得定积分

∫
(2k+1)π

2kπ
e-xsinxdx=-12

(cosx+sinx)e-x
(2k+1)π

2kπ
= 12

(1+e-π)e-2kπ,

于是所求的体积

V =lim
n→∞

π
2
(1+e-π)∑

n

k=0
e-2kπ = π2

(1+e-π)lim
n→∞

1-(e-2π)n
1-e-2π = π

2(1-e-π).

【例6.7】(仅数学一、二)对数螺线r=eaθ 相应于自θ=0到θ=φφ>( )0 的一段弧长

为    .

【分析与解答】L=∫
φ

0
r( )[ ]θ 2+ r′( )[ ]θ 2dθ=∫

φ

0
e2aθ +a2e2aθdθ

       = 1+a2∫
φ

0
eaθdθ= 1+a2

a eaφ -( )1 .

【例6.8】(仅数学一、二)(I)设曲线在极坐标下的方程为θ=f(r),a≤r≤b,f在[a,b]
上可导,求证:曲线的长度

L=∫
b

a
1+ rf ( )( )′r 2dr.

(II)已知曲线在极坐标下得方程为θ= 12
r+1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
,1≤r≤3,求其长度.

【分析与解答】本题是专门给数学一、二命制的求曲线弧长的计算型问题,设置的第一

问会给考生提示.对于数学一,曲线积分是家常便饭,但是数学二也请注意,曲线弧长计算也

是你们的重点.
(I)由曲线在极坐标下的方程为θ=f(r),a≤r≤b,写出该曲线的参数方程为

x=rcosf(r)

y=rsinf(r{ )
,a≤r≤b

于是

dx=cosf(r)dr-rf′(r)sinf(r)dr,

dy=sinf(r)dr+rf′(r)cosf(r)dr{ ,

故

(dx)2+(dy)2 = (dr)2+ rf′(r( ))2(dr)2

                = 1+ rf′(r( ))( )2 (dr)2

故 L=∫
b

a
1+ rf ( )( )′r 2dr.

(II)由题设,命f(r)= 12 r+1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
,则有

f′(r)= 12
1-1r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,rf′(r)= 12 r-1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
,
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L=∫
3

1
1+ rf′(r( ))2dr=∫

3

1
1+14

r-1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
2

dr= 12∫
3

1
r+1æ

è
ç

ö

ø
÷

r dr=2+12ln3.

6.2.2 物理应用(仅数学一、二)

【例6.9】设某容器形状是由曲线x=f(y)在Ox 轴上方部分绕Oy轴旋转而成的立体,

今按速率2tcm3/s往里面倒水,为使水平面上升速度恒为 2
πcm

/s,f(y)应是怎样的函数?

【分析与解答】设t时刻水平面高度为h=h(t),则h(0)=0,dhdt=2π
,因此,h=2πt

,

当水面高度为h时的水量为V(h)=∫
h

0
πf2(y)dy.

因此,dV
dh=πf2(h),由于dV

dt=dVdh
dh
dt=πf2(h)2π=2f2(h)及题设dV

dt=2t知f(h)

= t,所以f(2πt
)= t,由此解得f(y)= π

2y .

【例6.10】一椭圆形钢板正好垂直浸没于水(相对密度ρ=1)中,其短轴垂直于水面,长
轴长和短轴长分别为2a,2b,求椭圆形钢板一侧所受的静压力.

图6.3

【分析与解答】设x轴为水平面,椭圆形钢板占区域,如图6.3所示:

x2
a2+

(y+b)2
b2 ≤1 (-a≤x≤a,-2b≤y≤0),

在水深-y处,压强为(-y)ρg,故水深-y处的薄片[y,y+dy]上
受到的微静压力

dp= (-y)ρg·2xdy=-2gya 1-
(y+b)2

b2 dy

椭圆形钢板受到的总静压力

p=∫
0

-2b
dp=-2ga∫

0

-2b
y 1-

(y+b)2
b2 dy=-2ga∫

b

-b
(t-b) 1-t2

b2dt

=2bg∫
b

-b
a 1-t2

b2dt 
(∫

b

-b
为半个椭圆面积)=2bg·πab2 =πab2g.

【例6.11】设水的密度为1,现把一个半径为1,相对密度为0.1的均质球体放入水中.
(I)求该球体在水中的深度h应满足的方程;
(II)证明(I)所建立的方程在开区间 (0,2)内有唯一的实根h0 ;
(III)如果对该球体施加压力,把它的一半压入水中,求其克服浮力所做的功W 关于h0

的表达式.
【分析与解答】取该球体的球面在水下的最低点为坐标系的原点,过原点与球心的直线

为Ox 轴,且其正向取为垂直于水平面向上方向.
因球体在水中的深度为h,故水平面的方程为x=h,又球面在该平面坐标系Oxy的截

面圆方程为(x-1)2+y2=1.
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(I)由上述分析便知,球体在水下部分的体积

V =π∫
h

0
y2dx=π∫

h

0
[1-(x-1)2]dx=π(h2-13h

3),

因水的密度为1,由物理知识知,球体所受的浮力为π(h2-13h
3),它应该等于球体的重

量 4
3π×0.1= 2

15π
,化简得h应满足的方程为5h3-15h2+2=0.

(II)显然,函数f(h)=5h3-15h2+2在闭区间 [0,2]上连续,又f(0)=2>0,f(2)

=-18<0,则根据闭区间上连续函数的性质得方程5h3-15h2+2=0在开区间 (0,2)内

至少存在一个实根.
因为在0<h<2时,f′(h)=15h2-30h<0,故f(h)在0<h<2内严格单调减少,

于是方程5h3-15h2+2=0在(0,2)内有唯一实根h0 ,h0表示在不加外力时该球体放入水

中处于平衡状态时这个球体在水下的深度.

(III)将球体下压需克服浮力做功,注意到把球体下压dx,克服浮力π(x2-13x
3)所作

的微元功为dW =π(x2-13x
3)dx,则所求的克服浮力所做的功

W =π∫
1

h0

(x2-13x
3)dx =π(14-13h0

3+112h0
4).

6.2.3 经济应用(仅数学三)

【例6.12】设某顾客拥有某种消费品的数量为q时再购入一个单位数量,他愿意付出的

金额为D(q),且D 是q的连续函数,试推导该顾客为了拥有数量Q 的该消费品而愿意付出

的钱款.若D(q)=4(25-q2),试求顾客为了获得3个单位的消费品而愿意付出的总金额.
【分析与解答】一般来说,顾客已拥有某类商品越多,他们进一步购买该商品愿意付出

的价格就越低,故D(q)是q的减函数,假设顾客的购物过程分为n次进行,为此,将 [0,Q]
做一剖分

0=q0 <q1 < … <qi-1 <qi< … <qn =Q

则他们愿意付出的总款项为∑
n

i=1
D(qi-1)(qi-qi-1).

相应于剖分无限加密,我们可合理地认为:顾客为了获得数量Q 的该产品愿意付出的代

价为A =∫
Q

0
D(q)dq.

当D(q)=4(25-q2),Q=3时顾客愿意付出的总金额为A=∫
3

0
4(25-q2)dq=254.

【例6.13】已知某产品的总产量θ对时间t的变化率θ′(t)=225t-2e-15t (吨/天),θ(0)=0,
求

(I)投产后多少天平均日产量达到最大? 最大值是多少?
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(II)达到最大值后再生产30天,求这30天的平均日产量.

【分析与解答】(I)总产量θ(t)=∫
t

0
θ′(t)dt=∫

t

0

225
t2e

-15tdt=15e-15t t
0 =15e-15t .

因此生产t天后的平均日产量为f(t)=θ(t)
t =15te

-15t ,令f′(t)=15t-3(15-t)e-15t =0,

得驻点t=15.由于t>15时f′(t)<0;t<15时f′(t)>0,因此,t=15是平均日产量

f(t)唯一的极大值点,也是其最大值点,最大值为f(15)=e-1(吨/天).

(II)由于 1
30∫

45

15
θ′(t)dt= 1

30
[θ(45)-θ(15)]= 12

(e-13 -e-1),所以达到最大值后再生

产30天,这30天的平均日产量为 1
2
(e-13 -e-1)(吨/天).

6.2.4 综合题

【例6.14】设g(x)=lim
t→+∞

(xt+1
xt+2

)x3t,f(x)=∫
x

0
g(t)dt.

(I)证明y=f(x)为奇函数,并求其曲线的水平渐近线;
(II)求曲线y=f(x)与它所有水平渐近线及Oy 轴围成图形的面积.
【分析与解答】显然,g(0)=1,而当x≠0时由“1∞ ”型极限得

g(x)=lim
t→+∞

[(1- 1
xt+2

)
-(xt+2)

]
-1

xt+2x
3t

=e-x2 ,x≠0,其中,lim
t→+∞

x3t
xt+2=x2 ,则不论

x是否为零都有g(x)=e-x2,f(x)=∫
x

0
e-t2dt.

(I)因令t=-u有f(-x)=∫
-x

0
e-t2dt=-∫

x

0
e-u2du=-f(x),故f(x)为奇函数,

因lim
x→+∞

f(x)=∫
+∞

0
e-t2dt= π

2
,lim
x→-∞

f(x)=∫
-∞

0
e-t2dt=-∫

+∞

0
e-t2dt=- π

2
,

故y=f(x)有两条水平渐近线y=± π
2 .

(II)由所考虑的平面图形的对称性及分部积分法得所求的面积为

S=2∫
+∞

0
[π
2 -f(x)]dx =2∫

+∞

0
[π
2 -∫

x

0
e-t2dt]dx =2x (π2 -∫

x

0
e-t2dt)

+∞

0
+

2∫
+∞

0
xe-x2dx=1,其中,由洛必达法则得lim

x→+∞
x(π2-∫

x

0
e-t2dt)=lim

x→+∞

-e-x2

-x-2 =lim
x→+∞

x2

ex
2 =0,

而2∫
+∞

0
xe-x2dx=-∫

+∞

0
e-x2d(-x2)= (-e-x2)

+∞

0
=1.
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第7讲 中值定理

导  语

中值定理在考研数学中具有特殊的地位,因为它是考试大纲规定范围内为数不多的一

种逻辑推理问题,分析性和综合性强,对考生的数学能力要求较高.这一块内容几乎每年都

出10分或者11分的大题,但历来考题得分率不高.究其原因,主要是同学们对逻辑证明问

题比较怕,复习缺乏系统性和逻辑性,训练不到位.我们需要在这个问题上狠下工夫.

大纲要求

1.闭区间上连续函数的性质(有界性、最大值和最小值定理、零点定理和介值定理).
2.罗尔(Rolle)定理、拉格朗日(Lagrange)中值定理、柯西(Cauchy)中值定理、泰勒

(Taylor)定理(泰勒公式).

知识体系

中值定理

闭区间上连续函数的性质

有界性定理

最值定理

介值定理

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï零点定理

微分中值定理

费马定理

罗尔定理

拉格朗日中值定理

柯西中值定理

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï
泰勒公式

积分中值定理
基本定理

{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

加强形式

7.1 考试内容分析

1.有界性定理

设f(x)在 [a,b]上连续,则 f(x)≤M (M >0).

2.最值定理

设f(x)在[a,b]上连续,则m≤f(x)≤M ,其中,m,M 分别为f(x)在[a,b]上的最

小值与最大值.
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3.介值定理

设f(x)在 [a,b]上连续,则当m≤μ≤M 时,∃ξ∈ [a,b],使得f(ξ)=μ.

4.零点定理

设f(x)在 [a,b]上连续,则当f(a)·f(b)<0时,∃ξ∈ (a,b),使得f(ξ)=0.

5.费马定理

设f(x)满足在x0 点处
1)可导

2){ 取极值
,则f′(x0)=0.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
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췍
췍
췍
췍
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췍
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췍
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췍
췍 췍
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  【注】① 条件是结论成立的充分条件,而不是必要条件.
例如:y=x3 ,y′=3x2 ,令f ( )′ x =0⇒x=0,但显然f( )0 不是极值.
② 定理内容中的x0 为区间内的点.

③ 该定理可用于证明方程f( )x =0有一个根:找一个 ( )F x ,使 ( )F′ x =f( )x ,

然后去说明 ( )F x 在某点x0 处取得极值且F′ x( )0 存在,立即可以说明f x( )0 =0.
例如,证明达布定理:设f( )x 在 a,[ ]b 上可导,f ( )′a <c<f ( )′b ,则 ∃x0 ∈

a,( )b ,使f′ x( )0 =c.
【证明】构造函数 ( )F x =f( )x -cx,则 ( )F x 在 a,[ ]b 上连续,故 ( )F x 在 a,[ ]b

上一定有最小值,不妨设F x( )0 = min
a≤x≤b

( )F x ,

因 ( )F′a =f ( )′a -c<0, ( )F′b =f ( )′b -c>0,

( )F′a =lim
x→a+

( )F x - ( )F a
x-a <0,由极限保号性可知,

在 a,a+( )δ 内 ( )F x < ( )F a .

( )F′b =lim
x→b-

( )F x - ( )F b
x-b >0,同理可得在 b-δ,( )b 内,

( )F x < ( )Fb ,故x0 ≠a,x0 ≠b,故a<x0 <b,

即 ( )F x 在开区间 a,( )b 的内点处取得最小值,由费马定理可得F′ x( )0 =0,即

有f′ x( )0 =c.

6.罗尔定理

设f(x)满足以下三条

1)[a,b]上连续

2)(a,b)内可导

3)f(a)=f(b

ì

î

í

ï
ï

ïï )
,则 ∃ξ∈ (a,b),使得f′(ξ)=0.
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  【注】① 条件是结论成立的充分条件,而不是必要条件.
② 推论:在罗尔定理中,若f( )a =f( )b =0,让其相等的两函数值为0,则在

a,( )b 内必有一点ξ,使f′( )ξ =0,换个角度去阐述这句话,若方程f( )x =0有两个

根x1=a,x2=b,那么,方程f ( )′ x =0在 a,( )b 内至少存在一个根.此话等价于若方

程f ( )′ x =0在 a,( )b 内没有一个实根,即f ( )′ x ≠0,则f( )x =0在 a,[ ]b 上至多只

有一个实根.于是我们可得一个重要结论:若f ( )′ x =0在 a,( )b 内有且仅有m 个根,

则f( )x =0在 a,[ ]b 上至多只有 m+( )1 个根.
③ 应用

ⅰ)处理方程根的问题,证明f( )x =0有一个根,那么,去找 ( )F′ x =f( )x ,验证

( )F x 在某闭区间 a,[ ]b 上满足罗尔定理的条件,注意这与零点定理去证明方程根的

存在性不同.
ⅱ)证明适合某种条件ξ的存在性,这是本讲的核心重点与难点.
例如,证明方程2x -x2 =1有且仅有三个实根.
【证明】令f( )x =2x -x2-1,因f( )0 =0,f( )1 =0,

f( )2 =-1<0,f( )5 =6>0,则方程在 2,( )5 内至少有一个零点,即原方程至

少有三个实根,又

f ( )′ x =2xln2-2x,f ( )″ x =2xln22-2,f‴ ( )x =2xln32≠0,

从而得知原方程最多三个实根,故原题得证.

7.拉格朗日中值定理

设f(x)满足以下两条
1)[a,b]上连续

2)(a,b){ 内可导
,则∃ξ∈(a,b),使得f(b)-f(a)=f′(ξ)(b-a).
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  【注】① 结论还可以写成以下形式:

f( )b -f( )a =f′a+θb-( )[ ]a b-( )a ,0<θ<1.
因为无论a,b之间关系如何,ξ总介于a,b之间,

由于0<ξ-a
b-a=θ<1,得ξ=a+θb-( )a ,0<θ<1.

② 该定理是连接函数值与导函数之间的一座桥梁,所以,对于数轴上相邻二者之

间都可以使用:

不仅仅局限于f( )x 与f ( )′ x 之间.
③ 这是用途最广的一个中值定理,可用于:

ⅰ)证明某函数为常数.
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  例如:证明2arctanx+arcsin 2x
1+x2 =π(x≥1).

【证明】若f( )x 在某区间上的导函数恒为零,则该函数在此区间上必为常数.

设f( )x =2arctanx+arcsin 2x
1+x2

(x≥1),由于

f ( )′ x = 2
1+x2+ 1

1- 4x2/ 1+x( )[ ]2 2
·21+x( )2 -4x2

1+x( )2 2

= 2
1+x2+ 1

x2-( )1 2
· 2-2x2
1+x( )2 2 = 2

1+x2- 2
1+x2 =0,

故f( )x ≡c(常数),又因为f( )1 =π,所以c=π.
ⅱ)有界性的讨论(两道很经典的考题).
例:设f( )x 处处可导,则(  )
(A)当lim

x→-∞
f( )x =-∞ ,必有lim

x→-∞
f ( )′ x =-∞

(B)当lim
x→-∞

f ( )′ x =-∞ ,必有lim
x→-∞

f( )x =-∞

(C)当lim
x→+∞

f( )x =+∞ ,必有lim
x→+∞

f ( )′ x =+∞

(D)当lim
x→+∞

f ( )′ x =+∞ ,必有lim
x→+∞

f( )x =+∞

【分析与解答】答案为(D)选项,证明如下:设lim
x→+∞

f ( )′ x =+∞ ,则存在x0>0,当

x>x0 时,f ( )′ x >k(正常数),

由拉氏定理可得 f( )x -f x( )0 =f′( )ζ x-x( )0 >kx-x( )0  x0<ζ<x,

故f( )x >f x( )0 + x-x( )0 ,从而lim
x→+∞

f( )x =+∞ .

(A)(C)取f( )x =x,(B)取f( )x =x2 ,就可排除.
例:设f( )x 在 0,+( )∞ 内有界且可导,则(  )
(A)当lim

x→+∞
f( )x =0时,必有lim

x→+∞
f ( )′ x =0

(B)当lim
x→+∞

f( )x =0存在时,必有lim
x→+∞

f ( )′ x =0

(C)当lim
x→0+

f( )x =0时,必有lim
x→0+

f ( )′ x =0

(D)当lim
x→0+

f ( )′ x 存在时,必有lim
x→0+

f ( )′ x =0

【分析与解答】关于(B)的正确性证明如下:

在 0,+( )∞ 内任取一点x,f( )x 在 x,x+[ ]1 上满足拉格朗日定理条件,

故f x+( )1 -f( )x =f′( )ζ  ζ∈ x,x+( )1 .
当x→+∞ 时,ζ→+∞ .因lim

x→+∞
f( )x 存在,

lim
x→+∞

f′( )ζ =lim
x→+∞

f x+( )1 -lim
x→+∞

f( )x =0,
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  因此,lim
x→+∞

f ( )′ x =0.

取f( )x =sinx,可知(C)(D)不正确;取f( )x =sinx
2

x
,知(A)不正确.

8.柯西中值定理

设f(x),g(x)满足

1)[a,b]上连续

2)(a,b)内可导

且g′(x)≠

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

,则 ∃ξ∈ (a,b),使得f(b)-f(a)
g(b)-g(a)=f′(ξ)

g′(ξ)
.
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  【注】①定理中如果g( )x =x,那么就成了拉格朗日中值定理,这里易犯的一个错

误就是在证明定理时,不少考生分别对f( )x ,g( )x 在 a,[ ]b 上分别应用拉格朗日

定理.

f( )b -f( )a
g ( )b -g( )a =f′( )ξ b-( )a

g′( )ξ b-( )a =f′( )ξ
g′( )ξ

,其中a<ξ<b.

错误的原因在于分子、分母中的两个ξ不一样,所有的中值定理只说明了ξ的存

在性.
②作用:用来证明不等式及适合某种条件ξ的存在性,涉及两个不同函数改变量与

其在某点导数关系的命题需用柯西中值定理.

9.泰勒公式

(1)带拉格朗日余项的n阶泰勒公式

设f(x)在 [a,b]上n阶导数连续,(a,b)内具有n+1阶导数,则

f(x)=f(x0)+f′(x0)(x-x0)+12!f″
(x0)(x-x0)2+…+1n!f

(n)(x0)(x-x0)n+

f(n+1)(ξ)
(n+1)!

(x-x0)n+1

(2)带佩亚诺余项的n阶泰勒公式

设f(x)在点x0 处n阶可导,则

f(x)=f(x0)+f′(x0)(x-x0)+12!f″
(x0)(x-x0)2+…+1n!f

(n)(x0)(x-x0)n+

o((x-x0)n)
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  【注】当x0 =0时的泰勒公式称为麦克劳林公式,就是

f(x)=f(0)+f′(0)x+f″(0)
2! x2+…+f(n)(0)

n! xn +f(n+1)(ξ)
(n+1)!

xn+1

f(x)=f(0)+f′(0)x+f″(0)
2! x2+…+f(n)(0)

n! xn +o(xn

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )
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  【注】① 泰勒公式中带拉格朗日余项,可以用来证明适合某种条件ξ的存在性、不等

式、方程根的问题等,而带有佩亚诺余项的泰勒公式用于求极限、高阶导数、无穷小阶的

判定.
② 题中出现高阶可导就是用泰勒公式的标志.“高阶”具体指的是三阶或三阶以

上.如果题中是二阶可导,可用也可不用,因为f″( )ξ 也可以通过对f ( )′ x 再使用罗尔

定理可得.
③ 使用泰勒公式去证明,解题步骤分三步:

ⅰ)写出比最高阶导数低一阶的泰勒展开式.
ⅱ)恰当选择等式两边的x与x0(x0由已知条件或所证结论的形式确定,x一般选

择区间的端点或区间的中点).
ⅲ)根据最高阶导数的大小或对具体展开式进行放缩或整理.

10.积分中值定理

设f(x)在闭区间 [a,b]上连续,则至少存在一点ξ∈ [a,b],使下式成立:

∫
b

a
f(x)dx=f(ξ)(b-a).
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  【注】把函数y=f(x)在区间 [a,b]上的平均值定义为 1
b-a∫

b

a
f(x)dx.

11.加强形式的积分中值定理

设f(x)在闭区间 [a,b]上连续,则至少存在一点ξ∈ a,( )b ,使下式成立:

∫
b

a
f(x)dx=f(ξ)(b-a).

【证明】令Φ(x)=∫
x

a
f(t)dt,由于Φ′(x)=f(x),x∈ [a,b],

且Φ(x)在[a,b]上满足拉格朗日中值定理,那么 ∃ξ∈ (a,b),
使得Φ(b)-Φ(a)=Φ′(ξ)(b-a)=f(ξ)(b-a),

所以 ∫
b

a
f(x)dx=Φ(b)-Φ(a)=f(ξ)(b-a).

7.2 典型例题分析

中值定理证明题是难点,也是重点,不少同学在学习这部分内容时总觉得没有思路,不

知如何动笔,其实,我们可以先从两个角度入手.
第一个角度,从题中所证结论,看所证的中值是属于开区间,还是闭区间,细心的同学会

发现,上述11个定理结论中的ξ是“开闭有别”的,故在解题过程第一步根据所给区间不一
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样而对定理有所筛选.
第二个角度,从题中所证的中值等式本身特点去分析,一般来说,含有导数用5、6、7、8、

9,含有积分用10、11,如果二者都没有,就用1、2、3、4.
然后,我们取上述两个角度的交集,你会惊喜地发现,可以选择的定理不多,例如:题中

证明ξ∈ 0,( )1 ,使得f( )ξ =1-ξ,分析可知,此题选用零点定理.
事实上,中值定理大部分题是这样的特点,区间是开区间的,中值的等式含有导数,也就

是选用5、6、7、8、9,四个定理的关系由下图所示:

罗尔定理→拉格朗日中值定理→柯西中值定理,是特殊与一般的关系,后面两个定理的

证明是通过利用罗尔定理得到的.换句话说,三者不知该如何选择,以罗尔定理为中心,当
然,拉格朗日中值定理侧重在证结论中含有两个中值(尤其是两个不同的中值),或是需要具

体写出原函数与导函数之间的关系.泰勒公式是拉格朗日在导数的阶数上的一种推广,而使

用泰勒公式题中有明显的特征(高阶导数).这样就把重点放在如何正确地运用罗尔定理了.
罗尔定理成立的三个条件:① a,[ ]b 上连续;②开区间 a,( )b 上可导;③f( )a =f( )b ,结
论是 ∃ξ∈ a,( )b ,使f′( )ξ =0.

考试要点:
(1)首先要根据所证结论是构造对哪个函数运用罗尔定理,即构造辅助函数.
(2)命题人破坏条件③,让考生自己在给定的区间内寻找两个相等的函数值点.
出题角度:只考查(2),只考查(1),综合题为(1),(2)全考.

7.2.1 一组使用最值、介值定理的典型题

【例7.1】设f( )x 在 a,[ ]b 上 连续 ,a<x1<x2< … <xn <b,则在 a,[ ]b 内至少

有一点ξ,使f( )ξ =f x( )1 +f x( )2 +…+f x( )n

n .

【分析与解答】因为 f( )x 在 a,[ ]b 上连续,

所以 m≤f( )x ≤M (m,M 分别为f ( )x 在 a,[ ]b 上的最小值和最大值.)

m≤f x( )1 ≤M     ①
m≤f x( )2 ≤M     ②
︙   ︙   ︙

m≤f x( )n ≤M     (n)

①+②+…+(n)⇒nm ≤f x( )1 +f x( )2 +…+f x( )n ≤nM
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故 m≤f x( )1 +f x( )2 +…+f x( )n

n ≤M .

由介值定理可得ξ∈ a,[ ]b ,使得f( )ξ =f x( )1 +…+f x( )n

n .

【例7.2】证明积分中值定理:若f( )x 在 a,[ ]b 上 连续 ,则至少存在η∈ a,[ ]b ,使得

∫
b

a
f ( )x dx=f( )η b-( )a .

【证明】因f( )x 在 a,[ ]b 上连续,f( )x 在 a,[ ]b 上存在最大值M 与最小值m .

故m b-( )a ≤∫
b

a
f ( )x dx≤M b-( )a ,

m≤ 1
b-a∫

b

a
f ( )x dx≤M .

由连续函数介值定理知:∃ξ∈ a,[ ]b ,使得f( )ξ = 1
b-a∫

b

a
f ( )x dx.

【例7.3】设f( )x 在 a,[ ]b 上 连续 ,且 g( )x >0,证明存在一点ξ∈ a,[ ]b ,使

∫
b

a
f ( )xg ( )x dx=f( )ξ∫

b

a
g ( )x dx.

【证明】因f( )x 在 a,[ ]b 上连续,故m≤f( )x ≤M .
因为g( )x >0,mg ( )x ≤f( )xg ( )x ≤Mg ( )x ,

所以m∫
b

a
g ( )x dx≤∫

b

a
f ( )xg ( )x dx≤M∫

b

a
g ( )x dx,m≤∫

b

a
f ( )xg ( )x dx

∫
b

a
g ( )x dx

≤M ,

从而 ∃ξ∈ a,[ ]b ,使得f( )ξ =∫
b

a
f ( )xg ( )x dx

∫
b

a
g ( )x dx

.

【例7.4】设f( )x 在 0,[ ]1 上具有 一阶连续导数 ,f( )0 =0,证至少存在一点ξ∈

0,[ ]1 ,使得f′( )ξ =2∫
1

0
f( )x dx.

【证明】f ( )′ x 在 0,[ ]1 上连续,故m≤f ( )′ x ≤M .

f( )x -f( )0 =f′( )η x-( )0 0<η<( )x ⇒f( )x =xf′( )η ,

因m≤f′( )η ≤M⇒mx≤f′( )ηx≤Mx⇒∫
1

0
mxdx≤∫

1

0
f( )x dx≤∫

1

0
Mxdx

⇒∫
1

0
2mxdx≤2∫

1

0
f( )x dx≤∫

1

0
2Mxdx,m=2m·12≤2∫

1

0
f( )x dx≤2M·12=M,

由介值定理可得:∃ξ∈ 0,[ ]1 ,使f′( )ξ =2∫
1

0
f( )x dx.

【例7.5】设f( )x 在区间 -a,[ ]a (a>0)上具有 二阶连续导数 ,f( )0 =0,

(1)写出f( )x 的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林公式;
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(2)证明在 -a,[ ]a 上至少存在一点η,使a3f″( )η =3∫
a

-a
f ( )x dx.

【分析与解答】(1)对任意x∈ -a,[ ]a ,

f( )x =f( )0 +f′( )0 +12f″
( )ξx2 =f′( )0x+f″( )ξ

2 x2 .

(2)∫
a

-a
f ( )x dx=∫

a

-a
f′( )0xdx+12∫

a

-a
f″( )ξx2dx= 12∫

a

-a
f″( )ξx2dx,

因为f ( )″ x 在 -a,[ ]a 上连续,由最值定理:m≤f ( )″ x ≤M ,x∈ -a,[ ]a .
mx2 ≤f″( )ξx2 ≤Mx2,

2
3ma3 =m∫

a

-a
x2dx≤∫

a

-a
f″( )ξx2dx≤M∫

a

-a
x2dx= 23Ma3,

m·a
3

3 ≤
1
2∫

a

-a
f″( )ξx2dx=∫

a

-a
f ( )x dx≤a3

3
·M,

m≤ 3a3∫
a

-a
f ( )x dx≤M.

由介值定理,至少存在一点η∈ -a,[ ]a ,使得f″( )η = 3a3∫
a

-a
f ( )x dx.

【例7.6】设f( )x 在闭区间 -1,[ ]1 上具有 三阶连续导数 ,且f -( )1 =0,f( )1 =

1,f′( )0 =0,证在 -1,[ ]1 内至少存在一点ξ,使f‴ ( )ξ =3.

【证明】f( )x =f x( )0 +f′ x( )0 x-x( )0 +12f″ x( )0 x-x( )0
2+13!f‴

( )η x-x( )0
3

取x0 =0,x=1代入:

f( )1 =f( )0 +12f″
( )0 1-( )0 2+16f‴ η( )1 1-( )0 3 ,η1 ∈ 0,( )1  ①

取x=-1代入:

f -( )1 =f( )0 +12f″
( )0 -1-( )0 2+16f‴ η( )2 -1-( )0 3 ,η2 ∈ -1,( )0 ②

①-② ⇒f( )1 -f -( )1 = 16 f‴ η( )1 +f‴ η( )[ ]2 =1-0 ③

m≤f‴ ( )x ≤M ,m≤f‴ η( )1 ≤M ,

m≤f‴ η( )2 ≤M⇒m≤ 12 f‴ η( )1 +f‴ η( )[ ]2 ≤M ,

③代入m≤3≤M ,由介值定理f‴ ( )ξ =3.

7.2.2 一组使用罗尔定理的典型题

【例7.7】设函数f( )x 在 0,[ ]3 上连续,在 0,( )3 内可导,且f( )0 +f( )1 +f( )2 =3,

f( )3 =1.试证必存在ξ∈ 0,( )3 ,使f′( )ξ =0.
【证明】函数f( )x 在 0,[ ]3 上连续,则f( )x 在 0,[ ]2 上连续,那么其在 0,[ ]2 上必有

最大值M 和最小值m ,于是
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m≤f( )0 ≤M,m≤f( )1f≤M,m≤f( )2 ≤M

m≤f( )0 +f( )1 +f( )2
3 ≤M

由介值定理知,至少存在一点η∈ 0,[ ]2 ,使得f( )η =f( )0 +f( )1 +f( )2
3 =1.

于是便有f( )η =1=f( )3 ,满足罗尔定理条件,于是存在ξ∈ η,( )3 ⊂ 0,( )3 ,使

f′( )ξ =0.
【例7.8】设 函 数 f( )x 在 0,[ ]3 上 连 续,在 0,( )3 内 有 二 阶 导 数,且 2f( )0 =

∫
2

0
f( )x dx=f( )2 +f( )3 .证明:

(1)存在η∈ 0,( )2 ,使得f( )η =f( )0 .
(2)存在ξ∈ 0,( )3 ,使得f″( )ξ =0.

【证明】(1)设 ( )F x =∫
x

0
f( )tdt(0≤x≤2),则∫

2

0
f( )x dx= ( )F x -F ( )0 .

根据拉格朗日中值定理,存在η∈ 0,( )2 ,使得F ( )2 -F ( )0 =2F′( )η =2f( )η .

即 ∫
2

0
f( )x dx=2f( )η .

由题设∫
2

0
f( )x dx=2f( )0 ,从而f( )η =f( )0 .

(2)由于f( )x 在 2,[ ]3 上连续,则其在 2,[ ]3 上必有最大值M 和最小值m ,于是

m≤f( )2 ≤M ,m≤f( )3 ≤M .

故 m≤f( )2 +f( )3
2 ≤M .

根据连续函数的介值定理,存在ξ∈ 2,[ ]3 ,使f( )x =f( )2 +f( )3
2 .

由题设,f( )2 +f( )3
2 =f( )0 ,故f( )ξ =f( )0 .

由(1)的结果可知f( )0 =f( )η =f( )ξ ,且0<η<ξ≤3.根据罗尔定理,存在ξ1 ∈
0,( )η ,ξ2 ∈ η,( )ξ ,使f′ξ( )1 =0,f′ξ( )2 =0,从而存在ξ∈ ξ1,ξ( )2 ⊂ 0,( )3 ,使

f″( )ξ =0.
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  【注】本题是考研真题,在教育部考试中心的考试分析中指出:很多考生在证明(1)

时由积分中值定理得∫
2

0
f( )x dx=2f( )η (0≤η≤2).用此方法可得f( )η =f( )0 ,

但η的范围没有说明在开区间 0,( )2 内.

接下来学习如何构造辅助函数.

1.逐项还原

【例7.9】(Ⅰ)证明拉格朗日中值定理:若f( )x 在 a,[ ]b 上连续,在 a,( )b 内可导,则存
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在ξ∈ a,( )b ,使f( )b -f( )a =f′( )ξ b-( )a .
(Ⅱ)若f( )x 在x=0处连续,在 0,( )δ 内可导,(δ>0),且lim

x→0+
f ( )′ x =A,则f′+ ( )0

存在,且f′+ ( )0 =A.

【证明】由f′( )ξ =f( )b -f( )a
b-a

,将其中的ξ换成变量x,f ( )′ x -f( )b -f( )a
b-a =0,

将等式左端整合成一个函数的导数.

f( )x -f( )b -f( )a
b-a

æ

è
ç

ö

ø
÷x′=0

则φ( )x =f( )x -f( )b -f( )a
b-a x 便是所需要的辅助函数,而这里的辅助函数是所证等

式一项一项还原得到的,故简称“逐项还原”,柯西中值定理的证明如出一辙.

(Ⅰ)令φ( )x =f( )x -f( )b -f( )a
b-a x

因φ( )a =φ( )b =bf ( )b -af ( )b
b-a

故由罗尔定理可得,∃ξ∈ a,( )b ,使φ′( )ξ =0,

即 f( )ξ =f( )b -f( )a
b-a .

(Ⅱ)由拉氏定理,得lim
x→0+

f( )x -f( )0
x-0 =lim

x→0+

f′( )ξx
x =lim

x→0+
f′( )ξ

其中0<ξ<x
因为lim

x→0+
f ( )′ x =A,所以lim

x→0+
f′( )ξ =A,故f′+ ( )0 存在,且f′+ ( )0 =A.

2.组合还原

【例7.10】设f( )x ,g( )x 在 a,[ ]b 上连续,a,( )b 内可导,证明 ∃ξ∈ a,( )b ,使得

g( )ξ∫
b

ξ
f ( )x dx=f( )ξ∫

ξ

a
g ( )x dx.

【证明】把ξ改为x,中值等式为φ( )x =g( )x∫
x

b
f ( )tdt+f( )x∫

x

a
g ( )tdt=0,

这时,若单独去看二项,寻找□′=g( )x∫
x

b
f ( )tdt,

( )′=f( )x∫
x

a
g ( )tdt,□( )均不好找,但若把它们看做一个整体,借助于 ( )uv′=

u′v+v′u,立即发现∫
x

a
g ( )tdt·∫

x

b
f ( )td( )t′=φ( )x .

故辅助函数为 ( )F x =∫
x

a
g ( )tdt∫

x

b
f ( )tdt.

令 ( )F x =∫
x

a
g ( )tdt∫

x

b
f ( )tdt,在 a,[ ]b 上 运 用 罗 尔 定 理,可 得 ξ ∈ a,( )b ,

g( )ξ∫
b

ξ
f ( )x dx=f( )ξ∫

ξ

a
g ( )x dx.
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3.同加减因子,同乘除因子后再组合还原

主要以f′( )ξ +λf ( )ξ =0和ξf′( )ξ +kf ( )ξ =0这两种模型为主,不易找 ( )( )F x ′=
f ( )′ x +λf ( )x 和 ( )( )G x ′=xf ( )′ x +kf ( )x .

但在f ( )′ x +λf ( )x =0等式两边同乘eλx ,

可得 ( )F x =eλxf ( )x ,对 ( )F x 运用罗尔定理,就能得到f ( )′ x +λf ( )x =0.
同理:在xf ( )′ x +kf ( )x =0等式两边同乘xk-1 ,

可得 ( )G x =xkf ( )x ,对 ( )G x 运用罗尔定理,就能得到xf ( )′ x +kf ( )x =0.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】掌握两个基本模型后,一定要学会变化,这里“+”号可以变“-”号,λ可以推

广为一个函数.

【例7.11】设f( )x 在 a,[ ]b 上连续,在 a,( )b 内可导,且f( )a =f( )b =0,证 ∃ξ∈
a,( )b ,使得f′( )ξ +λf ( )ξ =0.

【证明】令 ( )F x =eλxf ( )x ,

( )F a =eλaf ( )a =0, ( )Fb =eλbf ( )b =0,

故对 ( )F x =eλxf ( )x 在 a,[ ]b 上运用罗尔定理,可得∃ξ∈ a,( )b ,f′( )ξ +λf ( )ξ =0.

【例7.12】设f( )x 在 0,[ ]1 上连续,在 0,( )1 内可导,且f( )0 =f( )1 =0,fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =1.

证:(1)存在η∈
1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,使f( )η =η;

(2)对任意实数λ,存在ξ∈ 0,( )η ,使f′( )ξ -λf( )ξ -[ ]ξ =1.

【证明】(1)令 ( )F x =f( )x -x,由零点定理知,∃η∈
1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,

Fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 -12 = 12 >0 

使F ( )η =0,

F ( )1 =f( )1 -1=-1<0 使f( )η =η.
(2)令φ( )x = f( )x -( )xe-λx  φ( )0 =0, ( )φη =0
由罗尔定理知 ∃ξ∈ 0,( )η ,使φ′( )ξ =0,故证.
【例7.13】设f( )x 在 0,[ ]1 上连续, 0,( )1 内可导,且 f( )0·f( )1 >0,f( )1 +

∫
1

0
f( )x dx=0,试证:至少存在一点ξ∈ 0,( )1 ,使f′( )ξ =ξf ( )ξ .

【证明】令 ( )F x =e-x2

ξf ( )x
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f( )1 +∫
1

0
f( )x dx=f( )1 +f( )c =0,c∈ 0,( )1 ,

由此可知f( )c ≠0,否则f( )1 =0,与题设f( )0f( )1 >0矛盾,不妨设f( )c >0,则

f( )1 <0,f( )0 <0.
由连续函数的零点定理知存在a∈ 0,( )c ,b∈ c,( )1 ,

使f( )a =f( )b =0,即 ( )F a = ( )F b ,由罗尔定理可知,

存在ξ∈ a,( )b ,使F′( )ξ =0,

即 e-ξ2
2f′( )ξ -e-ξ2

2ξf ( )ξ =0.
故f′( )ξ =ξf ( )ξ .

【例7.14】设f( )x 在 1,[ ]2 上连续,在 1,( )2 内可导且f( )1 = 1
2
,f( )2 =2,证

∃ξ∈ 1,( )2 ,使f′( )ξ =2f( )ξ
ξ

.

【证明】令 ( )F x =f( )x
x2 ,

F ( )1 =f( )1 = 12
,F ( )2 = 12

,由罗尔定理可得,

∃ξ∈ 1,( )2 ,使f′( )ξ =2f( )ξ
ξ

.

【例7.15】设f( )x ,g( )x 在 a,[ ]b 上二阶可导,g ( )″ x ≠0,f( )a =f( )b =g( )a =

g( )b =0,证:
(1)在 a,( )b 内,g( )x ≠0;

(2)在 a,( )b 内至少存在一点ξ,使f( )ξ
g ( )ξ

=f″( )ξ
g″( )ξ

.

【分析】第一问就是罗尔定理推论的应用;

第二问:要证f( )ξg″( )ξ -f″( )ξg ( )ξ =0,

把ξ改成x,f( )xg ( )″ x -f ( )″ xg ( )x =0,

f( )xg ( )″ x +f ( )′ xg ( )′ x -f ( )′ xg ( )′ x -f ( )″ xg ( )x =0

⇒ f( )xg ( )( )′ x ′- f ( )′ xg ( )( )′ x ′=0
故辅助函数为

( )F x =f( )xg ( )′ x -f ( )′ xg ( )x .
【证明】(1)设c∈ a,( )b ,g( )c =0.
由g( )a =g( )c = g( )b =0,g( )x 在 a,[ ]c ,c,[ ]b 上 两 次 运 用 罗 尔 定 理 可 得

g′ξ( )1 =g′ξ( )2 =0.
其中ξ1 ∈ a,( )c ,ξ2 ∈ c,( )b ,

对g ( )′ x 在 ξ1,ξ[ ]2 上运用罗尔定理,可得g″ξ( )3 =0.
因已知g ( )″ x ≠0,故g( )c ≠0.
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(2) ( )F x = f( )xg ( )′ x - f ( )′ xg ( )x 在 a,[ ]b 上 运 用 罗 尔 定 理. ( )F a = 0,

( )Fb =0.

故,∃ξ∈ a,( )b ,使f( )ξ
g ( )ξ

=f″( )ξ
g″( )ξ

.

4.求解微分方程

【例7.16】f( )x 在 0,[ ]1 上连续,0,( )1 内可导,f( )1 =k∫
1
k

0
xe1-xf ( )x dx(k>1).

证明:至少存在一点ξ∈ 0,( )1 ,使f′( )ξ = 1-ξ-( )1 f( )ξ .
【分析】把ξ改成x 后,f ( )′ x = 1-x-( )1 f( )x ,用前三种方法失效后,会发现,这种看

起来没有规律的中值等式,要去构造辅助函数 ( )F x ,实际上是去求解一个常微分方程

g x,f( )x ,f ( )( )′ x =0,本题要求解的微分方程为f ( )′ x = 1-x-( )1 f( )x ,

⇒f ( )′ x
f ( )x =1-1x

⇒∫f ( )′ x
f ( )x dx=∫1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx

⇒lnf( )x =x-lnx+c1
⇒lnf( )xx =x+c1
⇒xf ( )x =ex+c1 =cex

⇒xe-xf ( )x =c
故 ( )F x =xe-xf ( )x .
【证明】令 ( )F x =xe-xf ( )x ,

因f( )1 =k∫
1
k

0
xe1-xf ( )x dx=ηe1-ηf ( )η ,η∈ 0,1æ

è
ç

ö

ø
÷

k
,

F ( )1 =e-1f( )1 =ηe-ηf ( )η =F ( )η ,
故在 η,[ ]1 ⊂ 0,[ ]1 上,对 ( )F x 运用罗尔定理,
可得ξ∈ η,( )1 ⊂ 0,( )1 ,使f′( )ξ = 1-ξ-( )1 f( )ξ .

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】本题型在历年考试中出现多次.

①设f( )x 在 0,[ ]1 上可微,且f( )1 =2∫
1
2

0
xf ( )x dx,证存在ξ∈ 0,( )1 ,使

f( )ξ +ξf′( )ξ =0.

② 设f( )x 在 0,[ ]1 上连续,在 0,( )1 内可导,且满足f( )1 =3∫
1
3

0
e1-x

2

f( )x dx,

证:至少存在一点ξ∈ 0,( )1 ,使f′( )ξ =2ξf ( )ξ .

③ 设 f( )x 在 0,[ ]1 上 连 续,在 0,( )1 内 可 导,且∫
2
π

0
ef( )x arctanxdx = 1

2
,

f( )1 =0,证在 0,( )1 内至少存在一点ξ∈ 0,( )1 ,使 1+ξ( )2 f′( )ξarctanξ=-1(这
种题有快捷的做法,你能看出来吗?)
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7.2.3 一组使用拉格朗日定理的典型题

什么情况下用拉格朗日中值定理?

①有些题既可用罗尔定理,也可用拉格朗日定理,只是后者比前者更方便,因为不需要

去寻找两个相等的函数值点.

②形式上不要局限,只要条件符合,f ( )″ x ,f ( )′ x ,f( )x ,∫
x

a
f ( )tdt相邻之间皆可使

用定理.
③题中出现积分与导数之间的等式或者不等式,一般来说,需要用f( )x 在某区间上使

用定理,建立起它们之间的联系.
④题中出现两个不同的中值,需要把给定的区间变成两个小区间,两次使用定理,此时,

插入的点的函数值有时需要利用结论反推.
⑤题中结论等式一边中的分母含有因子 b-( )a ,往往考虑利用定理去证明,但要防范

b-( )a 隐形,因为所给区间为 0,[ ]1 .
【例7.17】设f( )x 在 0,[ ]1 上连续,在 0,( )1 内可导,且f( )1 =1,f( )0 =0,试证在

0,( )1 内至少存在一点ξ,使f( )ξ +f′( )ξ =e1-ξ.
【分析】将f( )ξ +f′( )ξ =e1-ξ,整理成eξ f( )ξ +f′( )( )ξ =e,左边组合还原,右边逐项

还原,可得辅助函数为 ( )F x =exf ( )x -ex.
【证明】证法一:令 ( )F x =exf ( )x -ex,
因为F ( )1 =ef( )1 -e=0,F ( )0 =e0f( )0 -e·0=0,
对 ( )F x 在 0,[ ]1 上运用罗尔定理,可得 ∃ξ∈ 0,( )1 .
使f( )ξ +f′( )ξ =e1-ξ.
证法二:令 ( )F x =exf ( )x , ( )F x 在 0,[ ]1 上连续,在 0,( )1 内可导,由拉格朗日中

值定理可得.
F ( )1 -F ( )0
1-0 =F′( )ξ ,(ξ∈ 0,( )1 ),

F ( )1 =e,F ( )0 =0,F′( )ξ =eξ f( )ξ +f′( )[ ]ξ ,
故有e=eξ f( )ξ +f′( )[ ]ξ ,得证.
【例7.18】在 区 间 0,[ ]a 上 f ( )″ x ≤ M ,且 f( )x 在 0,( )a 内 取 得 极 大 值.证

f′( )0 + f ( )′a ≤Ma.
【证明】f( )x 在 0,( )a 内取得极大值,不妨设f ( )′c =0.
f ( )′ x 在 0,[ ]c 与 c,[ ]a 之间分别使用拉氏定理,

f ( )′c -f′( )0 =cf″ξ( )1 ,ξ1 ∈ 0,( )c ,

f ( )′a -f ( )′c = a-( )cf″ξ( )2 ,ξ2 ∈ c,( )a ⇒
f′( )0 + f ( )′a =cf″ξ( )1 + a-( )c f″ξ( )2 ≤CM + a-( )cM =aM .
【例7.19】设f( )x 在 a,[ ]b 上有连续导数,f( )a =0,

证 max
a≤x≤b

f ( )′ x ≥ 2
b-( )a 2∫

b

a
f( )x dx.
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【证明】因为f( )x =f( )x -f( )a =f′( )ξ x-( )a ,

所以 f( )x = f′( )ξ x-( )a ≤ max
a≤x≤b

f ( )′ x∫
b

a
x-( )adx= max

a≤x≤b

b-( )a 2

2 .

【例7.20】f( )x 在 0,[ ]1 上连续 0,( )1 内可导,且f( )0 =0,f( )1 =1.
证:①存在ξ∈ 0,( )1 ,使得f( )ξ =1-ξ.

②存在两个不同的点m,n,使得f ( )′ m f ( )′n =1.
【证明】:①令 ( )F x =f( )x +x-1 F ( )0 =-1 F ( )1 =1,

由零点定理,ξ∈ 0,( )1 使得F ( )ξ =0,即f( )ξ =1-ξ.

②在 0,[ ]ξ 与 ξ,[ ]1 两区间分别使用拉氏定理,

f( )ξ -f( )0 =f ( )′ m ξ-( )0 ,m 介于0与ξ之间   ①

f( )1 -f( )ξ =f ( )′n 1-( )ξ ,n介于ξ与1之间    ②
整理可得f ( )′ m f ( )′n =1.

【例7.21】设f( )x 在 0,[ ]1 上连续,在 0,( )1 内可导,且f( )0 =0,f( )1 =13
,证明:

存在ξ∈ 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,η∈

1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,使得f′( )ξ +f′( )η =ξ2+η2 .

【分析】两个不同的中值点η,ξ,二次使用拉格朗日中值定理,如何寻找函数,由f′( )ξ -

ξ2+f′( )η -η2 =0,逐项还原可得, ( )F x =f( )x -13x
3 .

【证明】设 ( )F x =f( )x -13x
3 ,由题可知F ( )0 =0,F ( )1 =0,

在 0,[ ]12 和 1
2
,[ ]1 上分别应用拉格朗日中值定理.

有Fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 -F ( )0 =F′( )ξ

1
2-æ

è
ç

ö

ø
÷0 = 12 f′( )ξ -ξ( )2 ,ξ∈ 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,

F ( )1 -Fæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =F′( )η 1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = 12 f′( )η -η( )2 ,η∈

1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,

二式相加,F ( )1 -F ( )0 = 12 f′( )ξ -ξ( )2 +12 f′( )η -η( )2 =0,

即 f′( )ξ +f′( )η =ξ2+η2 .

7.2.4 一组使用柯西中值定理的典型题

柯西定理关键是要从结论看出两个不同类函数的两点函数值之差,故经常需要对式子

化简,使字母同一化;若结论中是证明在某区间内至少存在ξ,η,使得某个ξ,η的等式成立

(注:题中并未注明ξ,η是不同的两点),这时①将所证等式两边分,使一端只含ξ,另一端仅

含η;②观察含ξ的关系式,看是一个函数在ξ求导所得,还是两个不同的函数在ξ点导数的

商,由此选择用拉格朗日定理还是用柯西定理.③观察含η的等式,与②一样.④由②③得到
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的关系式推出所证结论.
【例7.22】设 f( )x 在闭区间 1,[ ]2 上可导,则 ∃ξ∈ 1,( )2 ,使 f( )2 -2f( )1 =

ξf′( )ξ -f( )ξ .
【分析与解答】

解法一:把所证等式ξ改为x,
得 xf ( )′ x -f( )x =f( )2 -2f( )1 ,

两边同除 xf ( )′ x -f( )x
x2 =f( )2 -2f( )1

x2
,

得 f( )xæ

è
ç

ö

ø
÷

x ′= -1æ

è
ç

ö

ø
÷

x′ f( )2 -2f( )( )1 .

故辅助函数 ( )F x =f( )x +f( )2 -2f( )1
x

,

令 ( )F x =f( )x +f( )2 -2f( )1
x

, ( )F x 在 1,[ ]2 上连续 1,( )2 内可导,且F ( )2 =

F ( )1 =f( )2 -f( )1 .
由罗尔定理,∃ξ∈ 1,( )2 ,使F′( )ξ =0,

即 f( )2 -2f( )1 =ξf′( )ξ -f( )ξ .

解法二:令 ( )F x =f( )x
x

, ( )G x = 1x
,由柯西定理

得 
f( )2
2 -f( )1

1
1
2-11

=
ξf′( )ξ -f( )ξ

ξ2

-1
ξ2

⇒ξf′( )ξ -f( )ξ =f( )2 -2f( )1 .
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】前者解法更具有一般性,再次让读者体会到两个定理之间的联系.

【例7.23】f( )x 在 a,[ ]b 上连续,在 a,( )b 内可导,且f ( )′ x ≠0.

证:∃ξ,η∈ a,( )b ,使得f′( )ξ
f′( )η

=e
b-ea
b-ae

-η .

【分析】 f′( )ξ =e
b-ea
b-a

f′( )η
eη

,

左边f′( )ξ 可以对f ( )x 在 a,[ ]b 上运用拉格朗日中值定理得到,右边f′( )η
eη

是对

f ( )x ,ex 在 a,[ ]b 上运用柯西定理得到.

【证明】因为f( )b -f( )a
b-a =f′( )ξ ,ξ∈ a,( )b ,

f( )b -f( )a
eb-ea =f′( )η

eη
,η∈ a,( )b ,

两式相比,得 eb-ea
b-a =f′( )ξeη

f′( )η
,
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即 f′( )ξ
f′( )η

=e
b-ea
b-ae

-η .

7.2.5 一组使用泰勒公式的典型题

【例7.24】设lim
x→0

f(x)
x =1,且f″(x)>0,证f(x)>x

【证明】因lim
x→0

f(x)
x =1,得f(0)=0,f′(0)=1

因f(x)二阶可导,故f(x)在x=0处的一阶泰勒公式成立.

f(x)=f(0)+f′(0)x+f″
(ξ)
2! x2(ξ介于0与x之间)

因f″(x)>0,
故f(x)>x,原命题得证.
【例7.25】设f(x),g(x)在[a,b]上二阶可导,且f(a)=f(b)=g(a)=0,证∃ξ∈(a,b),

使f″(ξ)g(ξ)+2f′(ξ)g′(ξ)+f′(ξ)g″(ξ)=0.
【证明】令F(x)=f(x)g(x),在x=a点展开Taylor公式.

F(x)=F(a)+F′(a)(x-a)+12F″
(ξ)(x-a)2(a<ξ<x) ①

令x=b,代入①式,

则F(b)=F(a)+F′(a)(b-a)+12F″
(ξ)(b-a)2(a<ξ<b) ②

因f(a)=f(b)=g(a)=0,则F(a)=F(b)=0,且F′(a)=0代入②式,得F″(ξ)=0.
即f″(ξ)g(ξ)+2f′(ξ)g′(ξ)+f′(ξ)g″(ξ)=0
【例7.26】设f(x)在[a,b]上二阶可导,且f′(a)=f′(b)=0,则∃ξ∈(a,b),使|f″(ξ)|

≥ 4
(b-a)2|f

(b)-f(a)|.

【证明】将f(x)在a点,b点展开Taylor公式

f(x)=f(a)+f′(a)(x-a)+f
″(ξ1)
2

(x-a)2

=f(a)+f
″(ξ1)
2

(x-a)2 a<ξ1<x ①

f(x)=f(b)+f
″(ξ2)
2

(x-b)2 a<ξ2<b ②

令x=a+b2
,②-①得

0=f(b)-f(a)+
(b-a)2
4

·1
2
(f″(ξ2)-f″(ξ1))

得4|f(b)-f(a)|(b-a)2 =12|f″
(ξ2)-f″(ξ1)|≤

1
2
(|f″(ξ1)|+|f″(ξ2)|

令 f″(ξ)=max{f″(ξ1),f″(ξ2)},
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则1
2
(|f″(ξ1)|+|f″(ξ2)|≤

1
2×2×|f″

(ξ)|=|f″(ξ)|

故原命题得证.
【例7.27】设x>0,证明:

(1) x+1- x = 1
2 x+θ( )x

.其中θ( )x 是x 的函数,0<θ( )x <1.

(2)进一步证明 1
4 <θ( )x < 12 .

【证明】(1)设f( )t = t,在 x,x+[ ]1 上对其使用拉氏中值定理,有

f x+( )1 -f( )x =f′( )ξ =f′ x+θ(x)x+1-( )[ ]x =f′ x+θ( )( )x ⇒ 得证.

(2)由 x+1- x = 1
2 x+θ( )x

⇒θ( )x = 14+12 x x+( )1 -[ ]x

θ ( )′ x = 12
2x+1

2 x x+( )1
-é

ë
êê

ù

û
úú1 = 12

4x2+4x+1
4x2+4x -

é

ë
êê

ù

û
úú1 >0.

故θ( )x 单增,

lim
x→0+

θ( )x =lim
x→0+

1
4+12

· x
x2+x+

æ

è
ç

ö

ø
÷

x =lim
x→0+

1
4+12

· 1

1+1x +

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷1 = 14

lim
x→+∞

θ( )x = 12 .
得证.

【例7.28】设y=f( )x 在 -1,( )1 内有二阶连续导数且f ( )″ x ≠0.证明:
(1)对于任意非零 x ∈ -1,( )1 ,存在唯一θ( )x ∈ 0,( )1 ,使得 f( )x =f( )0 +

xf′θ( )( )xx 成立.

(2)lim
x→0+

θ( )x = 12 .

【证明】(1)对f(x)在 0,[ ]x 上使用拉氏中值定理.
f( )x -f( )0 =f′( )0 +θ( )x· x-( )0·x  (*)
即f( )x =f( )0 +xf′θ( )x·( )x ,(0<θ( )x <1)
又f ( )″ x 在 -1,( )1 内连续且 ≠0,故保号.(介值定理反推)
于是不妨设f ( )″ x >0.f( )x 严格单调,故θ( )x 唯一.
(2)由拉格朗日中值定理,有f( )x =f( )0 +xf′θ( )( )xx ,

由泰勒公式,有f( )x =f( )0 +f′( )0x+12f″
( )ξx2 ,

故,f′( )0x+12f″
( )ξx2 =xf′θ( )( )xx ,

f′θ( )( )xx -f′( )0
x = 12f″

( )ξ .

联想到f″( )θ =lim
x→0+

f′0+θ( )xx-f′( )( )0
θ( )x·x

,则

lim
x→0+

f′0+θ( )( )xx -f′( )0
x =lim

x→0+

f′0+θ( )( )xx -f′( )0
θ( )x·x θ( )x
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=f″( )0lim
x→0+

θ( )x =lim
x→0+

1
2f″

( )ξ = 12f″
( )0

⇒lim
x→0+

θ( )x = 12 .

【例7.29】设 f( )x =arcsinx,ξ 为f ( )x 在 0,[ ]t 上拉格朗日中值定理的中值,

0<t<1,求极限lim
t→0+

ξ
t .

【分析与解答】因f( )x =arcsinx在 0,[ ]t 上连续,在 0,( )t 内可导,对它用拉格朗日中

值定理,得

arcsint-0= 1
1-ξ2

t-( )0 ,0<ξ<t<1.

由此解得ξ= 1- t
arcsin

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2
,并令μ=arcsint有

lim
t→0+

ξ
t =lim

μ→0+
μ2-sin2μ
μ2sinμ

= lim
μ→0+

μ2-sin2μ
μ4 = 1

3
.

7.2.6 综合题解析

【例7.30】设函数f(x)在区间 [a,+∞)内连续,且当x>a时,f′(x)>l>0,其中l

为常数.若f(a)<0,则在区间 a,a+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l
内方程f(x)=0的实根个数为(  )

(A)0      (B)1      (C)2      (D)3
【分析与解答】

对f(x)在 a,a+ f(a)[ ]l
上使用拉格朗日中值定理,得

fa+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l -f(a)=f′( )η f(a)
l

,

由f′(x)>l>0,得

f a+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l -f(a)> f(a),

即 fa+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l > f(a)+f(a)≥0,

从而fa+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l >0.又由题设f(a)<0,f(x)在区间 a,a+ f(a)[ ]l
的端点

值异号,根据零点定理,∃ξ∈ a,a+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l
,使得f(ξ)=0.

由于f′(x)>0(x>a),所以f(x)在 a,a+ f(a)æ

è
ç

ö

ø
÷

l
是单调递增函数,故零点ξ只有

一个,答案选择(B).
【例7.31】设f(x)在[a,b]上有定义,在(a,b)内可导,b-a≥4.求证:∃ξ∈(a,b),

使得f′(ξ)<1+f2(ξ).
【分析】将要证不等式中的ξ用x替换,问题变成要证:∃x∈(a,b),使得f′(x)<1+f2(x)
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⇔∃x∈ (a,b),使得 f′(x)
1+f2(x)<

1⇔∃x∈ (a,b),使得 [arctanf(x)′]<1.

⇔∃x1,x2 ∈ (a,b),使得 arctanf(x2)-arctanf(x1)
x2-x1 <1.

【证明】根据条件b-a≥4.可以取得x1,x2 ∈ (a,b),使得π<x2-x1 <4.
又因为 arctanf(x2)-arctanf(x1)≤ arctanf(x2)+ arctanf(x1)≤π,
所以对函数arctanf(x)在区间 [x1,x2]上用拉格朗日中值定理,便知 ∃ξ∈ (x1,x2),

使得

f′(ξ)
1+f2(ξ)

= [arctanf(x)]′
x=ξ

=arctanf
(x2)-arctanf(x1)
x2-x1 <1

【例7.32】设f(x)在 (a,b)内可导,满足①lim
x→a+0

f(x)=+∞,lim
x→b-0

f(x)=-∞;

②f′(x)+f2(x)+1≥0,∀x∈ (a,b). 求证:b-a≥π.
【证明】∀x1 <x2 ∈ (a,b),对函数arctanf(x)在 [x1,x2]上用拉格朗日中值定理,便

知 ∃ξ∈ (x1,x2),使得arctanf(x2)-arctanf(x1)= f′(ξ)
1+f2(ξ)

(x2-x1).

进一步由条件②推出 f′(ξ)
1+f2(ξ)

≥-1,故有

arctanf(x2)-arctanf(x1)≥-(x2-x1). (1)

由条件①,在上述不等式(1)中,x1 →a+0,x2 →b-0,即得

-π2-π2 ≥-(b-a),即b-a≥π.

【例7.33】(Ⅰ)设 f(x)在 [0 ,1]上 具 有 二 阶 导 数,且 满 足 条 件 f(x)≤a,

f″(x)≤b,其中a,b为非负常数.证明对任意x∈ [0,1],有 f′(x)≤2a+b
2.

(Ⅱ)(变体形式一)设函数 f(x)在 (0,+ ∞)有二阶导数,又知对 ∀x >0,有

f(x)≤a,f″(x)≤b,其中a,b为常数.求证:f′(x)≤2 ab.
(Ⅲ)(变体形式二)设函数f(x)在(-∞,+∞)上有二阶导数,又知对任意的x∈(-∞,

+∞),有

f(x)≤a,f″(x)≤b,

其中a,b为常数.求证:f′(x)≤ 2ab.
【证明】(Ⅰ)f(x)在 [0 ,1]上有二阶导数,则展开泰勒公式为

f(u)=f(x)+f′(x)(u-x)+f″(ξ)
2 !

(u-x)2 , ξ在x 与u 之间.

分别令u=0,u=1得

f(0)=f(x)+f′(x)(-x)+f″(ξ1)
2 !

(-x)2 , 0<ξ1 <x<1,
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f(1)=f(x)+f′(x)(1-x)+f″(ξ2)
2 !

(1-x)2 ,0<x<ξ2 <1,

两式相减,得

f′(x)= [f(1)-f(0)]-12
[f″(ξ2)(1-x)2-f″(ξ1)x2],

于是

|f′(x)|≤|f(1)|+|f(0)|+12|f″(ξ2)|(1-x)2+12|f″(ξ1)|x2

≤a+a+12b
[(1-x)2+x2],

在0<x<1时,有 (1-x)2+x2 ≤1,所以 f′(x)≤2a+b
2 .

(Ⅱ)∀x>0,h>0写出二阶带拉格朗日余项的泰勒公式

f(x+h)=f(x)+f′(x)h+f″(x+θh)12h
2,0<θ<1.

移项得到

f′(x)h=f(x+h)-f(x)-f″(x+θh)12h
2.

因为 f(x)≤a,f″(x)≤b,所以有

f′(x)≤2ah +h
2b= 1

2h
(bh2+4a),

即

bh2-2hf′(x)+4a≥0.
将上式看成关于h的二次三项式非负,其判别式应满足

f′(x)2 ≤4ab,即 f′(x)≤2 ab.
(Ⅲ)∀x∈ (-∞,+∞),∀h>0写出二阶带拉格朗日余项的泰勒公式

f(x+h)=f(x)+f′(x)h+f″(x+θ1h)12h
2,0<θ1 <1.

f(x-h)=f(x)-f′(x)h+f″(x-θ2h)12h
2,0<θ2 <1.

以上两式相减,得到

f(x+h)-f(x-h)=2f′(x)h+12h
2 f″(x+θ1h)-f″(x-θ2h[ ]).

由此解得

f′(x)=f(x+h)-f(x-h)
2h -14hf″(x+θ1h)-f″(x-θ2h[ ]).

应用条件 f(x)≤a,f″(x)≤b,即有

f′(x)≤a
h +h

2b
,即bh2-2hf′(x)+2a≥0.

将上式看成是关于h的非负二次三项式,其判别式应满足

f′(x)2 ≤2ab,即 f′(x)≤ 2ab.
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第8讲 多元函数微分学的概念与计算

导  语

从本讲开始进入多元函数的体系,本讲内容是考研重点,一般会在每年的考试中出至少

一个小题(4分)和一个大题(10分左右),有时结合其他知识出综合题.本讲是多元函数微

分学的公共考点,有两个,分别为:(1)若干重要的基本概念;(2)多元函数微分法.

大纲要求

1.多元函数的概念,二元函数的几何意义.
2.二元函数的极限与连续的概念以及有界闭区域上连续函数的性质.
3.多元函数偏导数和全微分的概念,求全微分,全微分存在的必要条件和充分条件,全

微分形式的不变性.
4.多元复合函数一阶、二阶偏导数的求法.
5.隐函数存在定理,求多元隐函数的偏导数.

知识体系

多元函数微分学

的概念与计算

概念

多元函数的定义

二元函数的极限

二元函数的连续性

二元函数的偏导数

可微

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï偏导数的连续性

计算

复合函数求偏导

隐函数求偏导

偏微分方程的化简

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

其他综合题

8.1 考试内容分析

8.1.1 若干重要概念

1.多元函数的定义 
设D 是平面上的一个点集,如果对于每一个点P(x,y)∈D,变量z按照一定的法则总

有一个确定的值和它对应,则称z是变量x,y的二元函数,记为z=f(x,y)或z=f(P).
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点集D 称为该函数的定义域,x,y称为自变量,数集{zz=f(x,y),(x,y)∈D}称为该函

数的值域.
类似地,可以定义三元函数u=f(x,y,z)以及三元以上函数.

2.二元函数的极限

定义 设二元函数f(x,y)定义在区域D 上,点P0(x0,y0)在D 内或者在D 的边界上,
如果存在常数A,对于任给的正数ε,总存在正数d,只要点P(x,y)∈D 满足0< PP0 =
(x-x0)2+(y-y0)2 <δ,恒有|f(x,y)-A|<e成立,则称A 为函数f(x,y)当(x,y)

®(x0,y0)时的极限,记为lim
x→x0
y→y0

f(x,y)=A,此极限称为二重极限.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)如果P(x,y)以不同方式趋于P(x0,y0)时,函数趋于不同的值,则可以判

定该函数在 (x0,y0)点的极限值不存在,即lim
p→p0

( )f p 不存在,这是由“极限若存在,必

唯一”决定的,在考研中是重点.
(2)能够区分累次极限lim

x→x0
lim
y→y0

f x,( )y ,lim
y→y0
lim
x→x0

f(x,y)与二重极限lim
x→x0
y→y0

f x,( )y .

前两个事实上是两次求一元函数的极限,称为求累次极限,而最后一个是求二元函数的

极限,称为求二重极限.
举例来说,

①对于f x,( )y =
2xy

x2+y2
,x,( )y ≠ 0,( )0

0, x,( )y = 0,( )

ì

î

í

ïï

ïï 0
,可计算其累次极限

lim
y→0
lim
x→0

f x,( )y =lim
y→0
lim
x→0

2xy
x2+y2 =lim

y→0

0
y2 =0,

lim
x→0
lim
y→0

f x,( )y =lim
x→0
lim
y→0

2xy
x2+y2 =lim

x→0

0
x2 =0.

而其二重极限lim
x→0
y=kx

2xy
x2+y2 =lim

x→0

2x·kx
x2+k2x2 = 2k

1+k2 =
0,k=0
1,k={ 1

,lim
x→0
y→0

f x,( )y 不

存在;由此可知,两个累次极限存在,二重极限不一定存在;

②对于f x,( )y =xsin1
y +ysin1x.f x,( )y 在原点的两个累次极限都不存在,但

是0≤ f x,( )y ≤ x + y ,由 于lim
x→0
y→0

x +( )y = 0,根 据 夹 逼 准 则,有

lim
x→0
y→0

f x,( )y =0.

由此可知,两个累次极限不存在,二重极限可能存在;

于是,累次极限存在性和二重极限存在性之间没有必然联系.
不过下面两个结论是正确的:
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  结论1:若累次极限lim
x→x0
lim
y→y0

f x,( )y ,lim
y→y0
lim
x→x0

f x,( )y 和二重极限lim
x→x0
y→y0

f x,( )y 都存

在,则三者相等.
结论2:若lim

x→x0
lim
y→y0

f x,( )y ,lim
y→y0
lim
x→x0

f x,( )y 存在且不相等,则lim
x→x0
y→y0

f x,( )y 不存在.

上面所述的这个(2),了解即可.

3.二元函数的连续性     
如果lim

x→x0
y→y0

f(x,y)=f(x0,y0),则称f(x,y)在点(x0,y0)处连续.如果f(x,y)在区域

D 上每一点都连续,则称f(x,y)在区域D 上连续.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】验证二元函数f(x,y)在某一点(x0,y0)是否连续是考研的重点,但是如果不

连续,对于多元函数是不讨论间断点的分类的.

4.二元函数的偏导数

(1)定义 设函数z=f(x,y)在点(x0,y0)的某邻域内有定义,若极限

lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx

存在,则称此极限为函数z=f(x,y)在点(x0,y0)处对x的偏导数,记作

∂z
∂x (x0,y0)

,∂f
∂x (x0,y0)

,zx′
(x0,y0)

,或fx′(x0,y0).

于是,fx′(x0,y0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx,y0)-f(x0,y0)
Δx =lim

x→x0

f(x,y0)-f(x0,y0)
x-x0

fy′(x0,y0)=lim
Δy→0

f(x0,y0+Δy)-f(x0,y0)
Δy =lim

y→y0

f(x0,y)-f(x0,y0)
y-y0

(2)高阶偏导数 如果函数z=f(x,y)在区域D 内的偏导数fx′(x,y)、fy′(x,y)仍具

有偏导数,则它们的偏导数称为函数z=f(x,y)的二阶偏导数.按照对变量求导次序的不

同有如下四个二阶偏导数:

∂2z
∂x2 = ∂

∂x
(∂z
∂x
)=f″xx(x,y),∂

2z
∂x∂y= ∂

∂y
(∂z
∂x
)=f″xy(x,y),

∂2z
∂y2 = ∂

∂y
(∂z
∂y
)=f″yy(x,y),∂

2z
∂y∂x= ∂

∂x
(∂z
∂y
)=f″yx(x,y).

其中f″xy(x,y),f″yx(x,y)称为二阶混合偏导数.同样可得三阶、四阶以及n 阶偏导

数.二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.

5.可微 
(1)定义 如果函数z=f(x,y)在点(x,y)的全增量Dz=f(x+Dx,y+Dy)-f(x,y)
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可表示为

Δz=AΔx+BΔy+o(ρ)(ρ= (Δx)2+(Δy)2 ),
其中A,B 不依赖于Dx,Dy 而仅与x,y 有关,则称函数z=f(x,y)在点(x,y)可微,而

称A Dx+B Dy 为函数z=f(x,y)在点(x,y)的全微分,记作dz,即dz=A Dx+B Dy.
(2)可微的必要条件 如果函数z=f(x,y)在点(x,y)处可微,则该函数在点(x,y)处

的两个偏导数都存在,且A =∂z∂x
,B=∂z∂y

.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】由于对于自变量x,y,有Δx=dx,Δy=dy,则全微分dz=∂z∂xdx+∂z∂y
dy.

(3)可微的充分条件 如果函数z=f(x,y)的两个偏导数∂z
∂x
,∂z
∂y

在点(x,y)处连续,

则该函数在点(x,y)处可微.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
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  【注】判别函数z=f(x,y)在点(x,y)处是否可微的程序:
(1)写出全增量Δz=f(x0+Δx,y0+Δy)-f(x0,y0);
(2)写出线性增量AΔx+BΔy,其中A =f′x(x0,y0),B=f′y(x0,y0);

(3)作极限 lim
Δx→0
Δy→0

Δz-(AΔx+BΔy)
(Δx)2+(Δy)2

,

若该极限等于0,则z=f(x,y)在 (x0,y0)点可微,否则,就不可微.

6.偏导数的连续性 
对于z=f(x,y),讨论其在某特殊点 (x0,y0)(比如二元分段函数的分段点)处偏导数

是否连续,是考研的重点,其步骤为:
(1)用定义法求f′x(x0,y0);
(2)用公式法求f′x(x,y);
(3)计算lim

x→x0
y→y0

f′x(x,y),看lim
x→x0
y→y0

f′x(x,y)=f′x(x0,y0)与lim
x→x0
y→y0

f′y(x,y)=f′y(x0,y0)是否

成立,若上述两等式都成立,则称z=f(x,y)在点 (x0,y0)处的偏导数是连续的.

8.1.2 多元函数微分法

多元函数的微分法规则是大家本科学习时的重点,但不是难点,一般没有什么困难的地

方,注意以下三个要点,做题时细心一点,并多加训练即可.

1.链式求导规则

(1)复合函数的中间变量均为一元函数的情形

设z=f(u,v),u=φ(t),v=ψ(t),则z=f[φ(t),ψ(t)],且
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dz
dt=∂z∂u

du
dt+∂z∂v

dv
dt

(2)复合函数的中间变量均为多元函数的情形

设z=f(u,v),u=φ(x,y),v=ψ(x,y),则z=f[φ(x,y),ψ(x,y)],且

∂z
∂x=∂z∂u

∂u
∂x+∂z∂v

∂v
∂x

∂z
∂y=∂z∂u

∂u
∂y+∂z∂v

∂v
∂y

(3)复合函数的中间变量既有一元函数,又有多元函数的情形

设z=f(u,v),u=φ(x,y),v=ψ(y),则z=f[φ(x,y),ψ(y)],且

∂z
∂x=∂z∂u

∂u
∂x

∂z
∂y=∂z∂u

∂u
∂y+∂z∂v

dv
dy

  2.无论z对谁求导,也无论z已经求了几阶导,求导后的新函数仍然具有与

原函数完全相同的复合结构.

3.注意书写规范.

8.2 典型例题分析

8.2.1 多元函数微分学的概念题

【例8.1】设f(x)可导,F(x,y)=∫
y

-y
f(x+t)dt

2y
,-∞ <x<+∞,y>0,

(Ⅰ)求lim
y→0+

F(x,y); (Ⅱ)∀y>0,求∂F∂x
; (Ⅲ)求lim

y→0+

∂F
∂x.

【分析与解答】本题形式上的研究对象是多元函数,事实上,问题的主体知识是一元函

数的极限、导数问题,需要考生在计算的全过程中把握住“谁是变量”.

(Ⅰ)lim
y→0+

F(x,y)=lim
y→0+

∫
y

-y
f(x+t)dt

2y =
洛

lim
y→0+

f(x+y)+f(x-y)
2 =f(x).

(Ⅱ)由于∫
y

-y
f(x+t)dt

x+t=
—————

u∫
x+y

x-y
f(u)du,故∂F∂x= 1

2y
·[f(x+y)-f(x-y)].

(Ⅲ)lim
y→0+

∂F
∂x =lim

y→0+

f(x+y)-f(x-y)
2y = 12

[lim
y→0+

f(x+y)-f(x)
y +

lim
-y→0-

f(x-y)-f(x)
-y

]
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= 12
(f′+(x)+f′-(x))= 12

·2f′(x)=f′(x).

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍
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  【注】本题中的(Ⅲ)不可以用洛必达法则求解,因为题设条件未给出“f(x)的导函

数连续”这样的条件.

【例8.2】试分析下列各个结论是函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)处可微的充分条件还

是必要条件.
(1)二元函数的极限 lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x,y)存在.

(2)二元函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)的某个邻域内有界.
(3)lim

x→x0
f(x,y0)=f(x0,y0),lim

y→y0
f(x0,y)=f(x0,y0).

(4)F(x)=f(x,y0)在点x0 处可微,G(y)=f(x0,y)在点y0 处可微.
(5)曲面z=f(x,y)在点 (x0,y0,f(x0,y0))处存在切平面.(仅数学一要求)
(6)lim

x→x0
[f′x(x,y0)-f′x(x0,y0)]=0,lim

y→y0
[f′y(x0,y)-f′y(x0,y0)]=0.

(7) lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)-f(x0,y0)
(x-x0)2+(y-y0)2

=0.

【分析与解答】结论(1)~(5)中每一个分别都是z=f(x,y)在点P0(x0,y0)处可微的

必要条件,而非充分条件.结论(7)是z=f(x,y)在点P0(x0,y0)处可微的充分必要条件;

而结论(6)是其非充分又非必要条件.
因z=f(x,y)在点P0(x0,y0)处可微,故z=f(x,y)在点 P0(x0,y0)处连续,即

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)=f(x0,y0),则极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x,y)必存在,于是z=f(x,y)在点

P0(x0,y0)某邻域有界.
结论(3)表示一元函数F(x)=f(x,y0)在x0 处连续,G(y)=f(x0,y)在y0 处连续,

它是二元函数z=f(x,y)在点P0(x0,y0)处连续的必要条件,而非充分条件.而z=f(x,y)
在点P0(x0,y0)处连续又是其可微的必要条件,且非充分条件.

只要在z=f(x,y)在P0(x0,y0)的全微分定义

Δz=AΔx+BΔy+ο(ρ),ρ= Δx2+Δy2

中取特殊情况,分别令Δy=0与Δx=0即证得结论(4).
因为由函数z=f(x,y)在(x0,y0)处可微知,f′x(x0,y0)与f′y(x0,y0)都存在,故曲面

f(x,y)-z=0在 (x0,y0,f(x0,y0))处法矢量n
→

=f′x(x0,y0)i
→

+f′y(x0,y0)j
→

-k
→
不是零

矢量.于是结论(5)成立.
结论(6)的lim

x→x0
f′x(x,y0)-f′x(x0,y0[ ])=0表示偏导函数f′x(x,y)在y=y0 时的一

元函数f′x(x,y0)在x0 处连续,它仅是二元偏导函数f′x(x,y)在P0(x0,y0)处连续的一个

必要条件,对lim
y→y0

f′y(x0,y)-f′y(x0,y0[ ])=0有类似的结果.而z=f(x,y)在P0(x0,y0)处

可微又是f′x(x,y),f′y(x,y)在P0(x0,y0)处连续的另一个必要条件,所以结论(6)既不是
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充分条件又是必要条件.

结论(7)的等价形式是Δz=f(x,y)-f(x0,y0)=o(ρ),ρ= (x-x0)2+(y-y0)2,它
是相应全微分定义中A =0,B=0的情形,则结论(7)是其可微的充分必要条件.

【例8.3】设f(x,y)在点(0,0)处连续,且 lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)-a-bx-cy
ln(1+x2+y2) =1,其中a,

b,c为常数.
(I)讨论f(x,y)在点 (0,0)处是否可微,若可微则求出df(x,y) (0,0);
(II)讨论f(x,y)在点 (0,0)处是否取极值,说明理由.
【分析与解答】(I)当 (x,y)→ (0,0)时ln(1+x2+y2)~x2+y2,由

lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)-a-bx-cy
ln(1+x2+y2) =1,

⇒ lim
(x,y)→(0,0)

[f(x,y)-a-bx-cy]=0 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)=a.

由f(x,y)在点 (0,0)处的连续性即得f(0,0)= lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)=a.

再由极限与无穷小的关系可知,

f(x,y)-f(0,0)-bx-cy
x2+y2 =1+o(1)(o(1)为当(x,y)→ (0,0)时的无穷小量)

⇒ f(x,y)-f(0,0)-bx-cy=x2+y2+(x2+y2)o(1)=o(ρ)(ρ= x2+y2→0),
即 f(x,y)-f(0,0)=bx+cy+o(ρ) (ρ→0).
由可微性概念 ⇒f(x,y)在点 (0,0)处可微且df(x,y) (0,0)=bdx+cdy.

(II)由df(x,y) (0,0)=bdx+cdy⇒∂f
(0,0)
∂x =b,∂f

(0,0)
∂y =c.于是当b,c不同时为零

时f(x,y)在点 (0,0)处不取极值.
当b=c=0时,由于

lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)-f(0,0)
x2+y2 =1>0,

又由极限保号性 ⇒∃δ>0,当0<x2+y2 <δ2 时,

f(x,y)-f(0,0)
x2+y2 >0,即f(x,y)>f(0,0).

因此f(x,y)在点 (0,0)处取极小值.

8.2.2 多元函数微分学的计算题

【例8.4】已知函数f(u,v)具有二阶连续偏导数,f(1,1)=2是f(u,v)的极值,z=

f(x+y,f(x,y)).求∂
2z

∂x∂y (1,1)
.

【分析与解答】本题主要考查二元复合函数求二阶偏导数的方法,由于题中f(x,y)本

身就是一个中间变量,所以在求偏导数的过程中,要分清f(u,v)对中间变量的偏导数与

f(x,y)对自变量的偏导数的记号.
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∂z
∂x=f′1(x+y,f(x,y))+f′2(x+y,f(x,y))·f′1(x,y)

∂2z
∂x∂y=f″11(x+y,f(x,y))+f″12(x+y,f(x,y))·f′2(x,y)+f″12(x,y)·f′2(x+y,

f(x,y))+f′1(x,y)[f″21(x+y,f(x,y))+f″22(x+y,f(x,y))·f′2(x,y)]
由题意知f′1(1,1)=0,f′2(1,1)=0,

从而 ∂2z
∂x∂y (1,1)

=f″11(2,2)+f′2(2,2)·f″12(1,1).

或者令u=x+y,v=f(x,y),则∂z∂x=∂f
(u,v)
∂u +∂f

(u,v)
∂v

·∂f(x,y)
∂x

,

∂2z
∂x∂y=∂

2f(u,v)
∂u2 +∂

2f(u,v)
∂u∂v

·∂f(x,y)
∂y +

[∂
2f(u,v)
∂u∂v +∂

2f(u,v)
∂v2

·∂f(x,y)
∂y

]∂f(x,y)
∂x +∂f

(u,v)
∂v

·∂
2f(x,y)
∂x∂y

由题意知∂f(x,y)
∂x (1,1)

=0,∂f
(x,y)
∂y (1,1)

=0,

且u (1,1)=2, v (1,1)=f(1,1)=2,

从而 ∂2z
∂x∂y (1,1)

=∂
2f
∂u2 (2,2)

+∂f∂v (2,2)
·∂

2f
∂x∂y (1,1)

.
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  【注】①一些考生将解答中的记号f′1(x+y,f(x,y))错写成f′x(x+y,f(x,y)),将

f″12(x+y,f(x,y))错写成f″xy(x+y,f(x,y)),表明这些考生在概念上是模糊的,因为

f′1(x+y,f(x,y))记号是指复合函数对第一个中间变量求偏导,而记号f′x(x+y,f(x,

y))的含义是不清楚的;

②本题中一些考生将f′1(x+y,f(x,y))和f′1(x,y)不加区别地都记作f′1,最后将

(x,y)=(1,1)代入时,就导致把f″11(2,2)写成f″11(1,1)等错误,所以考生在学习时对

数学记号的含义必须下工夫弄清楚,不能什么都“简化”.

【例8.5】设函数f(x,y)可微,又f(0,0)=0,f′x(0,0)=a,f′y(0,0)=b,且φ(t)=

f[t,f(t,t2)],求φ′(0).
【分析与解答】在φ(t)=f[t,f(t,t2)]中令u=t,v=f(t,t2),得

φ(t)=f(u,v),

φ′(t)=f′u(u,v)·∂u∂t+f′v(u,v)·∂v∂t

=f′u(u,v)·1+f′v(u,v)·[f′u(u,v)·1+f′v(u,v)·2t]

=f′u[t,f(t,t2)]+f′v[t,f(t,t2)]·[f′u(t,f(t,t2))+f′v(t,f(t,t2))·2t],
所以

φ′(0)=f′u(0,0)+f′v(0,0)·[f′u(0,0)+f′v(0,0)·2·0]

=a+b[a+0]=a(1+b).
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【例8.6】设z= 1xf(xy)+yφ(x+y),其中f及φ 可微,求 ∂2z
∂x∂y

.

【分析与解答】令u=xy,v=x+y,则

z= 1xf(u)+yφ(v).

由于f及φ可微,而u=xy,v=x+y,均为初等函数,故满足 ∂2z
∂x∂y= ∂2z

∂y∂x
.这里先求

∂z
∂y

较为简便一些.由复合函数的求导法则,得

∂z
∂y= 1xf′(u)·∂u∂y+φ(v)+yφ′(v)·

∂v
∂y

= 1xf′(xy)·x+φ(x+y)+yφ′(x+y)·1

=f′(xy)+φ(x+y)+y·φ′(x+y);

∂2z
∂x∂y= ∂2z

∂y∂x
=yf″(xy)+φ′(x+y)+yφ″(x+y).
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  【注】若先求∂z
∂x
,再求 ∂2z

∂x∂y
,则有

∂z
∂x=-1x2f

(u)+1xf′(u)·∂u∂x+yφ′(v)·
∂v
∂x

=-1x2f
(xy)+y

xf′(xy)+yφ′(x+y);

∂2z
∂x∂y=-1x2f′

(xy)·x+1x
[f′(xy)+yf″(xy)·x]+φ′(x+y)+y·φ″(x+y)

=yf″(xy)+φ′(x+y)+yφ″(x+y).
由此可见,后一种求导顺序相对而言较前一种计算量大一些,也就是说,求混合偏

导数时,不同的求导顺序繁简程度不一定一致.

【例8.7】设z=sinxy+φ(x+y,yx
).其中φ可微,求 ∂2z

∂x∂y
.

【分析与解答】令u=x+y,v= y
x
,则φ(x+y,yx

)=φ(u,v),

∂z
∂x= ∂

∂x
[sin(xy)]+∂φ∂x

=ycos(xy)+∂φ∂u
·∂u
∂x+∂φ∂v

·∂v
∂x

=ycos(xy)+∂φ∂u
·1+∂φ∂v

·1
y

=ycos(xy)+φ′1+
1
yφ

′2;
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∂2z
∂x∂y= ∂

∂y ycos(xy[ ])+∂∂y φ′1+
1
yφ

′[ ]2

=cos(xy)-xysinxy+ ∂φ′1
∂u
·∂u
∂y+∂φ′1∂v

·∂v
∂[ ]y +

-1y2φ
′2+1y

∂φ′2
∂u
·∂u
∂y+∂φ′2∂v

·∂v
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]y

=cos(xy)-xysinxy+[φ″11·1+φ″12·(-
x
y2)]-

1
y2φ

′2+

1
y φ″21·1+φ″22·(-

x
y2[ ])

=cos(xy)-xysinxy+φ″11-
x
y2φ″12-

1
y2φ

′2+1yφ
″21-x

y3φ″22.
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  【注】抽象的多元函数的二阶偏导数计算中,最容易出错的地方是:对一阶偏导数

∂f
∂u=f′u(u,v)再求偏导数这一步.出错的原因常是忽视了f′u(u,v)与f′v(u,v)仍然是

与z=f(u,v)保持相同复合结构的复合函数,而容易被误解为仅仅是u或v的函数,从
而导致如下的错误

∂
∂xf′u

(u,v)=f″uu(u,v)·∂u∂x
或

∂
∂xf′v

(u,v)=f″vv(u,v)·∂v∂x

漏掉含 ∂2f
∂u∂v

与 ∂2f
∂v∂u

的项.

【例8.8】设变换
u=x-2y,

v=x+ay{ ,
可把方程6∂

2z
∂x2+

∂2z
∂x∂y-∂

2z
∂y2 =0简化为 ∂2z

∂u∂v=0,求

常数a.
【分析与解答】把z=zx,( )y 看成复合函数z=zu,( )v ,u=x-2y,v=x+ay,于

是

∂z
∂x=∂z∂u+∂z∂v

,∂z
∂y=-2∂z∂u+a∂z∂v

,有

∂2z
∂x2 =∂

2z
∂u2+ ∂

2z
∂u∂v+ ∂

2z
∂v∂u+∂

2z
∂v2 =∂

2z
∂u2+2∂

2z
∂u∂v+∂

2z
∂v2
,

∂2z
∂x∂y=∂

2z
∂u2 -( )2 + ∂

2z
∂u∂va+ ∂

2z
∂v∂u -( )2 +∂

2z
∂v2a=-2∂

2z
∂u2+ a-( )2 ∂2z

∂u∂v+a∂
2z
∂v2
,

∂2z
∂y2 =-2∂

2z
∂u2 -( )2 -2∂

2z
∂u∂va+a∂

2z
∂v∂u -( )2 +a2∂

2z
∂v2 =4∂

2z
∂u2-4a

∂2z
∂u∂v+a2∂

2z
∂v2
,把上述

结果代入原方程,经整理后得 10+5( )a ∂2z
∂u∂v+ 6+a-a( )2

∂2z
∂v2 =0,
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由题意知,a应满足
6+a-a2 =0,

10+5a≠0{ ,
由此解得a=3.

【例8.9】设y=f(x,z),其中z是由方程F(x,y,z)=0所确定的x,y的函数,且f与

F 具有连续的一阶偏导数.试证当∂F
∂z+∂f∂z

·∂F
∂y≠

0时,有

dy
dx=

∂f
∂x
·∂F
∂z-∂f∂z

·∂F
∂x

∂F
∂z+∂f∂z

·∂F
∂y

.

【证明】由方程组

y=f(x,z)   (1)

F(x,y,z)=0  (2{ )

确定了两个函数:y=y(x),z=z(x).由(1)、(2)两式两边对x求导,得

dy
dx=∂f∂x+∂f∂z

·dz
dx
,

∂F
∂x+∂F∂y

·dy
dx+∂F∂z

·dz
dx=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

即

dy
dx-∂f∂z

·dz
dx=∂f∂x

,

∂F
∂y
dy
dx+∂F∂z

dz
dx=-∂F∂x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

若

1 -∂f∂z
∂F
∂y
 ∂F∂z

=∂F∂z+∂f∂z
·∂F
∂y≠

0,

则

dy
dx=

∂f
∂x -∂f∂z

-∂F∂x 
∂F
∂z

1 -∂f∂z
∂F
∂y
 ∂F∂z

=

∂f
∂x
·∂F
∂z-∂f∂z

·∂F
∂x

∂F
∂z+∂f∂z

·∂F
∂y

.
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第9讲 多元函数微分学的应用

导  语

本讲安排多元函数的极值与最值问题,是这几年的重要考点,几乎年年都是大题,分值

很高,请大家关注.

大纲要求

1.多元函数极值和条件极值的概念.
2.多元函数极值存在的必要条件,二元函数极值存在的充分条件,求二元函数的极值.
3.用拉格朗日乘数法求条件极值,求简单多元函数的最大值和最小值.
4.解决一些简单的应用问题.

知识体系

多元函数微分学的应用

极值与最值的概念

求多元函数的极值与最值

取极值的必要条件

取极值的充分条件

ì

î

í

ï
ï

ïï条件极值与拉格朗日乘法

应用

证明不等式

几何应用

经济应用(仅数学三)

物理应用(仅数学一、二

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

)

9.1 考试内容分析

1.极值与最值的概念

(1)极值 设函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)的某邻域内有定义,如果对于该邻域内任

何异于 (x0,y0)的点 (x,y),都有

f(x,y)<f(x0,y0)(或f(x,y)>f(x0,y0)),
则称函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)处取得极大值(或极小值)f(x0,y0),极大值、极小

值统称为极值.使函数取得极值的点称为极值点.
(2)最值 设函数z=f(x,y)在某区域D 上有定义,如果对于该区域D 上任何异于
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(x0,y0)的点 (x,y),都有

f(x,y)<f(x0,y0)(或f(x,y)>f(x0,y0)),

则称函数z=f(x,y)在点 (x0,y0)处取得最大值(或最小值)f(x0,y0),最大值、最小值统

称为最值.使函数取得最值的点称为最值点. 

2.多元函数极值与最值问题的理论依据

(1)二元函数取极值的必要条件

设z=f(x,y)在点 (x0,y0)
一阶偏导数存在

{取极值
,则fx′(x0,y0)=0,fy′(x0,y0)=0.
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  【注】① 该必要条件同样适用于三元及以上函数.
② 上述条件并不充分,也就是说,使f′x(x0,y0)=0,f′y(x0,y0)=0的点并不一定

是该函数的极值点,例如函数z=xy在点(0,0)并无极值,但它的两个偏导数∂z
∂x=y,

∂z
∂y=x在点 (0,0)处却都等于零.如果把满足两个偏导数都等于零的点叫做驻点,则

可微函数的极值点就必是它的驻点.尽管这里只给出了必要条件,但是该条件对于具体

求解极值问题常是很重要的,因为通过它,我们可以找出函数z的全部驻点,然后只要

从这不多的几个驻点中找极值点.
③ 如果函数在个别点处的偏导数不存在,这些点当然不是驻点,但也可能是极值

点.例如,函数z= x2+y2 在点 (0,0)处的偏导数不存在,但该函数在点 (0,0)处却

取得了极小值,因此,在考虑函数的极值问题时,除了考虑函数的驻点外,如果有偏导数

不存在的点,那么对这些点也应当考虑.

(2)二元函数取极值的充分条件(Δ判别法)

记

f″xx(x0,y0)=A

f″xy(x0,y0)=B

f″yy(x0,y0)=

ì

î

í

ï
ï

ïï C

,则Δ=B2-AC
<0⇒ 极值

A<0⇒ 极大值

A>0⇒{ 极小值

>0⇒ 非极值

=0⇒ 方法失效,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 另谋他法
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  【注】① 该充分条件不适用于三元及以上函数.
②Δ=0时,只能说明该判别方法失效,而不能确定该点是否为极值点,说得明确

一点,考生不可据此说该点无法判断.如果出现此情形,请从极值定义出发去讨论问

题,见例题9.3.

(3)条件极值与拉格朗日乘法

求目标函数u=f(x,y,z)在条件 φ(x,y,z)=0

ψ(x,y,z)={ 0
下的极值,则
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① 构造辅助函数

F(x,y,z,λ,u)=f(x,y,z)+λφ(x,y,z)+uψ(x,y,z)

② 求偏导数,建立方程组

F′x=f′x+λφ′x+uψ′x=0
F′y=f′y+λφ′y+uψ′y=0
F′z=f′z+λφ′z+uψ′z=0
F′λ=φ(x,y,z)=0
F′u=ψ(x,y,z)=

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 0

③ 解上述方程组得 (x0,y0,z0);

④ 根据实际问题,必存在最值,所得即所求.

3.多元函数极值与最值的考题分类

(1)无条件极值
显函数

{隐函数
+Δ判别法 ;

(2)闭区域边界上的最值;

(3)闭区域上的最值.

4.求函数f(x,y) 在某区域D 上的最值的程序

(1)求出f(x,y)在D 内所有可疑点处的函数值;

(2)求出f(x,y)在D 的边界上的最值;

(3)比较所有得到的函数值,其中最大者即为最大值,最小者即为最小值.
在实际问题中,如果可以判断出f(x,y)的最大值(最小值)一定在D 的内部取得,且

f(x,y)在D 内只有一个驻点,则可以断定该驻点处的函数值就是f(x,y)在D 上的最大值

(最小值).

9.2 典型例题分析

9.2.1 求多元函数的极值与最值

【例9.1】设函数f(x)具有二阶连续导数,且f(x)>0,f′(0)=0,则函数z =

f(x)lnf(y)在点 (0,0)处取得极小值的一个充分条件是(  )

(A)f(0)>1,f″(0)>0 (B)f(0)>1,f″(0)<0
(C)f(0)<1,f″(0)>0 (D)f(0)<1,f″(0)<0
【分析与解答】应选(A).本题是考研常考题,考查二元抽象函数取极值的充分条件,严

格按照判别步骤去做,并不困难.
由z=f(x)lnf(y),计算各个偏导数,有
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∂z
∂x=f′(x)lnf(y),∂z∂y=f(x)f′

(y)
f(y)

,

∂2z
∂x2 =f″(x)lnf(y),∂

2z
∂x∂y=f′(x)f′(y)

f(y)
,∂

2z
∂y2 =f(x)f″

(y)f(y)-[f′(y)]2
[f(y)]2

.

在点 (0,0)处,由于A=∂
2z
∂x2 (0,0)

=f″(0)lnf(0),B= ∂2z
∂x∂y (0,0)

=0,C=∂
2z
∂y2 (0,0)

=f″(0),
所以当f(0)>1且f″(0)>0时,有B2-AC =-[f″(0)]2lnf(0)<0,

A=f″(0)lnf(0)>0,即这时函数z=f(x)lnf(y)在点(0,0)处取得极小值,同时,由
上述计算知选项(B),(C)和(D)都不满足,故应选(A).

【例9.2】设函数z= (1+ey)cosx-yey ,则函数z=f(x,y)(  )
(A)无极值          (B)有有限个极值

(C)有无穷多个极大值     (D)有无穷多个极小值

【分析与解答】应选(C).本题是二元具体函数求极值问题,由于涉及的三角函数是周期

函数,故极值点的个数有可能无穷,给判别带来一定的难度,事实证明,考生对这类问题把握

不好,请复习备考的同学们注意加强对本题的理解和记忆.

由
z′x=-(1+ey)sinx=0

z′y=ey(cosx-1-y)={ 0
得驻点为 (kπ,coskπ-1),k=0,±1,±2,… ,
又,z″xx=-(1+ey)cosx,z″xy=-eysinx,z″yy=ey(cosx-2-y).
(1)当k=0, ±2, ±4,… 时,驻点为 (kπ,0),从而A =z″xx(kπ,0)=-2,

B=z″xy(kπ,0)=0,C=z″yy(kπ,0)=-1,

于是B2-AC=-2<0,而A=-2<0,即驻点(kπ,0)均为极大值点,因而函数有无

穷多个极大值;
(2)当k=±1, ±3,… 时,驻点为 (kπ,-2),此时A=z″xx(kπ,-2)=-(1+e-2),

B=z″xy(kπ,-2)=0,C=z″yy(kπ,-2)=e-2

于是B2-AC = (1+e- 2)·e- 2 >0,即驻点 (kπ,-2)为非极值点;
综上所述,故选(C).
【例9.3】设f(x,y)=kx2+2kxy+y2 在点 (0,0)处取得极小值,求k的取值范围.
【分析与解答】由f(x,y)=kx2+2kxy+y2 ,可得

f′x(x,y)=2kx+2ky,f″xx(x,y)=2k

f′y(x,y)=2kx+2y,f″yy(x,y)=2,

f″xy(x,y)=2k,
于是,

① 若Δ=B2-AC =4k2-4k<0且A =2k>0,故0<k<1;

② 若Δ=B2-AC =4k2-4k=0,则k=0或k=1,
当k=0时,f(x,y)=y2,由于f(x,0)≡0,于是点 (0,0)非极小值点.
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当k=1时,f(x,y)= (x+y)2,由于f(x,-x)≡0,于是点 (0,0)也非极小值点.
综上所述,k的取值范围为 (0,1).

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】本题貌似简单,但是请考生勿忘讨论Δ=0时的情形,否则会被扣分.

【例9.4】设f(x,y)具有二阶连续偏导数,证明由方程f(x,y)=0所确定的隐函数y=

φ(x)在x=a处取得极值b=φ(a)的必要条件是

f(a,b)=0,f′x(a,b)=0,f′y(a,b)≠0.
且当r(a,b)>0时,b=φ(a)是极大值;当r(a,b)<0时,b=φ(a)是极小值,其中

r(a,b)=f″xx(a,b)
f′y(a,b)

.

【分析与解答】本题是一道新颖的计算性证明题,考查抽象函数的极值判别和高阶偏导

数计算,计算量大,难度不小.

y=φ(x)在x=a处取得极值的必要条件是φ′(a)=0.而

φ′(x)=-f′x(x,y)
f′y(x,y)

 (f′y(x,y)≠0).

设b=φ(a),则有

f(a,b)=0,f′x
(a,b)

f′y(a,b)=0;

于是f′x(a,b)=0,f′y(a,b)≠0.又

φ″(x)=-
[f″xx(x,y)+f″xy(x,y)·φ′(x)]·f′y(x,y)-f′x(x,y)[f″yx(x,y)+f″yy(x,y)·φ′(x)]

[f′y(x,y)]2

=-
[f″xx(x,y)+f″xy(x,y)· -f′x(x,y)

f′y(x,y( )) ]·f′y(x,y)-f′x(x,y)[f″yx(x,y)+f″yy(x,y)· -f′x(x,y)
f′y(x,y( )) ]

[f′y(x,y)]2

=-f″xx(x,y)·[f′y(x,y)]2-f″xy(x,y)·f′x(x,y)·f′y(x,y)-f′x(x,y)·f″yx(x,y)·f′y(x,y)+f″yy(x,y)·[f′x(x,y)]2
[f′y(x,y)]3

,

φ″(a)=-f″xx(a,b)·[f′y(a,b)]2
[f′y(a,b)]3

=-f″xx(a,b)
f′y(a,b)

.

当f″xx(a,b)
f′y(a,b)>

0时,φ″(a)<0,故b=φ(a)是极大值;

当f″xx(a,b)
f′y(a,b)<

0时,φ″(a)>0,故b=φ(a)是极小值.

【例9.5】求二元函数z=f x,( )y =x2y4-x-( )y 在由直线x+y=6,x轴和y 轴所

围成的闭区域D 上的极值,最大值与最小值.

【分析与解答】由方程组
f′x x,( )y =2xy 4-x-( )y -x2y=0,

f′y x,( )y =x2 4-x-( )y -x2y=0{ .
得x=0(0≤y≤6)

及点(4,0),(2,1).点(4,0)及线段x=00≤y≤( )6 在D 的边界上,只有点(2,1)在D
内部,可能是极值点.
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f″xx=8y-6xy-2y2,f″xy=8x-3x2-4xy,f″yy=-2x2.
在点(2,1)处A =f″xx (2,1)=-6,B=f″xy (2,1)=-4,C=f″yy (2,1)=-8.

B2-AC =-32<0,因此点(2,1)是z=f x,( )y 的极大值点,极大值f2,( )1 =4.
在D 的边界x=00≤y≤( )6 及y=00≤x≤( )6 上fx,( )y =0,在边界x+y=6

上,y=6-x,代入f x,( )y 中得 z=2x3-12x2 0≤x≤( )6 .由z′=6x2-24x=0得

x=0,x=4.在边界x+y=6上对应x=0,4,6处z值分别为:

z x=0=2x3-12x2 x=0=0,

z x=4=2x3-12x2 x=4=-64,

z x=6=2x3-12x2 x=6=0.
因此知z=f x,( )y 在边界上最大值为0,最小值为f4,( )2 =-64,将边界上最大值和

最小值与驻点 2,( )1 处的值比较得,z=f x,( )y 在闭区域D 上的最大值为f 2,( )1 =4;

最小值为f4,( )2 =-64.
【例9.6】求函数z=x2+y2+2x+y在区域D:x2+y2 ≤1上的最大值与最小值.
【分析与解答】由于x2+y2≤1是有界闭区域,z=x2+y2+2x+y在该区域上连续,

因此一定能取到最大值与最小值.

(1)解方程组

∂z
∂x=2x+2=0

∂z
∂y=2y+1=

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

 得  
x=-1,

y=-12
{ .

由于 -( )1 2+ -æ
è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

>1,

即 -1,-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

不在区域D 内,舍去.

(2)函数在区域内部无偏导数不存在的点.
(3)再求函数在边界上的最大值与最小值点,即求z=x2+y2+2x+y在满足约束条件

x2+y2 =1的条件极值点.此时,z=1+2x+y.
用拉格朗日乘法,作拉格朗日函数L x,y,( )λ =1+2x+y+λx2+y2-( )1 ,

解方程组

L′x=2+2λx =0,       ( )1

L′y=1+2λy =0, ( )2

L′λ=x2+y2-1=0. ( )

ì

î

í

ï
ï

ïï 3

由(1),(2)解得x=-1λ
,y=-12λ.把它们代入(3),有 1λ2+

1
4λ4-1=0,解得λ=- 5

2

或λ= 5
2. 代入(1),(2)得

x= 2
5

y= 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 5

或

x=-2
5
.

y=-1
5

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

所有三类最值怀疑点仅有两个,由于

z
2
5
,1æ

è
ç

ö

ø
÷

5 =1+ 5,z -2
5
,-1æ

è
ç

ö

ø
÷

5 =1- 5,所以最小值m=1- 5,最大值M=1+ 5.
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9.2.2 多元函数的极值与最值的应用

【例9.7】求内接于椭球面x2
a2+y2

b2 +z2
c2 =1的体积最大的长方体.

【分析与解答】设该内接长方体为v,p x,y,( )z x>0,y>0,z>( )0 是长方体的一

个顶点,且位于椭球面上,由于椭球面关于三个坐标平面对称,所以v=8xyz,x>0,y>0,

z>0且满足条件x2
a2+

y2
b2+

z2
c2 =1.因此,需要求出v=8xyz在约束条件x2

a2+y2
b2 +z2

c2 =1

下的极值.

设L x,y,z,( )λ =8xyz+λx2
a2+y2

b2 +z2
c2 -æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,求出L 的所有偏导数,并令它们都等

于0,有

L′x=8yz+2λxa2 =0,       ( )1

L′y=8xz+2λyb2 =0, ( )2

L′z=8xy+2λzc2 =0, ( )3

L′λ=x2
a2+y2

b2 +z2
c2 -1=0, ( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï 4

(1),(2),(3)分别乘以x,y,z,有8xyz=-2λx
2

a2
,8xyz=-2λy

2

b2
,8xyz=-2λz

2

c2
,

得 2λx
2

a2 =2λy
2

b2 =2λz
2

c2
,于是 x2

a2 =y2
b2 =z2

c2
或λ=0(λ=0时,8xyz=0,不合

题意,舍去),把x2
a2 =y2

b2 =z2
c2

代入(4),有3z
2

c2 -1=0,解得z= c
3
,从而x= a

3
,y= b

3
.

由题意知,内接于椭球面的长方体的体积没有最小值,而存在最大值,因而以点

a
3
,b
3
,cæ

è
ç

ö

ø
÷

3
为顶点所作对称于坐标平面的长方体即为所求的最大长方体,体积为v=

8abc
33

.

【例9.8】在第一象限的椭圆x2
4+y2=1上求一点,使过该点的法线与原点的距离最大.

【分析与解答】设T x,( )y =x2
4+y2-1,则有∂T x,( )y

∂x = 12x
, ∂T x,( )y

∂y =2y.

椭圆上任意一点 x,( )y 处的法线方程为X -x
1
2x

=Y-y
2y

,即-12y
Y+2xX -32 =0.

原点到该法线的距离为d= 3/2
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
2

+ 2æ
è
ç

ö

ø
÷

x
2
.
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记f x,( )y = 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
2

+ 2æ
è
ç

ö

ø
÷

x
2
,x>0,y>0,,约束条件为g x,( )y =x2

4+y2-1,

构造拉格朗日乘子函数hx,y,( )λ =f x,( )y +λg x,( )y .

根据条 件 极 值 的 求 解 方 法,先 求 ∂
∂xh x,y,( )λ = 1

2
-16+λx4

x3
,∂
∂y

h x,y,( )λ =

1
2
·-1+4λy4

y3
,

令∂h
∂x=0,∂h∂y=0,得联立方程组:

-16+λx4 =0,     ( )1

-1+4λy4 =0,     ( )2

g x,( )y =0.      ( )

ì

î

í

ï
ï

ïï 3

由(1)式得-16+λx4 =0⇒λ=16x4
;由(2)式得-1+4λy4 =0⇒λ= 1

4y4
;

所以有16
x4 =

1
4y4
⇒y= 14 2x.代入(3)式得到x2

4+ 1
4 2

æ

è
ç

ö

ø
÷x
2

-1=0⇒x=263
,

y= 14 2
·2
3 6=

3
3.

根据实际问题,距离最大的点是存在的,驻点只有一个,所得及所求,故可断定所求的点

为 26
3
,3æ

è
ç

ö

ø
÷

3
.

【例9.9】(仅数学三)厂家生产的一种产品同时在两个市场销售,售价分别为p1 和p2 ,

销售量分别为q1 和q2 ,需求函数分别为q1 =24-0.2p1 和q2 =10-0.05p2,总成本函数

为C=35+40(q1+q2).
试问:厂家如何确定两个市场的售价,能使其获得的总利润最大? 最大总利润为多少?
【分析与解答】总收入函数为R=p1q1+p2q2 =24p1-0.2p21+10p2-0.05p22.
总利润函数为L=R-C=32p1-0.2p21-0.05p22-1395+12p2 .

由极值的必要条件,得方程组

∂L
∂p1 =32-0.4p1 =0

∂L
∂p2 =12-0.1p2 =

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

.

解此方程组得p1 =80,p2 =120.
由问题的实际含义可知,当p1 =80,p2 =120时,厂家所获得的总利润最大,其最大总

利润为

L p1=80,p2=120=605.
【例9.10】(仅数学一)设有一小山,取它的底面所在的平面为xOy坐标面,其底部所占

的区域为D = x,( )y x2+y2-xy≤{ }75 ,小山的高度函数为hx,( )y =75-x2-y2+
xy.
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(1)设M x0,y( )0 为区域D上一点,问hx,( )y 在该点沿平面上什么方向的方向导数最

大? 记该最大值为g(x0,y0),写出g(x0,y0)的表达式.
(2)现欲利用此小山开展攀岩活动,为此需要在山脚寻找一上山坡度最大的点作为攀登

的起点.也就是说,要在D 的边界线x2+y2-xy=75上找出使(1)中的g x,( )y 达到最大

值的点,试确定攀登起点的位置.
【分析与解答】(1)由梯度的几何意义知,hx,( )y 在点M x0,y( )0 处沿梯度

gradhx,( )y x0,y( )0 = y0-2x( )0 i+ x0-2y( )0 j
方向的方向导数最大.方向导数的最大值为该梯度的模,所以

g x0,y( )0 = y0-2x( )0
2+ x0-2y( )0

2 = 5x20+5y20-8x0y0.
(2)令f x,( )y =g2 x,( )y =5x2+5y2-8xy.由题意,只需求f x,( )y 在约束条件

75-x2-y2+xy =0下的最大值点.
令L x,y,( )λ =5x2+5y2-8xy+λ75-x2-y2+x( )y ,则

L′x=10x-8y+λy-2( )x =0 ( )1

L′y=10y-8x+λx-2( )y =0 ( )2

L′λ=75-x2-y2+xy =0  ( )

ì

î

í

ï
ï

ïï 3
(1)式与(2)式相加可得 x+( )y 2-( )λ =0,从而得y=-x或λ=2.

若λ=2,则由(1)式得y=x,再由(3)式得x=±53,y=±53.
若y=-x,则由(3)式得x=±5,y=∓5.于是得到四个极值点

M1 5,-( )5 ,M2 -5,( )5 ,M3 53,( )53 ,M4 -53,-( )53 .
由于f M( )1 =f M( )2 =450,f M( )3 =f M( )4 =150.故M1或M2可作为攀登的起点.
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第10讲 二重积分

导  语

二重积分是数学一、二、三的考生在多元积分学上唯一的公共考试内容,也是历年考研

中的必考题,基本上会考查一个大题和一个小题.二重积分计算上的细节很多,出题的角度

很多,这些年的考试中,命题人通过新颖的手法给出了不少精彩的题目,值得我们很好地去

品味,放在下面具体去讲解.在导语中关键强调一点,二重积分重在计算,思路上说,难度不

高;计算上讲,却不容易.历届考生的考试结果告诉我们,即使一个很常规的二重积分计算

题,最终统计出的结果也会有很高的难度和较好的区分度,为什么? 因为很多考生计算不过

关,请大家引以为戒.

大纲要求

1.二重积分的概念、性质,二重积分的中值定理.
2.二重积分的计算方法(直角坐标、极坐标).
3.二重积分的应用(用二重积分求平面图形的面积、曲顶柱体的体积、重心(质心)、形

心、转动惯量等)

知识体系

二重积分

二重积分的概念与性质

精确定义法

对称性
普通对称性

{
ì

î

í

ï
ï

ïï 轮换对称性

二重积分的计算

基础性计算
直角坐标系

{极坐标系

技术性计算

对称性

形心公式的逆用

ì

î

í

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ï

ïï

交换积分次序

二重积分的应用

平面图形的面积

曲顶柱体的体积

平面图形的重心(质心)、形心

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

转动惯量
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10.1 考试内容分析

10.1.1 二重积分的概念、性质与对称性

1.二重积分的概念

设二元函数f(x,y)定义在有界闭区域D 上,则二重积分

∬
D

f(x,y)dσ=lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi,ηi)Δσi.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)将D 无限分割的Δσi>0,λ为所有Δσi 的直径的最大值,强调该极限与对

区域D 的分割方式无关;
(2)其几何背景是以f(x,y)为曲顶、有界闭区域D 为底的曲顶柱体的体积:

V =∬
D

f(x,y)dσ;

(3)(数学一、二要求)其物理背景是以f(x,y)为面密度的平面区域D 的质量:

M =∬
D

f(x,y)dσ;

(4)要了解二重积分的存在性,也称为二元函数的可积性.设平面有界闭区域D 由

一条或者几条逐段光滑闭曲线所围成,当f(x,y)在D 上连续时,或者当f(x,y)在D
上有界,且在D 上除了有限个点和有限条光滑曲线外都是连续的,则它在D 上可积,也
就是二重积分存在.

2.二重积分的性质

性质1区域面积 ∬
D

dσ=A,其中A 为区域D 的面积.

性质2可积函数必有界 当f(x,y)在有界闭区域D 上可积时,则f(x,y)在D 上必

有界.
性质3积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∬
D

[k1f(x,y)+k2g(x,y)]dσ=k1∬
D

f(x,y)dσ+k2∬
D

g(x,y)dσ.

性质4积分的可加性 当f(x,y)在有界闭区域D 上可积时,D1∪D2 =D,D1∩D2

= ⌀ ,则

∬
D

f(x,y)dσ=∬
D1

f(x,y)dσ+∬
D2

f(x,y)dσ.

性质5积分的保号性 当f (x,y),g(x,y)在有界闭区域 D 上可积时,若在 D 上,
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f(x,y)≤g(x,y),则有

∬
D

f(x,y)dσ≤∬
D

g(x,y)dσ.

特殊地有

|∬
D

f(x,y)dσ|≤∬
D

|f(x,y)|dσ.

性质6估值定理 设M,m 分别是f(x,y)在有界闭区域D 上的最大值和最小值,A 为

D 的面积,则有

mA ≤∬
D

f(x,y)dσ≤MA.

性质7中值定理 设函数f(x,y)在有界闭区域D 上连续,A为D 的面积,则在D 上至

少存在一点(ξ,η)使得

∬
D

f(x,y)dσ=f(ξ,η)A.

3.普通对称性与轮换对称性

(1)普通对称性

设区域D 关于y 轴对称,则

∬
D

f(x,y)dxdy=
2∬

D1

f(x,y)dxdy,f(x,y)=f(-x,y)

0,f(x,y)=-f(-x,y

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(2)轮换对称性

若把x与y 对调后,区域D不变(或称区域D关于y=x对称),则

∬
D

f(x,y)dσ=∬
D

f(y,x)dσ

这就是轮换对称性.

10.1.2 二重积分的计算

1.直角坐标系下的计算法

(1)∬
D

f(x,y)dσ=∫
b

a
dx∫

φ2(x)

φ1(x)
f(x,y)dy,

其中D 为X型区域:j1(x)≤y≤j2(x),a≤x≤b;

(2)∬
D

f(x,y)dσ=∫
d

c
dy∫

ψ2(y)

ψ1(y)
f(x,y)dx,

其中D 为Y型区域:y1(y)≤x≤y2(y),c≤y≤d.
这里的下限必须小于等于上限.
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2.极坐标系下的计算法

(1)∬
D

f x,( )y dσ=∫
β

α
dθ∫

r2 ( )θ

r1 ( )θ
f rcosθ,rsin( )θrdr.(极点O 在区域D 外部)

(2)∬
D

f x,( )y dσ=∫
β

α
dθ∫

r( )θ

0
frcosθ,rsin( )θrdr.(极点O 在区域D 边界上)

(3)∬
D

f x,( )y dσ=∫
2π

0
dθ∫

r( )θ

0
frcosθ,rsin( )θrdr.(极点O 在区域D 内部)

3.极坐标系与直角坐标系选择的一般原则

(1)先看被积函数是否为f(x2+y2),f(yx
),f(xy

)等形式;

(2)再看积分区域是否为圆或者圆的一部分.
若两者兼是,那么优先选用极坐标系.否则,就优先考虑直角坐标系.(这只是一般原

则,是大方向,请大家一定不要教条化.)

4.极坐标系与直角坐标系的互相转化

把握两个桥梁就可以,一是用好
x=rcosθ

y=rsin{ θ
这个公式,二是画好区域D 的图形,确定好

上下限的转化.

10.1.3 二重积分的应用

1.几何量

若D 是所占的平面区域,则其面积为A =∬
D

dσ.

2.重心(质心)与形心

对于平面薄片,面密度ρ(x,y)连续,D 是薄片所占的平面区域,则计算重心x,y的公

式为

x=
∬

D

xρ(x,y)dσ

∬
D
ρ(x,y)dσ

,y=
∬

D

yρ(x,y)dσ

∬
D
ρ(x,y)dσ

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】第一,在考研的范畴内,重心就是质心;第二,当密度ρ(x,y)为常数时,重心就

是形心.以后的三重积分和线面积分(仅为数学一考试内容)的应用中,也是这样的说

法,到那里不再重复说明.
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3.转动惯量

对于平面薄片,面密度ρ(x,y)连续,D 是薄片所占的平面区域,则该薄片对于x轴,y
轴和原点O 的转动惯量Ix ,Iy 和Io 分别为

Ix =∬
D

y2ρ(x,y)dσ,Iy =∬
D

x2ρ(x,y)dσ,Io =∬
D

(x2+y2)ρ(x,y)dσ.

10.2 典型例题分析

10.2.1 二重积分的概念与性质题

本部分主要考查二重积分的对称性(包括普通对称性和轮换对称性)、积分的保号性等,

题目出法比较灵活,是考研中区分度比较好的题目.

【例10.1】记平面区域D = {(x,y) x + y ≤1},计算如下二重积分:

(1)I1=∬
D

af(x)+bf(y)
f(x)+f(y)

dσ,其中,f(t)为定义在(-∞,+∞)上的连续正值函数,常

数a>0,b>0;

(2)I2 =∬
D

(eλx -e-λy)dσ,常数λ>0.

【分析与解答】(1)易见,积分区域D 是边长为 2的正方形,故其面积SD =2,因为积分

区域D 关于直线y =x 对称,则由二重积分的性质便有I1 =∬
D

af(x)+bf(y)
f(x)+f(y)

dσ=∬
D

af(y)+bf(x)
f(y)+f(x)

dσ=12
·∬

D

(a+b)[f(x)+f(y)]
f(x)+f(y)

dσ= 12
(a+b)·∬

D

dσ=a+b.

(2)因为积分区域D 关于直线y =x 对称,又分别关于Oy 轴,Ox 轴对称;函数eλx -
e-λx,eλy -e-λy 分别关于x,y为奇函数,则由二重积分的性质得

I2 =∬
D

(eλx -e-λy)dσ= 12∬
D

[(eλx -e-λy)+(eλy -e-λx)]dσ

= 12∬
D

(eλx -e-λx)dσ+12∬
D

(eλy -e-λy)dσ=0.

【例10.2】设p(x)在 a,[ ]b 上非负连续,f(x)与g(x)在 a,[ ]b 上连续且有相同的单

调性,其中D={(x,y)|a≤x≤b,a≤y≤b},判别I1 =∬
D

p(x)f(x)p(y)g(y)dxdy,I2 =

∬
D

p(x)f(y)p(y)g(y)dxdy的大小,并说明理由.
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  【分析与解答】

I1-I2 =∬
D

p(x)p(y)g(y)(f(x)-f(y))dxdy

由于D 关于x 与y 对称,所以I1-I2 又可以写成

I1-I2 =∬
D

p(x)p(y)g(x)(f(y)-f(x))dxdy

所以

2(I1-I2)=∬
D

p(x)p(y)(g(y)-g(x))(f(x)-f(y))dxdy

因g(x)与f(x)的单调性相同,所以 (f(x)-f(y))(g(x)-g(y))≥0,

从而知I1-I2 ≤0,有I1 ≤I2 .

【例10.3】设函数f(x,y)连续,且f(x,y)=x+∬
D

yf(u,v)dudv,其中D 由y = 1
x
,

x=1,y=2围成,求f(x,y).
【分析与解答】这是一道综合题目,表面看来很复杂,只要分析清楚了并不难.首先可以

知道积分∬
D

f(u,v)dudv是一个常数,因此f(x,y)=x+∬
D

yf(u,v)dudv变为f(x,y)=x+

y∬
D

f(u,v)dudv,两边再求二重积分就可以解决了.

设A =∬
D

f(u,v)dudv,则A =∬
D

f(x,y)dxdy.故

f(x,y)=x+∬
D

yf(u,v)dudv=x+yA ,

两边求二重积分,则A =∬
D

(x+Ay)dxdy=∫
2

1
dy∫

1

1
y

(x+Ay)dx= 12A+14
,

从而A = 12
,故f(x,y)=x+12y.

【例10.4】求极限lim
t→+0

1
t3∫

t

0
dx∫

t2

x2
arctan[cos(3x+5y)]dy.

【分析与解答】记D = (x,y)0≤x≤t,x2 ≤y≤t{ }2 ,则

∫
t

0
dx∫

t2

x2
arctan[cos(3x+5y)]dy=∬

D

arctan[cos(3x+5y)]dσ,

使用二重积分的中值定理,可知存在 (ξ,η)∈D,使

∬
D

arctan[cos(3x+5y)]dσ=Aarctan[cos(3ξ+5η)],

其中A 为区域D 的面积,是t的函数,

A =∬
D

dσ=I=∫
t

0
dx∫

t2

x2
dy= 23t

3 .

而当t→0+ 时,D→ (0,0),所以 (ξ,η)→ (0,0),于是
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arctan[cos(3ξ+5η)]→
π
4
,

从而有

I=lim
t→0+

1
t3Aarctan

[cos(3ξ+5η)]=lim
t→0+

1
t3
2
3t

æ

è
ç

ö

ø
÷

3 lim
t→0+
arctan[cos(3ξ+5η)]=

π
6 .

10.2.2 二重积分的交换积分次序

【例10.5】交换下列累次积分I的积分次序.

(1)I1 =∫
1

0
dx∫

1
2x
2

0
f(x,y)dy+∫

3

1
dx∫

9-x2

0
f(x,y)dy;

(2)I2 =∫
1

1
4
dy∫

1-y2

0
f(x,y)dx+∫

1
4

0
dy∫

1
2(1- 1-4y)

0
f(x,y)dx+∫

1
4

0
dy∫

1-y2

1
2(1+ 1-4y)

f(x,y)dx;

【分析与解答】(1)由累次积分I1 的积分限容易写出其对应的二重积分的积分区域σ=
σ1 ∪σ2 ,它们可表示为

σ1 = (x,y)0≤y≤ 12x
2,0≤x≤{ }1 ,

σ2 = (x,y)0≤y≤ 9-x2,1≤x≤{ }3 .

显然,平面区域σ的边界曲线为抛物线y=12x
2 ,上半圆弧y= 9-x2 与直线y=0,

则σ1 ,σ2 也可以写为

σ1 = (x,y) 2y ≤x≤1,0≤y≤{ }12 ,

σ2 = (x,y)1≤x≤ 9-y2,0≤y≤{ }22 .
于是,累次积分I1 交换积分次序后为

I1 =∫
1
2

0
dy∫

1

2y
f(x,y)dx+∫

22

0
dy∫

9-y2

1
f(x,y)dx.

(2)由累次积分I的积分限容易写出其对应的二重积分的积分区域为σ=σ1∪σ2∪σ3 ,
其中

σ1 = (x,y)0≤x≤ 1-y2,14 ≤y≤{ }1 ,

σ2 = (x,y)0≤x≤ 12
(1- 1-4y),0≤y≤{ }14 ,

σ3 = (x,y)12
(1+ 1-4y)≤x≤ 1-y2,0≤y≤{ }14 .

根据区域σ的图形可知,σ的边界曲线是由上半圆y= 1-x2 ,直线x=0与抛物线

y=x-x2 组成,故可用不等式表示为

σ= (x,y)x-x2 ≤y≤ 1-x2,0≤x≤{ }1 .
于是,累次积分I化为另一种先对y 后对x 的累次积分
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I=∫
1

0
dx∫

1-x2

x-x2
f(x,y)dy.

【例10.6】设f(x)连续,F(x)=∫
x

0∫
t

0
uf(u2+t2)d[ ]udt,求F″(x).

【分析与解答】令∫
t

0
uf(u2+t2)du=g(t)⇒F(x)=∫

x

0
g(t)dt,故F′(x)=g(x)=

∫
x

0
uf(u2+x2)du.

再令t=u2+x2 ,则F′(x)= 12∫
2x2

x2
f(t)dt,F″(x)=2xf(2x2)-xf(x2).

【例10.7】设f(x)连续,F(x)=∫
x

0∫
x

t
f(u+t)d[ ]udt,证明F″(0)=f(0).

【分析与解答】交换积分次序.则F(x)=∫
x

0∫
u

0
f(u+t)d[ ]tdu

令∫
u

0
f(u+t)dt=g(u)⇒F(x)=∫

x

0
g(u)du⇒F′(x)=g(x)=∫

x

0
f(x+t)dt,

再令v =x+t,则 F′(x)=∫
2x

x
f(v)dv,于是 F″(x)=2f(2x)-f(x),故 F″(0)

=f(0).

10.2.3 二重积分的计算题

【例10.8】计算I=∬
D

x+y
2

-x2-y2 dxdy,D:x2+y2 ≤1.

【分析与解答】用曲线x+y
2

-x2-y2 =0将D 划分为D1 与D2 .

I=∬
D1

+∬
D2

=∬
D1

(x+y
2

-x2-y2)dσ+∬
D2

(x2+y2-x+y
2
)dσ

=∬
D1

(x+y
2

-x2-y2)dσ+∬
D-D1

(x2+y2-x+y
2
)dσ

=∬
D1

(x+y
2

-x2-y2)dσ+∬
D

(x2+y2-x+y
2
)dσ-∬

D1

(x2+y2-x+y
2
)dσ

=2∬
D1

(x+y
2

-x2-y2)dσ+∬
D

(x2+y2-x+y
2
)dσ

其中,

I1 =∬
D

(x2+y2-x+y
2
)dσ=∬

D

(x2+y2)dσ=∫
2π

0
dθ∫

1

0
r2rdr=2π·14 = π2

,

I2 =∬
D1

(x+y
2

-x2-y2)dσ=∬
D1

[1
4-(x- 1

22
)
2

-(y- 1
22

)
2
]dxdy .

D1:(x- 1
22

)
2

+(y- 1
22

)
2

≤ (12
)
2
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令 X =x- 1
22

,dX =dx,Y =y- 1
22

,dY =dy

于是, D1:X2+Y2 ≤ (12
)
2

∬
D1

(1
4-X2-Y2)dXdY =∫

2π

0
dθ∫

1
2

0
(1
4-r2)rdr=2π·(132-164

)= π
32

I=2I2+I1 =2·π32+π2 = 9
16π.

【例10.9】计算I=∬
D

(x+y)ln(1+y
x
)

1-x-y
dxdy,其中D={(x,y)x+y≤1,x≥0,y≥0}.

【分析与解答】本题考查二重积分的计算,是一道计算量较大的难题.
首先,由x与y 的轮换对称性,有

I=∬
D

(x+y)ln(1+y
x
)

1-x-y
dxdy=∬

D

(x+y)ln(1+x
y
)

1-x-y
dxdy,

2I=∬
D

(x+y)ln(1+y
x
)

1-x-y
dxdy+∬

D

(x+y)ln(1+x
y
)

1-x-y
dxdy

=∬
D

(x+y)ln
(x+y)2

xy
1-x-y

dxdy

=2∬
D

(x+y)ln(x+y)
1-x-y

dxdy-2∬
D

(x+y)lnx
1-x-y

dxdy,

I=∫
1

0
dx∫

1-x

0

(x+y)ln(x+y)
1-x-y

dy-∫
1

0
lnxdx∫

1-x

0

x+y
1-x-y

dy.

令x+y=u(视x为常数),得I=∫
1

0
dx∫

1

x

ulnu
1-u

du-∫
1

0
lnxdx∫

1

x

u
1-u

du.

交换积分次序,得

I=∫
1

0
du∫

u

0

ulnu
1-u

dx-∫
1

0

u
1-u

du∫
u

0
lnxdx

=∫
1

0

u2lnu
1-u

du-∫
1

0

u
1-u

du∫
u

0
lnxdx

=∫
1

0

u2lnu
1-u

du-∫
1

0

u
1-u

(ulnu-u)du

=∫
1

0

u2

1-u
du=1615.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】本题最后一步有多种解法,你能想出多少方法? 比比看什么方法最简单?
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【例10.10】设函数f(x)在区间 [0,1]上具有连续导数,f(0)=1,且满足

∬
Dt

f′(x+y)dxdy=∬
Dt

f(t)dxdy,其中Dt ={(x,y)0≤y≤t-x,0≤x≤t}(0<t≤1),

求f(x)的表达式.
【分析与解答】本题是实考题,主要考查二重积分的概念与计算、变上限函数的求导、简

单微分方程的求解等,是一道综合题.

∬
Dt

f′(x+y)dxdy=∫
t

0
dx∫

t-x

0
f′(x+y)dy=∫

t

0
[f(t)-f(x)]dx=tf(t)-∫

t

0
f(x)dx,

又∬
Dt

f(t)dxdy=t2
2f
(t),由题设有tf(t)-∫

t

0
f(x)dx=t2

2f
(t).

两边求导整理得 (2-t)f′(t)=2f(t),解得f(t)= C
(2-t)2

,

代入f(0)=1,得C=4,故f(x)= 4
(2-x)2

(0≤x≤1).

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】教育部考试中心指出,实考下来,本题的难度值竟然是0.285,区分度却很好,

为0.652.说明这种问题是今后考研还会命制的.

【例10.11】(Ⅰ)计算∫
+∞

0
e-x2dx.

(Ⅱ)当x→1- 时,求与∫
+∞

0
xt2dt等价的无穷大量.

【分析与解答】本题考查二重积分的计算和无穷大量的比较问题,是一道具有一定难度

的综合性考题,这类问题提法新颖,计算量大,逻辑性强,对考生的恒等变形能力要求较高.
考生在考研时要注意:一般第(Ⅰ)问是第(Ⅱ)问的提示,给解决第(Ⅱ)问搭建了一个台阶,

考生要充分重视这个逻辑提示.

(Ⅰ)记I=∫
+∞

0
e-x2dx,则

I2 =∫
+∞

0
e-x2dx·∫

+∞

0
e-x2dx=∫

+∞

0
e-x2dx·∫

+∞

0
e-y2dy

=∫
+∞

0
dx∫

+∞

0
e- x2+y( )

2
dy= ∬

0≤x<+∞
0≤y<+∞

e- x2+y( )
2
dxdy

=∫
π
2

0
dθ∫

+∞

0
e-r2·rdr=-π4 e

-r2 +∞( )0 = π4.

故 I=∫
+∞

0
e-x2dx= π

2.

(Ⅱ)要解决第二个问题,需要首先弄清楚以下几个要点:
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(1)x→x0 时,f( )x 与g ( )x 为等价无穷大 ⇔

lim
x→x0

f( )x = ∞

lim
x→x0

g( )x = ∞

lim
x→x0

f( )x
g ( )x =

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 1

(2)无穷大量的表达形式众多,有一种常用的形式: 1
x-x( )0

p 或 1
x0-( )x p

,此题

x→1- ,故考虑用 1
1-( )x p .于是,

lim
x→1-

∫
+∞

0
xt2dt

1
1-( )x p

=lim
x→1-

1-( )x p∫
+∞

0
xt2dt=lim

x→1-
1-( )x p∫

+∞

0
et
2lnxdt

=lim
x→1-

1-( )x p∫
+∞

0
e-t2ln1xdt(*)

根据第一问的提示,我们要凑出“e-u2 ”这种形式,故令t2ln1x =u2 ,即

t ln1x =u⇒ ln1xdt=du

则(*)=lim
x→1-

1-( )x p

ln1x
∫

+∞

0
e-u2du= π

2limx→1-

1-( )x p

-ln1+x-( )1
=

1-x=y π
2limy→0+

yp

y
1
2
.

取p= 12
,极限值为 π

2
,故 π

2
1
1-x

与∫
+∞

0
xt2dt为x→1- 时的等价无穷大量.

10.2.4 二重积分的证明题

【例10.12】证明∫
1

0
dx∫

1

0
x( )y

xy
dy=∫

1

0
xxdx.

【分析与解答】本题看似是二重积分问题,事实上,用代换t=xy 可将累次积分化为定

积分.

在∫
1

0
x( )y

xy
dy中,视x为常数,令t=xy,dt=xdy,当y从0变到1时,t从0变到x,则

∫
1

0
x( )y

xy
dy=∫

x

0
tt1

xdt= 1x∫
x

0
ttdt,

从而

∫
1

0
dx∫

1

0
x( )y

xy
dy=∫

1

0

1
xdx∫

x

0
ttdt=∫

1

0
ttdt∫

1

t

1
xdx=-∫

1

0
ttlntdt

于是也就是要证明

-∫
1

0
ttlntdt=∫

1

0
ttdt,
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移项后就是要证明

∫
1

0
tt 1+ln( )tdt=0.

事实上,

tt 1+ln( )t =etlnt 1+ln( )t =etlntdtln( )t =detln( )t

故

∫
1

0
tt 1+ln( )tdt=etlnt

1
0
=0.

【例10.13】设F(x,y)=∂
2f(x,y)
∂x∂y

在D=[a,b]×[c,d]上连续,求I=∬
D

F(x,y)dxdy,并

证明:I≤2(M-m),其中M 和m 分别是f(x,y)在D 上的最大值和最小值.

【分析与解答】I=∫
b

a
dx∫

d

c

∂2f(x,y)
∂x∂y

dy=∫
b

a

∂f(x,y)
∂x

y=d

y=c
dx

=∫
b

a
(∂f(x,d)
∂x -∂f

(x,c)
∂x

)dx= (f(x,d)-f(x,c))x=b
x=a

= (f(b,d)+f(a,c))-(f(a,d)+f(b,c)),
显见,I≤2(M-m).

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】2011年考研试题出现了类似这样的问题,本题在前,考题在后.

【例10.14】(Ⅰ)设D= x,( )y a≤x≤b,c≤y≤{ }d ,若f″xy 与f″yx 在D 上连续,证
明

∬
D

f″xy x,( )y dxdy=∬
D

f″yx x,( )y dxdy.

(Ⅱ)设D为xOy平面上的区域,若f″xy 与f″yx 都在D上连续,证明f″xy 与f″yx 在D上相等.
【分析与解答】本题考查二重积分的计算,是比较新颖的非常规考题,涉及抽象的理论

推导,在2011年考研中已经有所涉及,本题的设计同样比较独特,希望考生多加体会和

总结.

(Ⅰ)证明:∬
D

f″xy x,( )y dxdy=∫
b

a
dx∫

d

c
f″xy x,( )y dy=∫

b

a
f′x x,( )y

d

c
dx

=∫
b

a
f′x x,( )d -f′x x,( )[ ]c dx=f x,( )d

b

a
-f x,( )c

b

a

=fb,( )d -fa,( )d +fa,( )c -fb,( )c .

同理,∬
D

f″yx x,( )y dxdy=∫
d

c
dy∫

b

a
f″yx x,( )y dx=fb,( )d -fa,( )d +fa,( )c -fb,( )c .

结论成立.
(Ⅱ)证明:用反证法.
设 ∃P0 x0,y( )0 ∈D,有f″xy x0,y( )0 ≠f″yx x0,y( )0 .
不妨设f″xy x0,y( )0 -f″yx x0,y( )0 >0,
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由于

lim
x→x0
y→y0

f″xy x,( )y -f″yx x,( )[ ]y =f″xy x0,y( )0 -f″yx x0,y( )0 >0.

由极 限 的 保 号 性,∃ε0 > 0,∃δ > 0,当 P x,( )y ∈ U P0,( )δ 时 有f″xy x,( )y -
f″yx x,( )y >ε0.

取D0 = x,( )y x0-δ
2 ≤x≤x0+δ

2
,y0-δ

2 ≤y≤y0+δ{ }2 ⊂U P0,( )δ

于是,∬
D0

f″xy x,( )y -f″yx x,( )[ ]y dxdy≥∬
D0

ε0dxdy=ε0δ2 >0.

由(Ⅰ),∬
D0

f″xy x,( )y -f″yx x,( )[ ]y dxdy=0,出现矛盾,故f″xy x,( )y 与f″yx x,( )y 在

D 上相等.

图10.1

10.2.5 二重积分的应用性问题

【例10.15】(仅数学一)一个半径为1,高为3的开口圆柱形水桶,在距底为1处有两个

小孔(小孔的面积忽略不计),两小孔连线与水桶轴线相交,试问该水桶最多能装多少水?

(仅数学二、三)求V(t)=∬
Dt

t-( )1y+( )1dxdy的最大值,其中Dt ={(x,y)x2+y2≤

1,- 1
t-1≤y≤1},2≤t≤3.

【分析与解答】对于数学一,本题是典型的应用型计算题,也就是首先要考生根据题目

的文字表述,翻译出数学表达式,然后进行计算.对于数学二、三,本题会直接命制成计算题,

降低题目的难度.需要指出的是,这种“动区域(也就是区域是随着某个参数变化而变化)”的
二重积分并不容易计算,而且本题还要求最值,需要用到导

数工具.总之,本题是一道综合性较强的题目,这类问题的区

分度在考研中一直很高.
对于数学一,首先,考生需要画出示意图.显然,水桶竖

直放立时,装水至水面高度为1时,水将从两小孔流出,此时

装水量为π·12·1=π.所以要使水桶多盛水,通过水桶倾斜

来增加盛水量.用数学语言来描述,即过两孔连线做一张动

平面,问题就是求出动平面与桶底、桶壁围成的部分有最大

的体积.如图10.1所示.
将两孔A,B 连线,过此连线的平面方程为z=ky+1,

其中k为参数.设动平面与桶口唯一交点 M的坐标为 (0,1,

t),代入平面方程,得k=t-1,则以t为参数的动平面的方

程为

π:z= (t-1)y+1.
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于是平面π与面Oxy 的交线为y =- 1
t-1

,在倾斜水桶以改变盛水量时,要求此交线

要始终在水桶底面上,故- 1
t-1≥-1⇒t≥2,于是可得参数t的取值范围是:2≤t≤3,盛

水量为V(t)=∬
Dt

t-( )1y+( )1dxdy,其中Dt ={(x,y)x2+y2≤1,- 1
t-1≤y≤1},

且要求2≤t≤3.
于是问题就翻译如下:

求V(t)=∬
Dt

t-( )1y+( )1dxdy的最大值,其中Dt={(x,y)x2+y2≤1,- 1
t-1≤

y≤1},2≤t≤3,
这就成为了数学一、二、三共同需要解决的计算题了.

V(t)=∬
Dt

t-( )1y+( )1dxdy=∫
1

- 1
t-1

t-( )1y+( )1dy∫
1-y2

- 1-y2
dx

=∫
1

- 1
t-1
2 1-y2 t-( )1y+( )1dy=2∫

1

- 1
t-1
1-y2dy+∫

1

- 1
t-1
2(t-1)y 1-y2dy

=2∫
1

- 1
t-1

(1-y) 1-y2dy+2t∫
1

- 1
t-1
y 1-y2dy,

于是

V′(t)=-21+ 1
t-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
· 1
(t-1)2

1- 1
(t-1)2 +2∫

1

- 1
t-1
y 1-y2dy-2t - 1

t-
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
·

1
(t-1)2

1- 1
(t-1)2

=2∫
1

-1
t-1
y 1-y2dy=-23

(1-y2)
3
2

1

-1
t-1

= 23
1- 1

(t-1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

3
2

= 23
tt-( )( )2

3
2

(t-1)3 >0.

V(t)单调增加,故

Vmax =V(3)=∬
D3

(2y+1)dxdy=∫
1

-12

(2y+1)dy∫
1-y2

- 1-y2
dx

=4∫
1

-12
y 1-y2dy+2∫

1

-12
1-y2dy= 23π+34 3.

【例10.16】求下列曲面所围成的立体的体积:

(1)z=1-x2-y2,z=0;(2)z= 14
(x2+y2),x2+y2 =8x,z=0.

【分析与解答】(1)V=∬
D

(1-x2-y2)dσ=∫
2π

0
dθ∫

1

0
(1-r2)rdr=2π∫

1

0
(r-r3)dr=π2

;

(2)投影区域D 是 x-( )4 2+y2 ≤42 ,V =∬
D

1
4
(x2+y2)dσ= 14∫

π
2

-π2
dθ∫

8cosθ

0
r3dr=

96π.
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【例10.17】求柱面x2+y2 =2x被x2+y2+z2 =4所截得部分体积.

【分析与解答】V=4∬
D1

4-x2-y2dxdy,其中D1={(x,y)|x2+y2≤2x且y≥0},

用极坐标计算,在极坐标下D1:
0≤θ≤ π2
0≤r≤2cos

{
θ
,于是

V =4∬
D1

4-x2-y2dxdy=4∫
π
2

0
dθ∫

2cosθ

0
4-r2rdr=323

(π
2-23

).

【例10.18】设平面薄片所占的区域D由抛物线y=x2及直线y=x所围成,它在(x,y)
处的面密度ρ(x,y)=x2y,求此薄片的重心.

【分析与解答】设此薄片的重心为 (x,y),

则 x=
∬

D

xρ(x,y)dσ

∬
D
ρ(x,y)dσ

=∫
1

0
dx∫

x

x2
x3ydy

∫
1

0
dx∫

x

x2
x2ydy

=

1
48
1
35

=3548
;

y=
∬

D

yρ(x,y)dσ

∬
D
ρ(x,y)dσ

=∫
1

0
dx∫

x

x2
x2y2dy
1
35

=

1
54
1
35

=3554.

【例10.19】设平面区域σ由σ1与σ2组成,其中,σ1= (x,y)|0≤y≤a-x,0≤x≤{ }a ,

图10.2

σ2 = (x,y)|a≤x+y≤b,x≥0,y≥{ }0 ,如图10.2所示,它的面密度

μ(x,y)=
e-(x+y), (x,y)∈σ1,

1
x2+y2

, (x,y)∈σ2

ì

î

í

ïï

ïï .

试求(I)该薄板σ的质量m ;(II)薄板σ1 关于Oy 轴的转动惯量J1 与σ2 关

于原点的转动惯量J0 .
【分析与解答】(I)根据重积分的分块可加性,得薄板σ的质量

m =∬
σ
μ(x,y)dσ=∬

σ1

e-(x+y)dxdy+∬
σ2

1
x2+y2

dxdy

其中,∬
σ1

e-(x+y)dxdy=∫
a

0
e-xdx∫

a-x

0
e-ydy=∫

a

0
e-x(1-ex-a)dx=1-(1+a)e-a.

注意到直线y=a-x与y =b-x在极坐标系中的方程为

r= a
cosθ+sinθ

与r= b
cosθ+sinθ

,

则∬
σ2

1
x2+y2

dxdy=∫
π
2

0
dθ∫

b
cosθ+sinθ

a
cosθ+sinθ

1
rrdr= (b-a)∫

π
2

0

1
cosθ+sinθdθ
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=b-a
2∫

π
2

0
csc(θ+π4

)dθ=
b-a
2
lntan12

(θ+π4
)

π
2

0

=b-a
2
ln(2+1)-ln(2-1[ ])= 2(b-a)ln(2+1).

因此,薄片σ的质量为

m =∬
σ
μ(x,y)dσ=1-(1+a)e-a + 2(b-a)ln(2+1).

(II)薄板σ1 关于Oy 轴的转动惯量

J1 =∬
σ1

μx2dσ=∫
a

0
x2e-xdx∫

a-x

0
e-ydy=∫

a

0
x2e-x(1-ex-a)dx

=∫
a

0
x2e-xdx-e-a∫

a

0
x2dx=-(x2+2x+2)e-x a

0-13a
3e-a

=2-(13a
3+a2+2a+2)e-a.

其中,∫x2e-xdx=-x2e-x +2∫xe-xdx=-x2e-x -2(x+1)e-x +C.

薄板σ2 关于原点的转动惯量在极坐标系中计算得

J0 =∬
σ2

μ(x2+y2)dσ=∬
σ2

1
x2+y2

(x2+y2)dxdy=∫
π
2

0
dθ∫

b
cosθ+sinθ

a
cosθ+sinθ

r2dr

= 13∫
π
2

0

b3-a3
(cosθ+sinθ)3

dθ

=b3-a3
3

1
22∫

π
2

0
sec3(θ-π4

)dθ

=b3-a3

62
1
2sec

(θ-π4
)tan(θ-π4

)+12ln
sec(θ-π4

)+tan(θ-π4[ ])
π
2

0

=b3-a3

62
(2+ln(2+1)).

其中,由分部积分法得

∫sec3xdx=∫secxsec2xdx=secxtanx-∫tanxsecxtanxdx
=secxtanx-∫secx(sec2x-1)dx=secxtanx-∫sec3xdx+∫secxdx,

移项得∫sec3xdx= 12secxtanx+12lnsecx+tanx +C.
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第11讲 微分方程

导  语

考研的微分方程主要任务是计算,其次是应用.它的理论性不强,但是计算量较大;在应

用方面主要是几何上的应用,然后是经济应用(数学三)和物理应用(数学一、二).
值得指出,近几年的考研试题中经常出现很普通的微分方程的求解问题,而且分值占到

9分或者10分,所以提醒大家注意的是,要重视微分方程的基本问题和基本运算.

大纲要求

数学一、二、三的公共考试内容

1.微分方程及其阶、解、通解、初始条件和特解等概念.
2.变量可分离的微分方程.齐次微分方程和一阶线性微分方程的解法.
3.线性微分方程解的性质及解的结构.二阶常系数齐次线性微分方程的解法.自由项为

多项式、指数函数、正弦函数、余弦函数以及它们的和与积的二阶常系数非齐次线性微分方

程的解法.某些高于二阶的常系数齐次线性微分方程.
4.会用微分方程解决一些简单的应用问题.
数学一、二的单独考试内容

会用降阶法解下列形式的微分方程:y(n)=f(x),y″=f(x,y′)和y″=f(y,y′).
数学一的单独考试内容

伯努利方程和全微分方程,简单的变量代换解某些微分方程.
数学三的单独考试内容

一阶常系数线性差分方程的求解方法.

知识体系

微分方程

微分方程的概念与应用

一阶微分方程的求解

变量可分离的方程

齐次方程

一阶线性微分方程

伯努利方程(仅数学一

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

二阶可降阶微分方程 (仅数学一、二)

高阶线性微分方程的求解

欧拉方程 (仅数学一)

差分方程 (仅数学三

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

)
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11.1 考试内容分析

11.1.1 微分方程的概念及其应用

1.概念

微分方程 含有未知函数的导数(或者微分)的方程,称为微分方程.一般写成

F(x,y,y′,…,y(n))=0或y(n)=f(x,y,y′,…,y(n-1))

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)未知函数是一元函数的微分方程,称为常微分方程;未知函数是多元函数

的微分方程,称为偏微分方程.这两种方程在考研中都有涉及,其中常微分方程的求解

是主体.
(2)方程中未知函数导数的最高阶数,称为微分方程的阶.如y(4)-y″′+ysinx=

x2 就是四阶方程.阶数为一阶的方程称为一阶微分方程;阶数为二阶及以上的方程称

为高阶微分方程.

微分方程的解 若将函数代入微分方程,使方程成为恒等式,则该函数称为微分方程的

解.即,设y=y(x)在区间I上连续且有直到n 阶的导数,使

F x,y(x),y′(x),…y(n)(x( ))≡0,

则称y=y(x)为该微分方程在区间I上的一个解.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)若微分方程的解中含有独立常数的个数等于微分方程的阶数,则称该解为

微分方程的通解,不含任意常数的解称为特解.即,若y=y(x,C1,C2,…,Cn)是n阶微

分方程F x,y(x),y′(x),…y(n)(x( ))≡0在区间I上的解,其中C1,C2,…,Cn 为n个独

立的任意常数,x∈I,则称它为该微分方程的通解.
(2)一般地,确定通解中常数的条件就是初始条件,如给出

y(x0)=a0,y′(x0)=a1,…,y(n-1)(x0)=an-1 ,

其中a0,a1,…,an-1 为n个给定的数,这是考生比较容易掌握的,但是如果题目出

得比较新颖,还可以把初始条件给成“极限形式”等,比如这样一个例子(掌握一阶线性

微分方程的解法后再读此题):求微分方程xy′+(1-x)y=e2x(0<x<+∞)满足

lim
x→0+

y(x)=1的特解.

首先化其为标准形式,y′+1-x
x y = 1xe

2x,于是其通解为

y=e-∫1-xx dx∫1xe2xe∫
1-x
x dx

dx+[ ]C =e-lnx+x∫1xe2x·elnx-xdx+[ ]C
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  = 1xe
x∫exdx+[ ]C = 1xe

x ex +[ ]C .

由lim
x→0+

y(x)=1,即lim
x→0+

1
xe

x[ex+C]=1得lim
x→0+

ex +C
x =1,故C=-1,所以原

方程满足条件lim
x→0+

y(x)=1的特解为y= 1xe
x(ex -1).

考生读完此题发现,事实上,题目并不困难,只是增加了极限计算的工作量.这里

想提醒大家,数学题出得新颖,并不意味着一定难,求解它的过程,仍然是基本且经典

的.考生在平时的复习过程中,可以多见识一些新颖的提法,或者自己思考一下,这种

问题如果换个说法怎么出等等,这对于培养数学能力不无裨益.

11.1.2 一阶微分方程的求解

1.变量可分离的方程

能写成y′=f(x)g(y)形式的方程称为变量可分离型方程.其解法为:

dy
dx=f(x)g(y)⇒∫dy

g(y)=∫f(x)dx.

2.可化为变量可分离的方程

(1)形如dy
dx=f(ax+by+c)的方程,其中a,b全都不为零.其解法为:

令u=ax+by+c,则dudx=a+bdydx
,带入原方程得du

dx=a+bf(u);

(2)齐次微分方程 形如dy
dx=φ(yx

)或者dx
dy=φ(

x
y
)的方程.其解法为:

令u= y
x
,则y=u·x⇒dydx=u+xdudx

,于是原方程变为du
dx
·x+u=f(u),即

du
f(u)-u=dxx .

3.一阶线性微分方程

形如y′+p( )xy=q( )x 的方程,其中p( )x ,q( )x 为已知的连续函数.其计算公式为:

y=e-∫p( )x dx∫e∫p( )x dx·q( )x dx+( )C .

4.伯努利方程

形如y′+p(x)y=q(x)yn(n≠0,1)的方程,其中p( )x ,q( )x 为已知的连续函数.其

解法为:
(1)先变形为y-n·y′+p(x)y1-n =q(x).

—171—



    考研数学高等数学18讲

(2)令z=y1-n ,得dzdx= (1-n)y-ndy
dx
,则 1
1-n

dz
dx+p(x)z=q(x).

(3)解此一阶线性微分方程即可.

11.1.3 二阶可降阶微分方程的求解

1.y″=f(x,y′) 型(方程中不显含未知函数y)

(1)令y′=p(x),y″=p′,则原方程变为一阶方程dp
dx=f(x,p);

(2)若求得其解为p=φ(x,C1),即y′=φ(x,C1),则原方程的通解为

y=∫φ(x,C1)dx+C2.

2.y″=f(y,y′) 型(方程中不显含自变量x )

(1)令y′=p,y″=dpdx=dpdy
·dy
dx=dpdy

·p,则原方程变为一阶方程pdpdy=f(y,p);

(2)若求得其解p=φ(y,C1),则由p=dydx
可得dy

dx=φ(y,C1),分离变量得 dy
φ(y,C1)

=dx;

(3)两边积分,∫ dy
φ(y,C1)

=x+C2 ,即可求得原方程的通解.

11.1.4 高阶线性微分方程的求解

1.二阶线性微分方程的概念

(1)方程y″+p(x)y′+q(x)y=f(x)称为二阶线性微分方程,其中p( )x ,q( )x 叫系数

函数,f(x)叫自由项,均为已知的连续函数.
当f(x)≡0时,y″+p(x)y′+q(x)y=0为齐次方程;

当f(x)不恒等于0时,y″+p(x)y′+q(x)y=f(x)为非齐次方程.
(2)方程y″+py′+qy =f(x)称为二阶常系数线性微分方程,其中p,q为常数,f(x)

叫自由项.
当f(x)≡0时,y″+py′+qy =0为齐次方程;

当f(x)不恒等于0时,y″+py′+qy =f(x)为非齐次方程.

2.二阶线性微分方程的解的结构

(1)若y1(x),y2(x)是y″+p(x)y′+q(x)y=0的两个解,且y1(x)/y2(x)≠C(常数),

则称y1(x),y2(x)是该方程的两个线性无关的解,且y(x)=C1y1(x)+C2y2(x)是方程

y″+p(x)y′+q(x)y=0的通解.
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(2)若y(x)=C1y1(x)+C2y2(x)是y″+p(x)y′+q(x)y=0的通解,y*(x)是y″+

p(x)y′+q(x)y=f(x)的一个特解,则y(x)+y*(x)是y″+p(x)y′+q(x)y=f(x)的

通解.
(3)若y*

1 (x)是y″+p(x)y′+q(x)y=f1(x)的解,y*
2 (x)是y″+p(x)y′+q(x)y=

f2(x)的解,则y*
1 (x)+y*

2 (x)是y″+p(x)y′+q(x)y=f1(x)+f2(x)的解.

3.二阶常系数齐次线性微分方程的通解

对于y″+py′+qy =0,其对应的特征方程为λ2+pλ+q=0,求其特征根,有以下三

种情况请大家牢记.以下C1,C2 为任意常数.
(1)若p2-4q>0,设λ1,λ2 是特征方程的两个不等实根,即λ1 ≠λ2 ,可得其通解为

y=C1eλ1x +C2eλ2x.
(2)若p2-4q=0,设λ1,λ2 是特征方程的两个相等的实根,即二重根,令λ1 =λ2 =λ,

可得其通解为

y= (C1+C2x)eλx.
(3)若p2-4q<0,设α±βi是特征方程的一对共轭复根,可得其通解为

y=eαx C1cosβx+C2sinβ( )x .

4.二阶常系数非齐次线性微分方程的特解

对于y″+py′+qy =f(x),考研大纲规定我们需要掌握以下两种情况:
(1)自由项f(x)=Pn(x)eαx 时,特解要设定为y* =eαxQn(x)xk

其中,

eαx 照抄

Qn(x)为x的n 次一般多项式

k=

0 α≠λ1,α≠λ2
1 α=λ1 或α=λ2
2 α=λ1 =λ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

2

(2)自由项f(x)=eαx Pm(x)cosβx+Pn(x)sinβ[ ]x 时,特解要设定为

y* =eαx Q(1)
l(x)cosβx+Q(2)

l(x)sinβ[ ]x xk

其中,

eαx 照抄

l=maxm,{ }n ,Q(1)
l(x),Q(2)

l(x)分别为x的两个不同的l次一般多项式

k=
0 α±βi不是特征根

1 α±βi{

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 是特征根

5.n阶常系数齐次线性微分方程的解

方程y(n)+p1y(n-1)+…+pn-1y′+pny =0称为n阶常系数线性齐次微分方程,其中

p1,p2,…,pn 为常数,其对应的特征方程为λn+p1λn-1+…+pn-1λ+pn =0,求出其特征根,

有如下情况,需要大家牢记.以下大写的英文字母均为任意常数.
(1)特征根为单实根λ时,微分方程通解中对应一项Ceλx ;
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(2)特征根为k重实根λ时,微分方程通解中对应k项 (C1+C2x+…+Ckxk-1)eλx ;

(3)特征根为单复根α±βi(β>0)时,微分方程通解中对应两项eαx(C1cosβx+C2sinβx);
(4)特征根为k重复根α±βi(β>0)时,微分方程通解中对应2k项

eαx[(C1+C2x+…+Ckxk-1)cosβx+(D1+D2x+…+Dkxk-1)sinβx].

11.1.5 欧拉方程(仅数学一要求)

形如x2d
2y
dx2+pxdydx+qy=f(x)的方程称为欧拉方程,其中p与q为常数,f(x)为已

知函数.它有固定的解法:

(1)当x>0时,令x=et,则t=lnx,dtdx= 1x
,于是

dy
dx=dydt

·dt
dx=1x

·dy
dt
;d

2y
dx2 = d

dx
1
x
dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t =-1x2
dy
dt+1x

d
dx
dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t =-1x2
dy
dt+1x2

d2y
dt2

方程化为       d
2y
dt2 +(p-1)dydt+qy =f(et)

即可求解(别忘了用t=lnx回代成x 的函数).
(2)当x<0时,令x=-et,同理可得.

【例11.1】求解微分方程 (1+x)3d
3y
dx3-3(1+x)2d

2y
dx2+6(1+x)dydx-6y=0.

【分析与解答】欲求解的方程是欧拉方程,令1+x=et,则由复合函数的求导法则有

dy
dx= 1

1+x
dy
dt
, d

2y
dx2 = 1

(1+x)2
d2y
dt2 - 1

(1+x)2
dy
dt
,

d3y
dx3 = 1

(1+x)3
d3y
dt3 - 3

(1+x)3
d2y
dt2 + 2

(1+x)3
dy
dt
,

把它们代入原方程,则原方程化为常系数线性齐次微分方程

d3y
dt3-6

d2y
dt2+11

dy
dt-6y=0

,

其特征方程为r3-6r2+11r-6=0,特征根r1 =1,r2 =2,r3 =3,

则y(t)=C1et+C2e2t+C3e3t.
因1+x=et,故原方程的通解为y(x)=C1(1+x)+C2(1+x)2+C3(1+x)3.

11.1.6 差分方程(仅数学三要求)

形如yx+1+ayx =f(x),a≠0的方程,称为一阶常系数线性差分方程.现在的考研大纲

中,已经删去了它的经济学应用,只要求大家会求解这种方程即可,请同学们类比一阶常系

数线性微分方程的解法去记忆,很容易记住.
(1)先看齐次方程.对于yx+1+ayx =0,其特征方程为λ+a=0⇒λ=-a,则通解为
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y=C(-a)x ,C为任意常数.
(2)再看非齐次方程.yx+1+ayx =Pm(x)λx ,其中Pm(x)为x的m 次多项式,则

设定y* =λxQm(x)·xk  其中,

1)λx 照抄

2)Qm(x)为x的m 次多项式

3)k=
0,λ≠-a
1,λ=-{

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï a

11.2 典型例题分析

11.2.1 利用微分方程的形式解题

【例11.2】设y=y(x)是方程y″+p(x)y′+q(x)y=0满足y(a)=y(b)=0的解,其
中p(x)与q(x)在 [a,b]上连续,且q(x)<0,求当x∈ [a,b]时y(x)的表达式.

【分析与解答】本题是利用微分方程的形式解题的典型问题,综合了中值定理,且用到

了反证思想,是一道有一定难度的综合题.
严格说来,无论对于数学一、二还是三,方程y″+p(x)y′+q(x)y=0并非考试大纲要

求范围内的方程形式,因为方程为二阶,p(x)与q(x)均为函数(且p(x)与q(x)的具体形

式未给出),所以该方程叫做变系数二阶微分方程.这种问题往往是直接从式子本身分析,

因为微分方程本身就反映了函数y(x)及其各阶导数之间的关系.
由于y(a)=y(b)=0,设想,总不会在x∈[a,b]时,y(x)≡0吧? 于是设存在x1∈

(a,b)使y(x1)≠0,不妨设y(x1)>0,由于y(a)=y(b)=0,所以在 [a,b]上必存在最

大值M >0,设y(x0)=M ,x0 ∈ (a,b),根据费马定理,有y′(x0)=0;
又由于y(x)为方程y″+p(x)y′+q(x)y=0的解,所以

y″(x0)+p(x0)y′(x0)+q(x0)y(x0)=0,
即得y″(x0)=-q(x0)y(x0)>0,由极值判别的充分条件,y(x0)为y(x)的极小值,与

前矛盾;

若存在x1 ∈ (a,b)使y(x1)<0,同理可推出矛盾,故y(x)≡0.
【例11.3】已知y=y( )x 是微分方程(x2+y2)dy=dx-dy的任意解,并在y=y( )x

的定义域内取x0 ,记y0 =y x( )0 .

(I)证明y( )x <y0+π2-arctanx0;

(II)证明lim
x→+∞

y( )x 存在,lim
x→-∞

y( )x 存在.

【分析与解答】本题以微分方程的概念为载体,考查一元微积分学的综合知识,是一道

有一定难度的综合题.

(I)将微分方程 (x2+y2)dy=dx-dy 变形为dy
dx = 1

1+x2+y2
,于是dy

dx>0
,则
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y=y( )x 为严格单调增函数,根据单调有界准则,只要证明y( )x 有界即可.

对dy( )x = 1
1+x2+y2 ( )x dx

两边从x0 到x积分,得

∫
x

x0
dy( )x =∫

x

x0

1
1+x2+y2 ( )x dx

,

于是y( )x =y x( )0 +∫
x

x0

1
1+x2+y2 ( )x dx.

设x≥x0 ,则y( )x ≤y x( )0 +∫
x

x0

1
1+x2dx

=y x( )0 +arctanx-arctanx0 <y0+π2-arctanx0.

(II)y( )x 有上界,所以lim
x→+∞

y( )x 存在.

同理可证,当x ≤x0 时有y( )x 下界,所以 lim
x→-∞

y( )x 也存在.故 lim
x→+∞

y( )x 存在,

lim
x→-∞

y( )x 也存在.

11.2.2 一阶微分方程的求解

【例11.4】已知曲线y=y(x)经过点(1,e-1),且在点(x,y)处的切线方程在y轴上的

截距为xy,求该曲线方程的表达式.
【分析与解答】本题以几何问题为载体,让考生根据问题描述建立微分方程,然后求解,

是一道简单的综合题,是考研的重要出题形式.
曲线y=f(x)在点(x,y)处的切线方程为Y-y=y′(X-x),令X=0,得到截距为

xy =y-xy′,即xy′=y(1-x),

此为一阶可分离变量的方程,于是,dy
y = 1x-1,lny=lnx-x+lnC,得到y=Cx

ex
,

又y(1)=e-1 ,故C=1,于是曲线方程为y= x
ex .

【例11.5】求解 (1+e-x
y)ydx+(y-x)dy=0.

【分析与解答】方程化为

dx
dy= x-y

(1+e-y
x)y

=

x
y -1

1+e-y
x
.

此为齐次方程,故令u= x
y
,则x=uy,dxdy=ydudy+u,代入上述方程得

ydudy+u= u-1
1+e-u,

整理得

1+eu
u+eu

du=-1y
dy.
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积分得

ln(u+eu)=-lny +C1,
(u+eu)y=C,

将u=x
y

代入得, x
y +e

xæ

è
ç

ö

ø
÷y y =C,故原方程的通解为x+ye

x
y =C.

【例11.6】设φ(x)是以2π为周期的连续函数,且Φ′(x)=φ(x),Φ(0)=0.
(Ⅰ)求方程y′+ysinx=φ(x)ecosx 的通解.
(Ⅱ)方程是否有以2π为周期的解? 若有,请写出所需条件,若没有,请说明理由.
【分析与解答】本题考查微分方程的求解与解的讨论,尤其是(Ⅱ)关于解的讨论,是考

生在考场上的难点,请复习备考的学生重视.
(Ⅰ)该方程为一阶线性微分方程,通解为

y=e-∫sinxdx(∫φ(x)ecosxe∫sinxdxdx+C)   

=ecosx(∫φ(x)ecosx·e-cosxdx+C)

=ecosx(∫φ(x)dx+C)=ecosx Φ(x)+[ ]C .

(Ⅱ)因为Φ′(x)=φ(x),所以Φ(x)=∫
x

0
φ(t)dt+C1 ,又Φ(0)=0,于是,Φ(x)=

∫
x

0
φ(t)dt,

而Φ(x+2π)=∫
x+2π

0
φ(t)dt=∫

x

0
φ(t)dt+∫

x+2π

x
φ(t)dt=Φ(x)+∫

2π

0
φ(t)dt,

所以,当∫
2π

0
φ(t)dt=0时,Φ(x+2π)=Φ(x),即Φ(x)以2π为周期.

因此,当∫
2π

0
φ(t)dt=0时,方程有以2π为周期的解.

【例11.7】设有方程y′+P(x)y=x2,其中P(x)=
1, 当x≤1时,

1
x
, 当x>1时{ .

试求在(-∞,

+∞)内的连续函数y=y(x),使之在(-∞,1)和(1,+∞)内都满足方程,且满足初值条

件y(0)=2.
【分析与解答】本题虽是基本题,但其特色在于当x的取值范围不同时,系数P(x)不

同,这样所求解的方程就不一样,解的形式自然也会不一样,最后要根据解y=y(x)是连续

函数,确定任意常数.

当x≤1时,方程及其初始条件为
y′+y=x2

y(0)={ 2
,求解得

y=e-∫1dx∫x2e∫1dxdx+[ ]C =e-x∫x2exdx+[ ]C =x2-2x+2+Ce-x.

由y(0)=2得C=0,故y=x2-2x+2.
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当x>1时,方程及其初始条件为
y′+1xy =x2

y(0)=
{

2
,求解得

y=e-∫1xdx∫x2e∫1xdxdx+[ ]C =e-lnx∫x2elnxdx+[ ]C = 1x∫x3dx+[ ]C = 14x
3+C

x
,

综上,得

y(x)=
x2-2x+2, x≤1
1
4x

3+C
x
, x>{ 1

.

又y(x)在 (-∞,+∞)内连续,有f(1-)=f(1+)=f(1),即1-2+2=14+C,从

而C= 34.

所以

y(x)=
x2-2x+2, x≤1
1
4x

3+34x
, x>{ 1

.

【例11.8】设
xdydx-(2x2+1)y=x2,x≥1

y(1)=y
{

1

,

(Ⅰ)用变限积分表示满足上述初值问题的解y(x);
(Ⅱ)讨论lim

x→+∞
y(x)是否存在,若存在,给出条件,若不存在,说明理由.

【分析与解答】一般认为,一阶线性微分方程y′+p( )xy =q( )x 的计算公式为

y=e-∫p(x)dx∫e∫p(x)dx·q( )x dx+( )C ,

而本题是要求写成变限积分形式

y(x)=e-∫x
x0

p(t)dt∫
x

x0
e∫

t
x0

p(s)dsq(t)dt+[ ]C ,

请考生仔细分辨这里的变量表达形式.
由于本题表达形式比较复杂,且写出表达式后还要进行极限讨论,故本题对于考生是一

道难题.

(Ⅰ)初值问题可写成
dy
dx- 2x+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x y =x,x≥1

y(1)=y

ì

î

í

ïï

ïï
1

由上述变限积分形式的通解公式,有:

y(x)=e∫
x
1 2t+1( )t dt∫

x

1
te-∫t1 2s+1( )s dsdt+y[ ]1

=e-1xex
2∫

x

1
e·e-t2dt+y[ ]1 =xex

2∫
x

1
e-t2dt+y1e-[ ]1
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(Ⅱ)由∫
+∞

1
e-t2dt=∫

+∞

0
e-t2dt-∫

1

0
e-t2dt= π

2 -∫
1

0
e-t2dt,于是

lim
x→+∞∫

x

1
e-t2dt+y1e-[ ]1 = π

2 -∫
1

0
e-t2dt+y1e-1,

若y1 ≠e∫
1

0
e-t2dt- πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则lim

x→+∞
y(x)= ∞,

若y1 =e∫
1

0
e-t2dt- πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,则lim

x→+∞
y(x)=lim

x→+∞

∫
x

1
e-t2dt+y1e-1

1
xe

-x2
= lim

x→+∞

e-x2

-1x2e
-x2 -2e-x2

=-12.

11.2.3 高阶微分方程的求解

1.高阶可降阶的方程

【例11.9】求解y″=e2y +ey ,且y(0)=0,y′(0)=2.

【分析与解答】令y′=p(y),则y″=dpdy
dy
dx=y′dpdy=pdpdy

,代入方程,有

pp′=e2y +ey ,12p
2 = 12e

2y +ey +12C
,

p2 =e2y +2ey +C,

即 y′2 =e2y +2ey +C
又y(0)=0,y′(0)=2,有C=1,

所以 y′2 =e2y +2ey +1= (ey +1)2 ,

因此 y′=ey +1     (y′(0)=2>0),

即 1
ey +1

dy=dx,

有 ∫e
y +1-ey
ey +1

dy=∫dx,
y-ln(ey +1)=x+C1 .

代入y(0)=0得C1 =-ln2,所以,该初值问题的解为

y-ln(1+ey)=x-ln2.

【例11.10】求解
xy″-y′lny′+y′lnx=0

y(1)=2,y′(1)=e{ 2
.

【分析与解答】令y′=p(x),则y″=dpdx
,代入原方程得

xdpdx-plnp+plnx=0,
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dp
dx=plnp-plnx

x =
plnp

x
x

,

此为齐次方程,令 p
x =u,则p=xu,dpdx=u+xdudx

,代入上式得

u+xdudx=ulnu,

du
u(lnu-1)=

dx
x .

两边积分得

lnlnu-1 =lnx+C.
lnu-1

x =C1,

u=eC1x+1.
故 p=xu=x·eC1x+1.
由y′(1)=e2 即p(1)=e2,得C1 =1,从而p=xex+1,即

dy
dx=xex+1.

两边积分

y=∫xex+1dx= (x-1)ex+1+C2.

由y(1)=2得C2 =2,故所求微分方程的特解为y= (x-1)ex+1+2.

2.高阶线性常系数微分方程

【例11.11】利用变换y=f(ex)求微分方程y″-(2ex +1)y′+e2xy =e3x 的通解.
【分析与解答】令t=ex,y=f(t)⇒y′=f′(t)·ex =tf′(t),

y″= tf′(t( ))′x =exf′(t)+tf″(t)·ex =tf′(t)+t2f″(t),
代入方程得t2f″(t)+tf′(t)-(2t+1)tf′(t)+t2f(t)=t3,即

f″(t)-2f′(t)+f(t)=t.
解得f(t)= (C1+C2t)et+t+2,所以y″-(2ex +1)y′+e2xy =e3x 的通解为

y= (C1+C2ex)ee
x
+ex +2.

【例11.12】以y1 =tet,y2 =sin2t为其两个特解的四阶常系数齐次线性微分方程为   .
【分析与解答】本题填y(4)-2y‴+5y″-8y′+4y=0.
本题是微分方程求解的逆问题,需要考生准确掌握高阶常系数齐次线性微分方程解的

结构.
由y1=tet 可知y3=et 亦为其解,由y2=sin2t可得y4=cos2t也是其解,故所求方程

对应的特征方程的根λ1 =λ3 =1,λ2 =2i,λ4 =-2i.
其特征方程为 (λ-1)2(λ2+4)=0,即λ4-2λ3+5λ2-8λ+4=0,
故所求的微分方程为:y(4)-2y‴+5y″-8y′+4y=0.
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事实上其通解为:y= C1+C2( )tet+C3cos2t+C4sin2t.
【例11.13】求二阶常系数线性微分方程y″+λy′=2x+1的通解,其中λ为常数.
【分析与解答】对应齐次方程y″+λy′=0的特征方程r2+λr=0的特征根为r=0或

r=-λ.
(1)当λ≠0时,y″+λy′=0的通解为y=C1+C2e-λx ,其中C1,C2 为任意常数.
设原方程的特解形式为y* =x(Ax+B),代入原方程,比较同次幂项的系数,解得

A = 1λ
,B=λ-2

λ2
,故原方程的通解为y=C1+C2e-λx +x(1λx+λ-2

λ2
).

(2)当λ=0时,y″=2x+1,积分两次得方程的通解为y= 13x
3+12x

2+C1x+C2.

11.2.4 综合计算题

【例11.14】(Ⅰ)用x=et 化简微分方程x2d2y
dx2+3x

dy
dx+5y=16xlnx为d

2y
dt2 +2dydt+

5y=16tet;

(Ⅱ)求解d
2y
dt2 +2dydt+5y=16tet.

【分析与解答】本题考查在已有提示下化简微分方程、二阶常系数线性微分方程的求

解,是一道具有一定计算量的综合题.

(Ⅰ)令x=et⇒dydx=dy
/dt

dx/dt= 1et
·dy
dt

d2y
dx2 = d

dx
1
et
·dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t = d
dt
1
et
·dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t ·
dt
dx

= -1et
·dy
dt+1et

·d
2y
dt

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ·1et

= 1
e2t
d2y
dt2 -dyd

æ

è
ç

ö

ø
÷

t

⇒e2t·1e2t
d2y
dt2 -dyd

æ

è
ç

ö

ø
÷

t +3et·1et
·dy
dt+5y=16tet

即d
2y
dt2 +2dydt+5y=16tet (*).

(Ⅱ)求解d
2y
dt2 +2dydt+5y=16tet

①齐次方程y″+2y′+5y=0⇒λ2+2λ+5=0⇒λ1,2 =-1±2i
⇒y齐通 ( )t =e-t C1cos2t+C2sin2( )t .

②令y* ( )t = at+( )bet 代入(*)⇒a=2,b=-1
故y通 ( )t =e-t C1cos2t+C2sin2( )t + 2t-( )1et

⇒y( )x =x-1 C1cos2ln( )x +C2sin2ln( )[ ]x +x2lnx-( )1 .
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11.2.5 微分方程的应用

1.几何应用

【例11.15】设L是一条平面曲线,其上任意一点P x,( )y x>( )0 到坐标原点的距离

恒等于该点处的切线在y轴上的截距,且L经过点 1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 .

(1)试求曲线L的方程;
(2)设L位于第一象限部分的一条切线,使该切线与L以及两坐标轴所围图形的面积最小.
【分析与解答】(1)设曲线L过点P x,( )y 的切线方程为Y-y=y′ X-( )x .令X =

0,则得该切线在y轴上的截距为y-xy′.

由题设知 x2+y2 =y-xy′,令u= y
x
,则此方程可化为 du

1+u2
=-dxx

,解之得

y+ x2+y2 =C.

由L经过点 1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,知C=12.于是L方程为y+ x2+y2 =12

,即 y=14-x2.

(2)设第一象限内曲线y= 1
4-x2 在点P x,( )y 处的切线方程为Y - 1

4-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =

-2x X-( )x ,

即 Y =-2xX +x2 + 1
4 

0<x≤æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 .它 与 x 轴 及y 轴 的 交 点 分 别 为

x2+14
2x

,
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú0 与 0,x2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4
,所求面积为 ( )S x = 12

·
x2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4

2

2x -∫
1
2

0

1
4-xæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx.

对x求导,得 ( )S′ x = 14
·
4x2 x2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 - x2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4

2

x2 = 1
4x2

x2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 3x2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 .

令 ( )S′ x =0,解得 x= 3
6.

当0<x< 3
6

时, ( )S′ x <0;x> 3
6

时, ( )S′ x >0,因而x= 3
6

是 ( )S x 在 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

内的唯一极小值点,即最小值点,于是所求切线为Y =-2· 36X+336+14
, 即

Y =- 3
3X+13.

【例11.16】设函数y( )x x≥( )0 二阶可导且y ( )′ x >0,y( )0 =1.过曲线y=y( )x
上任意一点P x,( )y 作该曲线的切线及到x 轴的垂线,上述两直线与x轴所围成的三角形
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的面积记为S1,区间 0,[ ]x 上以y=y( )x 为曲边的曲边梯形面积记为S2,并设2S1-S2恒

为1,求此曲线y=y( )x 的方程.
【分析与解答】曲线y=y( )x 上点P x,( )y 处的切线方程为Y-y=y ( )′ x X-( )x .

它与x轴的交点为N x-y
y′
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 .由于y ( )′ x >0,y( )0 =1,从而y( )x >0,于是

S1 = 12y x- x-y
y

æ

è
ç

ö

ø
÷

′ = y2
2y′

.

又S2 =∫
x

0
y( )tdt,由条件2S1-S2 =1

知y2
y′-∫

x

0
y( )tdt=1.     (1)

两边对x求导得2yy′·y′-y2y″
y( )′ 2 -y=0,即yy″= y( )′ 2.令p=y′,则上述方程可化

为

ypdpdy=p2, 从而  dp
p =dyy

.

解得p=C1y,即dy
dx=C1y.于是y=eC1x+C2.

注意到y( )0 =1,并由(1)式得y′( )0 =1.由此可得C1=1,C2=0,故所求曲线的方

程是y=ex.

2.物理应用(仅数学一、二)

【例11.17】某湖泊的水量为V,每年排入湖泊内含污染物A 的污水量为V
6
,流入湖泊

内不含A 的水量为V
6
,流出湖泊的水量为 V

3.已知2011年底湖中A 的含量为5m0 ,超过

国家规定指标.为了治理污染,从2012年初起,限定排入湖泊中含 A 污水的浓度不超过

m0

V .问至多需经过多少年,湖泊中污染物A 的含量降至m0以内? (湖水中A 的浓度是均匀

的.)
【分析与解答】设从2012年初(令此时t=0)开始,第t年湖泊中污染物A 的总量为m,

浓度为 m
V
,则在时间间隔 t,t+d[ ]t 内,排入湖泊中A 的量为m0

V
·V
6dt=m0

6dt
,流出湖泊

的水中A 的量为m
V
·V
3dt= m

3dt
,因而在此时间间隔内湖泊中污染物A 的改变量dm =

m0

6 -mæ

è
ç

ö

ø
÷

3 dt.

由分离变量法解得 m =m0

2 -Ce-13,代入初始条件 m t=0 =5m0,得C=-92m0,

于是
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m =m0

2 1+9e-( )
1
3 .令m=m0,得t=6ln3,即至多需经过6ln3年,湖泊中污染物A 的

含量降至m0 以内.
【例11.18】一个半球体状的雪堆,其体积融化的速率与半球面面S 成正比,比例常数

K>0.假设在融化过程中雪堆始终保持半球体状,已知半径为r0 的雪堆在开始融化的3小

时内,融化了其体积的 7
8
,问雪堆全部融化需要多少小时?

【分析与解答】设雪堆在时刻t的体积V = 23πr
3 ,r=r(t),侧面积S=2πr2 ,由题设

知

dV
dt =2πr2,drdt=-KS =-2πKr2,

于是 drdt=-K. 积分得 r=-Kt+C.由r t=0 =r0,有r=r0-Kt.

又V t=3= 18V t=0,即 2
3π r0-3( )K 3 = 18

·2
3πr

3
0.这样K = 16r0

,从而r=r0-

1
6r0t.

因雪球全部融化时r=0,故得t=6,即雪球全部融化需6小时.

3.经济应用(仅数学三)
【例11.19】 已知某商品的需求量x对价格p 的弹性η=-3p3 ,而市场对该商品的最

大需求量为1(万件),求需求函数.

【分析与解答】根据弹性的定义,有η =dxx
/dp

p =-3p3,dxx =-3p2dp.由此得

x=Ce-p3 ,C为待定常数.由题设知P =0时,x=1,从而C=1.于是,所求的需求函数为

x=e-p3.

【例11.20】已知某商品的需求量D 和供给量S 都是价格p 的函数;D =D(p)= a
p2,

 S=S(p)=bp,其中a>0,和b>0为常数;价格p是时间t的函数且满足方程

dp
dt=k[D(p)-S(p)](k为正的常数).假设当t=0时价格为1,试求

(1)需求量等于供给量时的均衡价格Pe;(2)价格函数p(t);(3)lim
t→∞

p(t).

【分析与解答】(1)当需求量等于供给量时,有 a
p2 =bp,p3 = a

b
,因此均衡价格为pe =

(a
b
)
1/3

.

(2)由条件知 dpdt=k[D(p)-S(p)]=k a
p2-b[ ]p =kb

p2(
a
b -p3).

因此有dp
dt=kb

p2(p2e -p3), 即  p2dp
p3-p3e =-kbdt.在该式两边同时积分,得

p3 =p3e +Ce-3kbt.
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由条件p(0)=1,可得C=1-p3e .于是价格函数为p(t)= [p3e +(1-p3e)e-3kbt]1/3.
(3)lim

t→∞
p(t)=lim

t→∞
[p3e +(1-p3e)e-3kbt]1/3 =pe.

4.一阶差分方程的求解(仅数学三)
【例11.21】求差分方程yt+1+3yt =3t+1(2t+1)的通解.
【分析与解答】对应齐次方程的通解为Y =C(-3)t,由于这里p(t)=3t(6t+3),

λ=-3,b=3≠λ,所以可设y*=3t(ut+v).代入原方程,解得u=1,v=0,即y*=
t3t.所以原方程通解为 yt =Y+y* =C(-3)t+t3t.

【例11.22】求差分方程yt+1-ayt =2t+1的通解.
【分析与解答】题设方程对应的齐次差分方程yt+1-ayt =0的特征根λ=a,故其通解

为yt =Cat,其中,C为任意常数,下面就a的不同取值求原非齐次方程的特解与通解.
(1)当a≠1,即1不是特征根时,令原非齐次方程的特解为yt =At+B,其中,A,B为

待定常数,把它代入原方程有A= 2
1-a

,B=- 1+a
(1-a)2

,故此特解yt= 2
1-at- 1+a

(1-a)2
,

因此原非齐次方程的通解为yt =Cat+ 2
1-at- 1+a

(1-a)2.

(2)当a=1,即1是特征根时,令原非齐次方程的特解为yt =t(At+B),并把它代入

原方程有A=1,B=0,故此特解为yt =t2 ,此时对应的齐次方程的通解为yt =C,因此,
原非齐次方程的通解为yt =t2+C.

—581—



    考研数学高等数学18讲

第12讲 无穷级数

导  语

无穷级数是数学一、三的重要考试内容,理论较多,分析性强,计算量大,不易掌握,故历

年考研题都属于较难的问题,需要同学们高度重视,科学总结,多做训练.
本部分主要内容分为三个:(1)数项级数的判敛问题(一般出4分的小题);(2)求幂级数

的收敛域(一般出4分的小题);(3)幂级数求和函数与函数展开为幂级数(一般出11分的大

题).近些年出现了一些综合性的问题,如与微分方程结合考“微分方程的幂级数解法”等.
大纲要求

数学一、三公共考试要求

1.常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念,级数的基本性质及收敛的必要条件.
2.几何级数与p级数的收敛与发散的条件.
3.正项级数收敛性的比较判别法和比值判别法,会用根值判别法.
4.交错级数的莱布尼茨判别法.
5.任意项级数绝对收敛与条件收敛的概念以及绝对收敛与收敛的关系.
6.函数项级数的收敛域及和函数的概念.
7.幂级数收敛半径的概念、幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法.
8.幂级数在其收敛区间内的基本性质(和函数的连续性、逐项求导和逐项积分),会求一

些幂级数在收敛区间内的和函数,并会由此求出某些数项级数的和.
9.函数展开为泰勒级数的充分必要条件.
10.ex ,sinx,cosx,ln(1+x)及(1+x)α 的麦克劳林展开式,会用它们将一些简单函

数间接展开成幂级数.
数学一单独考试要求

傅里叶级数的概念和狄利克雷收敛定理,会将定义在 [-l,l]上的函数展开为傅里叶级

数,会将定义在 [0,l]上的函数展开为正弦级数与余弦级数,会写出傅里叶级数的和函数的

表达式.

知识体系

无穷级数

无穷级数的概念与分类

数项级数的判敛
正项级数
交错级数{
任意项级数

幂级数的收敛域与阿贝尔定理

幂级数求和函数与函数展开为幂级数
展开法

{求和法

傅里叶级数 (仅数学一

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï )
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12.1 考试内容分析

12.1.1 无穷级数的概念、性质与分类

1.概念

级数的定义 给定一个数列u1,u2,u3,…,un,…,则称u1+u2+u3+…+un+…为(常

数项)无穷级数,简称(常数项)级数,记为∑
∞

n=1
un ,即∑

∞

n=1
un =u1+u2+u3+…+un +… .

级数的部分和 称Sn =∑
n

i=1
ui =u1+u2+u3+… +un 为级数∑

∞

n=1
un 的部分和.

级数的敛散性 若lim
n→∞

Sn =S(存在),则称级数∑
∞

n=1
un 收敛,极限S叫做该级数的和,并

写成S=∑
∞

n=1
un ;若lim

n→∞
Sn 不存在,则称级数∑

∞

n=1
un 发散.

2.基本性质

性质1设k为常数,若∑
∞

n=1
un 收敛,则∑

∞

n=1
kun 也收敛.即∑

∞

n=1
un =S⇒∑

∞

n=1
kun =kS.

性质2若∑
∞

n=1
un =S,∑

∞

n=1
vn =T,则∑

∞

n=1

(un ±vn)=S±T.
性质3去掉级数的前有限项,不会改变级数的收敛性.
性质4收敛级数任意加括号后所成的新级数仍然收敛,且其和不变.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】推论:如果加括号后所得的级数发散,则去掉括号后所得的级数也发散.

性质5如果∑
∞

n=1
un 收敛,则lim

n→∞
un =0.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】逆否命题:若lim
n→∞

un ≠0,则∑
∞

n=1
un 一定发散.

3.级数分类

级数

(常)数项级数

∑
∞

n=1
un(un ≥0)——— 正项级数

∑
∞

n=1

(-1)n-1un(un >0)——— 交错级数

∑
∞

n=1
un(un 符号无限制)———

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 任意项级数

函数项级数
幂级数∑

∞

n=0
anxn

傅里叶级数(仅数学一{

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

)
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12.1.2 数项级数及其判敛问题

1.正项级数 (∑
∞

n=1
un,un≥0) 的敛散性判别法

如无特殊说明,下面的一般项un 均是非负的.

(1)收敛原则 正项级数∑
∞

n=1
un 收敛的充分必要条件是:它的部分和数列{Sn}有上

界.即

∑
∞

n=1
un 收敛 ⇔Sn 有上界.

(2)比较判别法 设∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 都是正项级数,且0≤un ≤vn ,则

∑
∞

n=1
vn 收敛 ⇒∑

∞

n=1
un 收敛

∑
∞

n=1
un 发散 ⇒∑

∞

n=1
vn

ì

î

í

ï
ï

ïï 发散

(3)比较判别法的极限形式

设∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 都是正项级数,则

lim
n→∞

un

vn
=
0
0

0⇒un 是高阶无穷小 ⇒

若∑
∞

n=1
vn 收敛,则∑

∞

n=1
un 收敛

若∑
∞

n=1
un 发散,则∑

∞

n=1
vn

ì

î

í

ï
ï

ïï 发散

∞ ⇒vn 是高阶无穷小 ⇒

若∑
∞

n=1
un 收敛,则∑

∞

n=1
vn 收敛

若∑
∞

n=1
vn 发散,则∑

∞

n=1
un

ì

î

í

ï
ï

ïï 发散

A≠0⇒un 与vn 是同阶无穷小 ⇒∑
∞

n=1
un 与∑

∞

n=1
vn

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï 同敛散

(4)比值判别法(达朗贝尔判别法) 设∑
∞

n=1
un 为正项级数,则

lim
n→∞

un+1

un
=ρ

ρ<1⇒ 级数收敛

ρ>1(或为+∞)⇒ 级数发散

ρ=1⇒ 该法失效,另谋他法(一般转而用比较判别法

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(5)根值判别法(柯西判别法) 设∑
∞

n=1
un 为正项级数,则
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lim
n→∞

n
un =ρ

ρ<1⇒ 级数收敛

ρ>1(或为+∞)⇒ 级数发散

ρ=1⇒ 该法失效,另谋他法(一般转而用比较判别法

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(6)对数判别法

首先指出,对数判别法不是考研大纲要求的,但是它在事实上优于根值判别法,所以在

这里补充这一个好的判别工具,做选择题时供大家借鉴.

设∑
∞

n=1
un 为正项级数,则

lim
n→∞

ln 1u
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

lnn =ρ
ρ<1⇒ 级数发散

ρ>1⇒ 级数收敛

ρ=1⇒ 该法失效,

ì

î

í

ï
ï

ïï 另谋他法

关于此方法的证明,请参看例题12.6.

2.交错级数 (∑
∞

n=1

(-1)n-1un,un>0) 的敛散性判别法

莱布尼茨判别法 若交错级数∑
∞

n=1

(-1)n-1un 满足条件:

(1)lim
n→∞

un =0;  (2) un ≥un+1(n=1,2,3,…);

则级数收敛.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】给定一个级数,如果它满足上述的(1)、(2)两个条件,则一定是收敛的,但是,

如果级数不满足上述的(2),则级数并非一定发散,见下面的例子,这是考研中的一个难

点,提醒考生注意总结.当然,如果级数不满足上述的(1),则级数必发散.

比如,请判别级数∑
∞

n=2
ln1+ -( )1 n

é

ë
êê

ù

û
úún
的敛散性.这是交错级数,但不满足(2),因

此不能使用莱布尼茨判别法,本题可考虑泰勒公式.由泰勒公式,

ln1+ -( )1 n
é

ë
êê

ù

û
úún = -( )1 n

n
-12n+ο 1æ

è
ç

ö

ø
÷

n

由于lim
n→∞

n 1
2n-ο 1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]n =12

,表明级数∑
∞

n=2

1
2n-o 1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]n

发散;而级数∑
∞

n=2

-( )1 n

n
是(条件)收敛的,故原级数发散.

3.任意项级数 (∑
∞

n=1
un,un 符号无限制) 的敛散性判别法

定义 (1)设∑
∞

n=1
un 为任意项级数,若∑

∞

n=1
un 收敛,就称∑

∞

n=1
un 绝对收敛;

(2)设∑
∞

n=1
un 为任意项级数,若∑

∞

n=1
un 收敛,但∑

∞

n=1
un 发散,就称∑

∞

n=1
un 条件收敛.
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定理 若任意项级数∑
∞

n=1
un 绝对收敛,则∑

∞

n=1
un 收敛.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】对于任意项级数,思路上一般都是先把一般项un 加上绝对值,变成正项级数

后再去讨论问题,即∑
∞

n=1
un⇒∑

∞

n=1
un .于是,判别正项级数敛散性的种种方法均可能

派上用场.

12.1.3 阿贝尔定理与幂级数的收敛域

1.有关概念

函数项级数 设函数序列 un(x{ }) 定义在区间I上,称u1 ( )x +u2 ( )x +u3 ( )x +…+

un ( )x +… 为定义在区间I上的函数项级数,记为∑
∞

n=1
un(x).当x取x0 时,∑

∞

n=1
un(x)成为

常数项级数∑
∞

n=1
un(x0).

幂级数 若∑
∞

n=1
un(x)的一般项un(x)是幂函数,则称∑

∞

n=1
un(x)为幂级数,它是一种特

殊且常用的函数项级数,其一般形式为

∑
∞

n=0
an x-x( )0

n =a0+a1(x-x0)+a2(x-x0)2+…+an (x-x0)n +… ;

其标准形式为∑
∞

n=0
anxn =a0+a1x+a2x2+…+anxn+… ;其中an 为幂级数的系数.

收敛点与发散点 若给定x0 ∈I,有∑
∞

n=1
un(x0)收敛,则称点x0为级数∑

∞

n=1
un(x)的收

敛点;若给定x0 ∈I,有∑
∞

n=1
un(x0)发散,则称点x0为级数∑

∞

n=1
un(x)的发散点.

收敛域 函数项级数∑
∞

n=1
un(x)的所有收敛点的集合称为它的收敛域.

幂级数∑
∞

n=0
anxn 的首要任务是判别敛散性,因为只有收敛了才有继续讨论它的意义,具

体说来,将某个x0代入级数⇒∑
∞

n=0
anxn

0 ,判别此数项级数是否收敛,我们的目标当然是:找到

所有收敛点的集合,即收敛域.

2.阿贝尔定理

阿贝尔定理 当幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x=x1(x1≠0)处收敛时,对于满足 x < x1 的
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一切x,幂级数绝对收敛;当幂级数∑
∞

n=0
anxn 在x =x2(x2 ≠0)处发散时,对于满足 x >

x2 的一切x,幂级数发散.

推论(收敛半径的存在性) 幂级数∑
∞

n=0
anxn 的收敛半径R ≥( )0 必存在,且

(1)仅在点x=0处收敛,此时收敛半径R=0;
(2)在整个数轴上都收敛,此时收敛半径R=+∞ ;
(3)当 x <R时,幂级数绝对收敛,且当 x >R时,幂级数发散,则收敛半径就是R.

当x=R 与x =-R 时,幂级数可能收敛也可能发散. 

收敛区间与收敛域 开区间(-R,R)为幂级数∑
∞

n=0
anxn 的收敛区间;单独考查幂级数在

x=±R 处的敛散性就可以确定其收敛域,为(-R,R),[-R,R),(-R,R],[-R,R]
之一. 

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】以 上 讨 论 的 研 究 对 象 都 是 标 准 幂 级 数 ∑
∞

n=0
anxn ,对 于 一 般 幂 级 数

∑
∞

n=0
an x-x( )0

n ,有完全一致的说法,不再赘述.

12.1.4 函数展开成幂级数

1.f(x) 的泰勒级数

如果函数f(x)在x=x0 处存在任意阶导数,则称

f(x0)+f′(x0)(x-x0)+f″(x0)
2!

(x-x0)2+…+f(n)(x0)
n!

(x-x0)n+…为函数f(x)

在x0 处的泰勒级数,记作f(x)~∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n!

(x-x0)n ,其中“~ ”叫做“可展开为”.

特别当x0 =0,则称f( )0 +f′( )0
1! x+f″( )0

2! x2+…+f( )n ( )0
n! xn+… 为函数f( )x

的麦克劳林级数,记作f(x)~∑
∞

n=0

f( )n ( )0
n! xn .

2.f(x) 的泰勒级数收敛于函数f(x) 本身的充要条件

为什么写f(x)~∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n!

(x-x0)n ,而不是f(x)=∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n!

(x-x0)n 呢?

事实上,设f(x)在区间 (x0-R,x0+R)内具有任意阶导数,则f(x)=∑
∞

n=0

f(n)(x0)
n!

(x-x0)n 的充要条件是:对一切满足不等式 x-x0 <R 的x,有
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lim
n→∞

Rn(x)=lim
n→∞

f(n+1)(ξ)
(n+1)!

(x-x0)n+1 =0,

其中ξ介于x 与x0 之间,Rn(x)是f(x)在x0 处的泰勒公式余项.

3.幂级数展开式的求法

解法一:直接法:验证lim
n→∞

Rn ( )x =0,并逐个计算an =f( )n x( )0

n!
,并代入

f(x0)+f′(x0)(x-x0)+f″(x0)
2!

(x-x0)2+…+f(n)(x0)
n!

(x-x0)n +… .

直接法太麻烦了,我们一般不用.
解法二:间接法:利用已知的幂级数展开式,通过变量代换、四则运算、逐项求导、逐项积

分、待定系数等方法得到函数的展开式,这是常用方法,也是考研重点.

12.1.5 幂级数求和函数

1.和函数

在收敛域上,记S(x)=∑
∞

n=1
un(x),并称S(x)为∑

∞

n=1
un(x)的和函数.

2.幂级数的相等

给定两个级数∑
∞

n=0
anxn =a0+a1x+…+anxn+…与∑

∞

n=0
bnxn=b0+b1x+…+bnxn+…

定义 若幂级数∑
∞

n=0
anxn 与∑

∞

n=0
bnxn 在x =0的某邻域内有相同的和函数,则称这两个

幂级数在这邻域内相等.

定理 若幂级数∑
∞

n=0
anxn 与∑

∞

n=0
bnxn 在x =0的某邻域内相等,则它们同次幂项的系数

相等,即an =bn(n=1,2,…).

3.幂级数的四则运算性质

若幂级数∑
∞

n=0
anxn 与∑

∞

n=0
bnxn 的收敛半径分别为Ra 和Rb ,则有

(1)k∑
∞

n=0
anxn =∑

∞

n=0
kanxn,x <Ra;

(2)∑
∞

n=0
anxn ±∑

∞

n=0
bnxn =∑

∞

n=0

(an ±bn)xn,x <R;

(3)(∑
∞

n=0
anxn)(∑

∞

n=0
bnxn)=∑

∞

n=0
cnxn,x <R,

式中k为常数,R=min{Ra,Rb},cn =∑
n

k=0
akbn-k.

—291—



  第12讲 无穷级数 

4.幂级数的分析性质

(1)幂级数∑
∞

n=0
anxn 的和函数S(x)在其收敛域I上连续,且如果幂级数在收敛区间端点

x=R (或x=-R)收敛,则和函数S(x)在(-R,R](或[-R,R))上连续.

(2)幂级数∑
∞

n=0
anxn 的和函数S(x)在其收敛域I上可积,并且有逐项积分公式

∫
x

0
S(x)dx=∫

x

0
(∑
∞

n=0
anxn)dx=∑

∞

n=0
an∫

x

0
xndx=∑

∞

n=0

an

n+1
xn+1  (x∈I)

逐项积分后所得到的幂级数与原级数有相同的收敛半径,收敛域可能扩大.

(3)幂级数∑
∞

n=0
anxn 的和函数S(x)在其收敛区间(-R,R)内可导,并且有逐项求导公式

S′(x)= (∑
∞

n=0
anxn)′=∑

∞

n=0

(anxn)′=∑
∞

n=1
nanxn-1  (|x|<R)

逐项求导后所得到的幂级数与原级数有相同的收敛半径,收敛域可能缩小. 

5.需要熟稔于心的几个重要式子

第一组,是几个重要函数的展开式

(1)ex =∑
∞

n=0

xn

n! =1+x+x2
2!+

……+xn

n!+
… -∞ <x<+( )∞ .

(2) 1
1+x=∑

∞

n=0
-( )1 nxn =1-x+x2-…+ -( )1 n-1xn +… -1<x<( )1 .

(3) 1
1-x=∑

∞

n=0
xn =1+x+x2+…+xn +… -1<x<( )1 .

(4)ln1+( )x = ∑
∞

n=1
-( )1 n-1xn

n = x-x2
2 +x3

3 -x4
4 + … + -( )1 n-1xn

n + …

(-1<x≤1).

(5)sinx=∑
∞

n=0
-( )1 n x2n+1

2n+( )1 ! =x-x3
3!+

x5
5!-

x7
7!+

…+ -( )1 n x2n+1

2n+( )1 !+
…

-∞ <x<+( )∞ .

(6)cosx = ∑
∞

n=0
-( )1 n x2n

2( )n ! =1-x2
2! +x4

4! -x6
6! + … + -( )1 n x2n

2( )n ! + …

-∞ <x<+( )∞ .

(7)1+( )x α =1+αx+αα-( )1
2! x2+…+αα-( )1 … α-n+( )1

n! xn +….

这里,(1)至(6)右端x的取值范围是指收敛域,而对于(7),问题比较复杂,其收敛区间

的端点是否收敛与α的取值有关,可以证明(这里不证):

当α≤-1时,收敛域为(-1,1);当-1<α<0时,收敛域为(-1,1];当α>0时,收
敛域为 [-1,1].
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第二组,是几个重要级数的和函数

(1)∑
∞

n=k
cxn = cxk

1-x 
(x <1).

(2)∑
∞

n=1
nxn-1 = ∑

∞

n=1
x( )n′= x

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

x′= 1
(1-x)2 

(|x|<1).

(3)∑
∞

n=1
nxn =x∑

∞

n=1
nxn-1 = x

(1-x)2 
(|x|<1).

(4)∑
∞

n=1
nxn+1 =x2∑

∞

n=1
nxn-1 =x2 1

(1-x)2 = x2
(1-x)2 

(x <1).

(5)∑
∞

n=2
n(n-1)xn-2 = ∑

∞

n=0
x( )n ″ = 1

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
″

= 2
(1-x)3 

(x <1).

(6)∑
∞

n=1

xn

n =∑
∞

n=1∫
x

0
tn-1dt=∫

x

0 ∑
∞

n=1
tn-( )1 dt=∫

x

0

1
1-tdt=-ln(1-x) (-1≤x<1).

12.1.6 傅里叶级数(仅数学一)

1.狄利克雷(Dirichlet)收敛定理

设f(x)是以2l为周期的可积函数,如果在 [-l,l]上f(x)满足:
(1)连续或只有有限个第一类间断点;
(2)只有有限个极值点;

则f(x)的傅里叶级数处处收敛,记其和函数为S(x),则

S(x)=a0
2+∑

∞

n=1
ancosnπxl +bnsinnπxæ

è
ç

ö

ø
÷

l

且S(x)=

f(x)         x为连续点

f(x-0)+f(x+0)
2   x为第一类间断点

f(-l+0)+f(l-0)
2  x

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 为端点

2.周期为2l的周期函数的傅里叶级数

设周期为2l的周期函数f(x)满足狄利克雷收敛定理的条件,则它的傅里叶级数为

f(x)~S(x)=a0
2+∑

∞

n=1
ancosnπxl +bnsinnπxæ

è
ç

ö

ø
÷

l
其中系数an 和bn 分别为

an = 1l∫
l

-l
f(x)cosnπxl dx (n=0,1,2,…)

bn = 1l∫
l

-l
f(x)sinnπxl dx (n=1,2,3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,…)

考研的实际考题分为以下三种情况:
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(1)将普通周期函数f(x)在 [-l,l]上展开为傅里叶级数

展开系数为

a0 = 1l∫
l

-l
f(x)dx 

an = 1l∫
l

-l
f(x)cosnπxl dx (n=1,2,3,…)

bn = 1l∫
l

-l
f(x)sinnπxl dx (n=1,2,3

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,…)

(2)将奇偶周期函数f(x)在 [-l,l]上展开为傅里叶级数

当f(x)为奇函数时,展开系数为

a0 =0 

an =0

bn = 2l∫
l

0
f(x)sinnπxl dx (n=1,2,3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,…)

此时的傅里叶展开式由于只含正弦函数表达式,故也称为正弦级数.

当f(x)为偶函数时,展开系数为

a0 = 2l∫
l

0
f(x)dx 

an = 2l∫
l

0
f(x)cosnπxl dx (n=1,2,3,…)

bn =

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

0
此时的傅里叶展开式由于只含余弦函数表达式,故也称为余弦级数.
(3)将非对称区间 [0,l]上的函数f(x)展开为正弦级数或者余弦级数

[0,l]上的f(x)

若要求展开成正弦级数
→需作奇延拓

得到[-l,l]上的奇函数f(x)

若要求展开成余弦级数
→需作偶延拓

得到[-l,l]上的偶函数f(x

ì

î

í

ï
ï

ïï )

当f(x)为奇函数时,展开系数为

a0 =0 

an =0

bn = 2l∫
l

0
f(x)sinnπxl dx (n=1,2,3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,…)

此时的傅里叶展开式由于只含正弦函数表达式,即展开为了正弦级数.

当f(x)为偶函数时,展开系数为

a0 = 2l∫
l

0
f(x)dx 

an = 2l∫
l

0
f(x)cosnπxl dx (n=1,2,3,…)

bn =

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

0
此时的傅里叶展开式由于只含余弦函数表达式,即展开为了余弦级数.
考研中,以考查上述的第3种情况为主.

12.2 典型例题分析

本讲例题极其精彩丰富,灵活性强,计算量大,考生应认真学习以下典型题目,按照本书
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所讲的思路去练习和总结,以达到提高自己解题能力的目的.

12.2.1 数项级数敛散性的判别

【例12.1】判断下列正项级数的敛散性:

(1)∑
∞

n=1

( n
3n+2

)
n
;(2)∑

∞

n=1∫
1
n

0

x
1+x2dx

;(3)∑
∞

n=1

(3n+1-
3
n).

【分析与解答】(1)显然,0<( n
3n+2

)
n

<(n3n
)
n

=(13
)
n
,由∑

∞

n=1

(1
3
)
n
收敛,按比较判

别法得∑
∞

n=1

( n
3n+2

)
n
收敛.

(2)因∫
1
n

0

x
1+x2dx≤∫

1
n

0
xdx= 23

1
n3/2

,又∑
∞

n=1

1
n3/2

收敛,则按比较判别法得

∑
∞

n=1∫
1
n

0

x
1+x2dx

收敛.

(3)因
3
n+1-

3
n = 1

3(n+1)2 +
3
n(n+1)+

3
n
≥ 1
3

3(n+1)2
,

又因∑
∞

n=1

1
(n+1)2/3 =∑

∞

n=2

1
n2/3

发散,则按比较判别法得∑
∞

n=1

(3n+1-
3
n)发散.

【例12.2】设∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 都是正项级数,试证:

(1)若∑
∞

n=1
un 收敛,则∑

∞

n=1
unun+1 收敛;

(2)若∑
∞

n=1
unun+1 收敛,且un 单调减少,则∑

∞

n=1
un 收敛;

(3)若∑
∞

n=1
vn 和∑

∞

n=1
un 都收敛,则∑

∞

n=1
unvn 都收敛;

(4)若∑
∞

n=1
un 收敛,则∑

∞

n=1

un

n
收敛.

【证明】(1)∑
∞

n=1
un 收敛,且有 unun+1 ≤ 12 un +un+( )1 ⇒∑

∞

n=1
unun+1 收敛.

(2)un 单调减少 ⇒un+1 ≤un⇒u2n+1 ≤unun+1⇒un+1 ≤ unun+1⇒∑
∞

n=1
un 收敛.

(3)∑
∞

n=1
un 和∑

∞

n=1
vn 收敛 ⇒∑

∞

n=1
u2n 和∑

∞

n=1
v2n 收敛,且unvn ≤ 12 u2n +v2( )n ⇒∑

∞

n=1
unvn

收敛.

(4)∑
∞

n=1
un 收敛 ⇒∑

∞

n=1
u2n 收敛,且un

n ≤ 12
u2n +1n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ⇒∑
∞

n=1

un

n
收敛.

【例12.3】证明:级数∑
∞

n=2

(-1)n

n+(-1)n
条件收敛.
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【证明】∑
∞

n=2

(-1)n

n+(-1)n
= 1
3

-1
2

+1
5

-1
4

+… 是交错级数,但不满足莱布尼茨判

别法的(2),故莱布尼茨判别法失效,因为 u = 1
n+(-1)n

≥ 1
n-1

,所以由正项级数

的比较判别法知,∑
∞

n=2
u =∑

∞

n=2

1
n+(-1)n

发散,

又因为S2n =∑
2n

k=2

(-1)k

k+(-1)k
= (1

3
-1
2
)+(1

5
-1
4
)+…+( 1

2n+1
- 1
2n
)

由于上式每个括号都小于0,所以 S2{ }n 单调递减,再由

S2n > (1
4

-1
2
)+(1

6
-1
4
)+…+( 1

2n+2
- 1
2n
)= 1

2n+2
-1
2
>-1

2
知 S2{ }n 单调递减有下界,故 S2{ }n 收敛,记lim

n→∞
S2n =S,易知lim

n→∞
un =0,则

lim
n→∞

S2n+1 =lim
n→∞
(S2n +u2n+1)=S+0=S.

所以,原级数的部分和数列 S2{ }n 收敛,从而级数收敛,所以,原级数条件收敛.

【例12.4】设u1=2,un+1=12
(un+1un

) (n=1,2,…),证明:级数∑
∞

n=1

(un

un+1
-1)收敛.

【证明】由算术平均值不小于其几何平均值得un+1=12
(un+1un

)≥ un
1
un

=1,即数列

u{ }n 有下界1,由此又得un+1-un = 1
2un
(1-un

2)≤0,即 u{ }n 单调减少,则根据单调有界

准则知极限lim
n→∞

un 必存在,由 u{ }n 单调减少知所考虑的级数为正项级数,且有

0≤ un

un+1
-1=un -un+1

un+1
≤un -un+1,

因Sn =∑
∞

k=1

(uk-uk+1)=un-un+1 ,lim
n→∞

un 存在,故极限lim
n→∞

Sn 存在,则按级数敛散性的

定义知级数∑
∞

n=1

(un -un+1)收敛,于是,由比较判别法得原正项级数∑
∞

n=1

(un

un+1
-1)收敛.

【例12.5】试判断级数∑
∞

n=2
sin(nπ+ 1

lnn
)的敛散性.

【分析与解答】由于该级数的通项un =sin(nπ+ 1lnn
)=(-1)nsin1lnn

,且当n≥2时有

0< 1lnn<
π
2
,因此sin1lnn>0

,则题给的级数是交错级数,它可以改写为∑
∞

n=2

(-1)nsin1lnn.

因 un = sin(nπ+ 1
lnn
)=sin1lnn

,且当n≥2时 1
lnn>

1
n
,则由∑

∞

n=2

1
n

发散,按比

较判别法知 ∑
∞

n=2

1
lnn

发散,又因lim
n→∞
(sin 1lnn

/ 1
lnn
)=1,则按极限形式的比较判别法知

∑
∞

n=2
sin1lnn

发散,即题给的级数不是绝对收敛.
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显然,数列 u{ }n 满足lim
n→∞

un =lim
n→∞
sin1lnn=0,设函数f(x)=sin1lnx

,则在x≥2

时,f′(x)=- 1
x(lnx)2cos

1
lnx<0

,故f(x)在[2,+∞)内单调减少,从而数列 u{ }n 单

调减少,于是,题给的级数∑
∞

n=2

(-1)nsin1lnn
满足莱布尼茨定理的条件,故它是收敛的,且是

条件收敛.

【例12.6】设∑
∞

n=1
an 是正项级数,并设lim

n→∞

ln1an

lnn =b.

(Ⅰ)求证:若b>1,则∑
∞

n=1
an 收敛;若b<1,则∑

∞

n=1
an 发散;

(Ⅱ)当b=1时,试举出可能收敛也可能发散的例子.

【证明】(Ⅰ)设b>1,任取ε>0,使得b-ε>1,因为lim
n→∞

ln1an

lnn =b,故 ∃N,使得当

n≥N 时,

ln1an

lnn >b-ε,

即

ln1an
>lnnb-ε⇒an < 1

nb-ε.

因b-ε>1,所以∑
∞

n=1

1
nb-ε 收敛,由正项级数的比较判别法知∑

∞

n=1
an 收敛.

又假设b<1,任取ε>0,使得b+ε<1,因为lim
n→∞

ln1an

lnn =b,故∃N,使得当n≥N 时,

ln1an

lnn <b+ε,

即

ln1an
<lnnb+ε⇒an > 1

nb+ε.

因b+ε<1,所以∑
∞

n=1

1
nb+ε 发散,由正项级数的比较判别法知∑

∞

n=1
an 发散.

(Ⅱ)级数∑
∞

n=1

1
n

发散,这时b=lim
n→∞

ln1an

lnn =1;

级数∑
∞

n=1

1
nln2n

根据积分判别法易知其收敛,这时令x=lnn,

n→+∞⇒x→+∞,则有
ln1an

lnn =ln
(nln2n)
lnn =ln

(x2ex)
x =x+2lnx

x
,
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所以有b=lim
n→+∞

ln1an

lnn =lim
x→+∞

x+2lnx
x =1.

12.2.2 幂级数的收敛域

【例12.7】根据阿贝尔定理,已知∑
∞

n=0
an x-x( )0

n 在某点x1 x1 ≠x( )0 的敛散性,证明

该幂级数的收敛半径可分为以下三种情况:
(1)若在x1 处收敛,则收敛半径R≥ x1-x0 ;
(2)若在x1 处发散,则收敛半径R≤ x1-x0 ;
(3)若在x1 处条件收敛,则收敛半径R= x1-x0 . 

【分析与解答】根据阿贝尔定理,(1)(2)是显然的.对于(3),因幂级数∑
∞

n=0
an x-x( )0

n

在点x1 处收敛,则R≥ x1-x0 ;另一方面,因幂级数∑
∞

n=0
an x-x( )0

n 在点x1 处条件收

敛,则R≤ x1-x0 ,因若不然,则该点是绝对收敛,而不是条件收敛,这与题设矛盾,于
是,综合上述两方面得该幂级数的收敛半径R= x1-x0 .

【例12.8】设数列 {an}单调减少,lim
n→∞

an =0,Sn =∑
∞

n=1
ak (n=1,2,…)无界,则幂级

数∑
∞

k=1
an (x-1)n 的收敛域为(  )

(A)(-1,1]   (B)[-1,1)   (C)[0,2)   (D)(0,2]
【分析与解答】本题主要考查交错级数的莱布尼茨判别法和幂级数的收敛区间、收敛域

的概念,是一道综合了多个知识点的考题.

因数列{an}单调减少,且lim
n→∞

an =0,故根据莱布尼茨判别法知,交错级数∑
∞

n=1

(-1)nan

收敛,即幂级数∑
∞

n=1
an (x-1)n 在x =0处条件收敛;

又Sn =∑
∞

k=1
ak (n=1,2,…)无界,所以幂级数∑

∞

n=1
an (x-1)n 在x =2处发散;

综上,幂级数∑
∞

n=1
an (x-1)n 的收敛域为 [0,2),故答案应选(C).

【例12.9】设幂级数 ∑
∞

n=0
an (x-b)n 在x =0处收敛,在x =2b处发散,求幂级数

∑
∞

n=0
anxn 的收敛半径R 与收敛域,并分别求幂级数∑

∞

n=0

(n+1)an+1xn 和∑
∞

n=1

an-1

nxn 的收敛

半径.

【分析与解答】令t=x-b,收敛中心x0 =b的幂级数∑
∞

n=0
an (x-b)n 化为收敛中心

x0 =0的幂级数∑
∞

n=0
antn .根据阿贝尔定理可以得到如下结论:
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因为∑
∞

n=0
an (x-b)n 在x =0处收敛,所以∑

∞

n=0
antn 在t=-b处收敛,从而当 t <

-b = b 时,幂级数∑
∞

n=0
antn 绝对收敛.

由于∑
∞

n=0
an(x-b)n 在x=2b处发散,故∑

∞

n=0
antn 在t=b处发散,进而当 t > b 时,

幂级数∑
∞

n=0
antn 发散.

由上述两方面根据幂级数收敛半径的定义即知∑
∞

n=0
anxn 的收敛半径R = b ,其收敛

域为-b≤x<b.

注意到幂级数∑
∞

n=0

(n+1)an+1xn 和∑
∞

n=1

an-1

nxn 是由幂级数∑
∞

n=0
anxn 分别经逐项求导和逐

项积分所得,根据幂级数逐项求导、逐项积分所得幂级数的收敛半径不变的性质,即知它们

的收敛半径都是R= b .
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】 对于形如∑
∞

n=0
an(αx-β)n 的幂级数,通常可先作y=αx-β的变换,使之把

原级数转化为幂级数∑
∞

n=0
anyn ,这样,在解题时比较方便且不易出错.例如,若幂级数

∑
∞

n=1
an (x-1)n 在x=-1处收敛,试讨论该级数在x=2处的敛散性.令y=x-1,则

所给条件等价于∑
∞

n=1
anyn 在y =-2处收敛,由例12.7可知∑

∞

n=1
anyn 的收敛半径R ≥

2= -2 ,再由阿贝尔定理知∑
∞

n=1
anyn 在y=1处必绝对收敛.于是,∑

∞

n=1
an(x-1)n 在

x=y+1=2处必绝对收敛.

12.2.3 函数展开成幂级数与幂级数求和

【例12.10】将y=sinx展开为(x-π4
)的幂级数.

【分析与解答】y=sinx=sin(x-π4+π4
)

=sin(x-π4
)cosπ4+cos(x-π4

)sinπ4

= 2
2
[sin(x-π4

)+cos(x-π4
)]

= 2
2
[(x-π4

)-13!
(x-π4

)
3

+15!
(x-π4

)
5

-…+1-12!
(x-π4

)
2

+14!
(x-π4

)
4

-…]
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(-∞<x<+∞) 

【例12.11】将f(x)= 1
x2

展开为x+1的幂级数.

【分析与解答】如果此题这样做:f(x)= 1
(x+1-1)2 = 1

(x+1)2-2(x+1)+1
,是

行不通的;
改用“先积后导”的方法:

f(x)= (-1x
)′= (- 1

x+1-1
)′= ( 1

1-(x+1)
)′

= (∑
∞

n=0

(x+1)n)′=∑
∞

n=1
n(x+1)n-1 .

【例12.12】设f(x)= 1
1-2x-x2.

(1)将f(x)展开为x的幂级数;

(2)分别判断级数∑
∞

n=0

n!
f(n)(0)

,∑
∞

n=0

f(n)(0)
n!

的敛散性.

【分析与解答】 (1)把f(x)作初等变换,并利用几何级数∑
∞

n=0
xn = 1

1-x
,x <1,

得f(x)的x的幂级数为

f(x)= 1
1-2-x2 = 1

22
1

(2+1)+x
+ 1
(2-1)-

é

ë
êê

ù

û
úúx

= 1
22(2+1)

(1+ x
2+1

)
-1

+ 1
22(2-1)

(1- x
2-1

)
-1

= 1
22∑

∞

n=0

(-1)n

(2+1)
n+1+ 1

(2-1)
n+

é

ë
êê

ù

û
úú1 xn ,x < 2-1.

(2)根据幂级数展开式的唯一性得f(x)在x0 =0处的高阶导数

f(n)(0)= n!
22

(-1)n

(2+1)
n+1+ 1

(2-1)
n+

é

ë
êê

ù

û
úú1 = n!
22

(-1)n (2-1)
n+1

+(2+1)
n+

[ ]
1

f(n)(0)
n! = 1

22
(2+1)

n+1
1+(-1)n 2-1

2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

n+
é

ë
êê

ù

û
úú

1

>0.

则所考虑的∑
∞

n=0
un,∑

∞

n=0

1
un
,un = n!

f(n)(0)=
22

(-1)n (2-1)
n+1

+(2+1)
n+1 都为正项

级数.

取vn = 1
(2+1)

n+1 ,显然∑
∞

n=0
vn 收敛.因

lim
n→∞

un

vn
=lim

n→∞

22(2+1)
n+1

(-1)n (2-1)
n+1

+(2+1)
n+1 =22,

故由极限形式的比较判别法得∑
∞

n=0
un =∑

∞

n=0

n!
f(n)(0)

收敛.注意到lim
n→∞

f(n)(0)
n! ≠0知
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∑
∞

n=0

f(n)(0)
n!

发散.

【例12.13】设an =∫
1
2

0
(1
2-x)xn(1-x)ndx,n=1,2,….证明级数∑

∞

n=1
an 收敛,并求其

和.

【证明】an =∫
1
2

0
(1
2-x)xn (1-x)ndx

令1
2 -x=

———————
u

∫
1
2

0
u(12-u)

n
(1
2+u)

n

du

= 12∫
1
2

0
(1
4-u2)

n

d(u2)

=-12∫
1
2

0
(1
4-u2)

n

d(14-u2)= 1
2(n+1)4n+1 <

1
4n+1.

因为∑
∞

n=1

1
4n+1 收敛,故∑

∞

n=1
an 收敛.

为求∑
∞

n=1

1
2(n+1)4n+1 的和,作S(x)=∑

∞

n=1

1
2(n+1)

xn+1,x∈ [-1,1),

S′(x)=12∑
∞

n=1
xn = x

2(1-x)
,S(x)=12∫

x

0

t
1-tdt=12

(-x-ln(1-x)),x∈[-1,1).

从而,∑
∞

n=1
an =S(14

)=-18-12ln
3
4.

【例12.14】(Ⅰ)证明:∑
∞

n=1

(-1)n-1 1
3n-2=∫

1

0

1
1+x3dx

;

(Ⅱ)求∑
∞

n=1

(-1)n-1 1
3n-2

 .

【证明】

(Ⅰ)∫
1

0

1
1+x3dx=∫

1

0∑
∞

n=0

(-1)nx3ndx=∑
∞

n=0∫
1

0
(-1)nx3ndx=∑

∞

n=0

(-1)n 1
3n+1

=∑
∞

n=1

(-1)n-1
3n-2

.

(Ⅱ)由于 1
1+x3 = 1

(1+x)(x2-x+1)=
A
1+x+ Bx+C

x2-x+1
,

由待定系数法得,A = 13
,B=-13

,C= 23
,则

∫
1

0

1
1+x3dx= 13∫

1

0

1
1+xdx-16∫

1

0

2x-1
x2-x+1

dx+12∫
1

0

1
x2-x+1

dx

= 13ln
(1+x)

1

0
-16ln

(x2-x+1)
1

0
+12

·1
3
2

·arctan
x-12
3
2

1

0

= 13ln2+ 3
9π.

【例12.15】求级数∑
∞

n=1

(-1)nn
22n-1(2n+1)!

.
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【分析与解答】本题考查无穷级数的求和,涉及逐项积分和求导的恒等变形,是常规

考题.

本题要求∑
∞

n=1

(-1)nn
22n-1(2n+1)! =∑

∞

n=1

(-1)n
(2n+1)!

n æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2n-1
,

给出幂级数∑
∞

n=1

(-1)n
(2n+1)!

nx2n-1 ,其收敛区间为 (-∞,+∞),

并记其和函数s(x)=∑
∞

n=1

(-1)nnx2n-1

(2n+1)!
,逐项积分得

2∫
x

0
s(x)dx=∑

∞

n=1

(-1)nx2n

(2n+1)! =
1
x∑

∞

n=1

(-1)n x2n+1

(2n+1)!
, x≠0,

所以∫
x

0
s(x)dx= 1

2x∑
∞

n=1

(-1)n x2n+1

(2n+1)! =
1
2x
(sinx-x),

两边求导得s(x)=xcosx-sinx
2x2

,故

∑
∞

n=1

(-1)nn
22n-1(2n+1)! =∑

∞

n=1

(-1)n
(2n+1)!

n æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2n-1

=s(12
)

=

1
2cos

1
2-sin12
1
2

=cos12-2sin12 .

【例12.16】(Ⅰ)求函数项级数e-x +2e-2x +…+ne-nx +… 收敛时x的取值范围;

(Ⅱ)当上述级数收敛时,求其和函数S(x),并求∫
ln3

ln2
S(x)dx.

【分析与解答】(Ⅰ)该函数项级数的通项un(x)=ne-nx,un+1(x)= (n+1)e-(n+1)x ,故,

当lim
n→∞

un+1(x)
un(x) = 1ex <1

,即x>0时,∑
∞

n=1
un(x)收敛;x<0时,∑

∞

n=1
un(x)发散;

当x=0时,该级数成为1+2+…+n+… ,显然是发散的;

所以该级数当x>0时收敛于S(x).

(Ⅱ)S(x)=e-x +2e-2x +…+ne-nx +…
t=e-

————
x

t+2t2+…+ntn +…

=t(1+2t+…+ntn-1+…)=t(t+t2+…+tn +…)′

=t(t
1-t

)′= t
(1-t)2 = e-x

(1-e-x)2 = ex
(ex -1)2

,x>0

于是,∫
ln3

ln2
S(x)dx=∫

ln3

ln2

ex
(ex -1)2

dx=- 1
ex -1

ln3

ln2
= 12 .
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  【注】(1)本题所给研究对象是非幂函数的函数项级数,考生应对此题时应该想到用

变量替换t=e-x 将所给级数转化为幂级数,这是解决本题的一个关键;

(2)求和函数还有如下解法二,供参考:e-xS(x)=e-2x+2e-3x+…+ne-(n+1)x+…

S(x)-e-xS(x)=e-x +e-2x +e-3x +…+e-nx +… = e-x

1-e-x,

故S(x)= e-x

(1-e-x)2 = ex
(ex -1)2

,x>0.

【例12.17】设数列 a{ }n 满足a1 =a2 =1,且an+1 =an +an-1, n=2,3,… ,证明在

x < 12
时幂级数∑

∞

n=1
anxn-1 收敛,并求其和函数与系数an .

【证明】(1)显然,a{ }n 是正项严格单调增加数列,且有a3=2,a4=a2+a3<2a3=22,

假设an <2n-2 ,则有an+1 =an+an-1<2an <2n-1 ,故由归纳法得an <2n-2 ,于是,所考虑

的级数的通项有 anxn-1 < 12
(2x)n-1.

因级数∑
∞

n=1

(2x)n-1 在 2x <1时收敛,故由比较判别法知,级数∑
∞

n=1
anxn-1在 2x <1,

即 x < 12
时绝对收敛.

(2)原幂级数化为

∑
∞

n=1
anxn-1 =a1+a2x+∑

∞

n=3
anxn-1 =a1+a2x+∑

∞

n=3

(an-1+an-2)xn-1

=a1+a2x+(-a1x+x∑
∞

n=1
anxn-1)+x2∑

∞

n=1
anxn-1

=1+(x+x2)∑
∞

n=1
anxn-1

移项后得原幂级数的和函数为∑
∞

n=1
anxn-1 = 1

1-x-x2 x < 12.

(3)将 1
1-x-x2

展开为x的幂级数,有

1
1-x-x2 = 2

5×(1+ 5)
1

1+ 2
1+ 5

x
+ 2
5×(-1+ 5)

1

1- 2
-1+ 5

x

= 2
5×(1+ 5)∑

∞

n=0

(-1)n( 2
1+ 5

)
n

xn+ 2
5×(-1+ 5)∑

∞

n=0

( 2
-1+ 5

)
n

xn

= 1
5∑

∞

n=1

[(-1)n-1( 2
1+ 5

)
n

+( 2
-1+ 5

)
n
]xn-1

而 1
1-x-x2

又是幂级数∑
∞

n=1
anxn-1 的和函数,则由幂级数展开式的唯一性,经比较系
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数得原幂级数的系数,an = 1
5
[(-1)n ( 2

1+ 5
)
n+1

+( 2
-1+ 5

)
n+1
].
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  【注】①原级数的收敛性也可以证明如下:

因 un+1(x)
un(x) = an+1xn

anxn-1 =an+1

an
x =an +an-1

an
x <an +an

an
x =2x ,

故有 an+1xn < 2x anxn-1 < … < (2x )na1 ,因 当 2x < 1 时 级 数

∑
∞

n=1

(2x )n 收敛,则由比较判别法即得∑
∞

n=1
anxn-1 绝对收敛.

②如果考虑的幂级数∑
∞

n=0
anxn 的系数an 是待确定的,它仅仅只给出某种递推关系

等,则可以通过恒等变形,或建立微分方程等技术手段求得该幂级数的和函数.
再把这个求得的和函数展开为x幂级数,则按幂级数展开式的唯一性,经比较系数

就得原幂级数的系数an 的确定表示式.
上述分析就是本题这类问题的求解思想.

③对级数∑
∞

n=k
an-kxn-k ,其k是确定的正整数,令i=n-k,则有

∑
∞

n=k
an-kxn-k =∑

∞

i=0
aixi =∑

∞

n=0
anxn ,这实际上是一种变量代换.

【例12.18】设y(x)=∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)!

(2x)2n(x <1).

(1)求y(0),y′(0),并证明 (1-x2)y″-xy′=4;

(2)求∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)!

(2x)2n(x <1)的和函数及级数∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)!

的值.

【分析与解答】(1)由y(x)=∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)!

(2x)2n ,得y(0)=0;

又,y′(x)=∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n-1)!

22n·x2n-1 ,于是y′(0)=0,

y″(x)=∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n-2)!

22n·x2n-2 .

以下证明微分方程成立:

(1-x2)y″-xy′(x)

=4+4∑
∞

n=1

[(n)!]2
(2n)!

(2x)2n -∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n-2)!

(2x)2n -∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n-1)!

(2x)2n

=4+∑
∞

n=1

4 (n)[ ]! 2

(2n)! -
[(n-1)!]2
(2n-2)! -

[(n-1)!]2
(2n-1)[ ]! (2x)2n

=4+∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)! 4n2-2n(2n-1)-2[ ]n (2x)2n =4.
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(2)下面求解微分方程 (1-x2)y″-xy′=4.
首先,应该可以想到本题用“二阶可降阶”的方法,令y′=p,考生可以自练.但是本题更

好的做法是如下的分析:

微分方程两边同时乘以 1
1-x2

,(想想看这个 1
1-x2

是怎么推导出来的呢?)则有

1-x2y″- x
1-x2

y′= 4
1-x2

,即

1-x2y( )′′= 4
1-x2

,

上式两边分别积分得:

∫ 1-x2y( )′′dx= 1-x2y′;∫ 4
1-x2

dx=4arcsinx+C,

于是有

1-x2y′=4arcsinx+C.

根据y′(0)=0⇒C=0,即 1-x2y′=4arcsinx,

也就是y′(x)=4arcsinx
1-x2

,两边再积分,得

∫4arcsinx1-x2
dx =2arcsin2x+C,

故y(x)=2arcsin2x+C.

又y(0)=0⇒C=0,就有y(x)=∑
∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)!

(2x)2n =2arcsin2x.

由yæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =π

2

18
,即∑

∞

n=1

[(n-1)!]2
(2n)! =π

2

18.

12.2.4 傅里叶级数(仅数学一)

【例12.19】(Ⅰ)证明等式∑
∞

n=0

cos(2n+1)πx
(2n+1)2 =π

2

8-π
2

4 x (-1≤x≤1);

(Ⅱ)求级数∑
∞

n=0

1
(2n+1)2

与∑
∞

n=1

1
n2

的和.

【分析与解答】(Ⅰ)考虑待证明等式右边的函数 π
2

8 -π
2

4 x 展开为余弦级数,因

y= x 是偶函数,故只要将f(x)= x 在区间 [-1,1]上展开为傅里叶级数,其中半周

期l=1,它的傅里叶系数

bn =0,n=1,2,…
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a0 =∫
1

-1
x dx=2∫

1

0
xdx=1,

an =∫
1

-1
xcosnπxdx=2∫

1

0
xcosnπxdx=2

[(-1)n -1]
π2n2

,n=1,2,…

因f(x)= x 在 [-1,1]上连续,故它的傅里叶级数展开式

1
2+∑

∞

n=1

2[(-1)n -1]
π2n2 cosnπx= x ,-1≤x≤1,

故得等式∑
∞

n=0

cos(2n+1)πx
(2n+1)2 =π

2

8-π
2

4 x ,-1≤x≤1.

(II)在上述等式中,令x=0,即得数项级数∑
∞

n=0

1
(2n+1)2 =π

2

8
,

因收敛的数项级数∑
∞

n=1

1
n2 =∑

∞

n=0

1
(2n+1)2+∑

∞

n=1

1
(2n)2 =∑

∞

n=0

1
(2n+1)2+14∑

∞

n=1

1
n2
,

移项即得∑
∞

n=1

1
n2 = 43∑

∞

n=0

1
(2n+1)2 = 43

π2
8 =π

2

6 .
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  【注】欲证明某个等式,不要习惯地只从等式左边证到右边,如果本题这样去做,则
将是一个求三角级数的和函数问题,该证法的困难甚大,事实上,如果从等式右边出发

去证明,那么本题就是大家熟悉的函数的傅里叶级数展开问题,且偶函数f(x)=
x 的傅里叶级数展开式必是余弦级数.

【例12.20】设函数f(x)是以为2π周期的周期函数,且f(x)=eαx(0≤x≤2π),其中

α≠0,试将f(x)展开成傅立叶级数,并求级数∑
∞

n=1

1
1+n2

的和.

【分析与解答】先求出系数:

a0 = 1π∫
2π

0
eαxdx= 1

απ
(e2πα-1)

an = 1π∫
2π

0
eαxcosnxdx=e

2πα-1
π

· α
α2+n2

, n=1,2,…

bn = 1π∫
2π

0
eαxsinnxdx=-e

2πα-1
π

· n
α2+n2

, n=1,2,…

由狄利克雷收敛定理知

eαx =e
2πα-1
π

[1
2α+∑

∞

n=1

αcosnx-nsinnx
α2+n2

],0≤x≤2π,

令α=1,x=0,由狄利克雷收敛定理知

e2π-1
π

[1
2+∑

∞

n=1

1
1+n2

]=f(0)+f(2π)
2 =e

2π+1
2

,

故, ∑
∞

n=1

1
1+n2 = π2

·e
2π+1
e2π-1-12 .
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第13讲 多元函数微分学的应用二(仅数学一)

导  语

本讲主要由四个内容组成,都是数学一的考试内容:一个是向量代数与空间解析几何,

一个是多元微分学的几何应用,一个是方向导数与梯度知识(这是场论初步知识的一部分,

还有一部分在第二型曲面积分那里去讲),一个是二元函数的二阶泰勒公式.
需要指出,向量代数与空间解析几何的知识,严格说来,并不属于微积分的范畴,事实

上,它是研究微积分的一种工具,把握住了这个工具,我们就能够更方便地去研究,更深刻、

更形象地去理解某些微积分的问题,在多元函数微积分学中较多地涉及了这些知识(比如多

元微分学的几何应用中有空间曲线的切线和法平面,空间曲面的切平面和法线;多元积分学

的计算中涉及空间曲面的投影,等等).
本讲一般不出大题,如果出小题,主要出在多元微分学的几何应用、方向导数、梯度,但

是正如上面所述,把握住这些工具性的知识,我们能更好地为应对某些综合性的考试大题做

好准备.

大纲要求

1.空间直角坐标系,向量的概念及其表示.
2.向量的运算(线性运算、数量积、向量积、混合积),了解两个向量垂直、平行的条件.
3.单位向量、方向数与方向余弦、向量的坐标表达式,用坐标表达式进行向量运算的

方法.
4.平面方程和直线方程及其求法.
5.求平面与平面、平面与直线、直线与直线之间的夹角,利用平面、直线的相互关系(平

行、垂直、相交等)解决有关问题.
6.求点到直线以及点到平面的距离.
7.曲面方程和空间曲线方程的概念.
8.常用二次曲面的方程及其图形,求简单的柱面和旋转曲面的方程.
9.空间曲线的参数方程和一般方程.空间曲线在坐标平面上的投影,求该投影曲线的

方程.
10.空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念,求它们的方程.
11.方向导数与梯度的概念与计算方法.
12.二元函数的二阶泰勒公式.
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  知识体系

多元微分学

的应用二

向量代数与空间解析几何

向量的基本运算与应用

点、直线与平面的若干位置关系

距离问题

线线关系

线面关系

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï面面关系

空间曲线与曲面的基础知识
投影

{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï 旋转曲面

多元函数微分学的几何应用
空间曲线的切线与法平面

{空间曲面的切平面与法线

方向导数与梯度

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
二元函数的二阶泰勒公式

13.1 考试内容分析

13.1.1 向量代数的基础知识

1.向量代数的基本概念、性质与公式

既有大小又有方向的量,称为向量.
(1)向量的相等 对于两个向量,只要它们的大小相等,方向相同,则它们就是相等的向

量,而与它们在空间中的位置无关(这也称为向量的自由性);
(2)向量的表达形式

a
⇀

= (ax,ay,az)=axi
→

+ayj
→

+azk
→

.
(3)向量的运算及其应用 

对于a
⇀

= (ax,ay,az),b
⇀

= (bx,by,bz),c
⇀

= (cx,cy,cz).
① 数量积(内积,点积)及其应用

(ⅰ)a
⇀
·b
⇀

= (ax,ay,az)·(bx,by,bz)=axbx +ayby +azbz ;

(ⅱ)a
⇀
·b
⇀

= a
⇀

b
⇀

cosθ⇒cosθ= a
⇀
·b
⇀

a
⇀

b
⇀ = axbx +ayby+azbz

ax
2+ay

2+az
2· bx

2+by
2+bz

2
,

其中θ为a
⇀
,b
⇀

的夹角;

(ⅲ)Prjb
→a
→

=a
→
·b
→

b
→ =axbx +ayby +azbz

bx
2+by

2+bz
2

称为a
→

在b
→

上的投影量;
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(ⅳ)a
→

⊥b
→
⇔θ= π2⇔a

⇀
·b
⇀

= a
⇀

b
⇀

cosθ=0⇔ axbx +ayby +azbz =0 .

② 向量积(外积,叉积)及其应用

(ⅰ)a
⇀

×b
⇀

=

i
→

 j
→

 k
→

ax ay az

bx by bz

,其中,a
⇀

×b
⇀

= a
⇀

b
⇀

sinθ,用右手螺旋定则确定方向

(转向角不超过π),θ为a
⇀
,b
⇀

的夹角;

(ⅱ)a
→

‖b
→
⇔θ=0⇔ a

⇀

×b
⇀

= a
⇀

b
⇀

sinθ=

i
→

 j
→

 k
→

ax ay az

bx by bz

=0⇔
ax

bx
=ay

by
=az

bz
.

③ 混合积及其应用

(ⅰ)a
⇀
,b
⇀
,c[ ]
⇀

= a
⇀

×b( )
⇀
·c
⇀

=

ax ay  az

bx by bz

cx cy cz

;

(ⅱ)
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

=0⇔ 三向量共面.

(4)向量的方向角和方向余弦

①a
→

与x轴、y轴和z轴正向的夹角α,β,γ称为a
→

的方向角;

②cosα,cosβ,cosγ称为a
→

的方向余弦,且cosα= ax

a
→
,cosβ= ay

a
→
,cosγ= az

a
→
;

③a
→
0 = a

→

a
→ = cosα,cosβ,cos{ }γ ,称为向量a

→
的单位向量(就是表示方向的向量);

④ 任意向量r
→

=xi
→

+yj
→

+zk
→

= rcosα,rcosβ,rcos( )γ =rcosα,cosβ,cos( )γ ,其中

cosα,cosβ,cosγ为r
→

的方向余弦.

13.1.2 平面与直线的基础知识

1.平面与直线的基本概念、性质与公式

(1)平面方程(以下假设平面的法线向量n
⇀

= A,B,( )C );

①一般式 Ax+By+Cz+D =0.

②点法式 A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0.
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③三点式 

x-x1 y-y1 z-z1
x-x2 y-y2 z-z2
x-x3 y-y3 z-z3

=0(平面过不共线的三点Pi(xi,yi,zi),i=

1,2,3).

④截距式 x
a +y

b +z
c =1(平面过 (a,0,0),(0,b,0),(0,0,c)三点).

⑤平面束方程 A1x+B1y+C1z+D1+λ A2x+B2y+C2z+D( )2 =0.
不包含A2x+B2y+C2z+D2 =0,如果所求平面通过已知直线(一般式),则用平面束

方程会比较简便,但必须验证A2x+B2y+C2z+D2 =0是否满足所求结论,以免遗漏.

(2)直线方程(以下假设直线的方向向量τ
→

= l,m,( )n ).

①一般式 
A1x+B1y+C1z+D1 =0 n→1 = A1,B1,C( )1

A2x+B2y+C2z+D2 =0 n→2 = A2,B2,C( ){
2

,其中n→1 n→2.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍 췍

췍췍  【注】其几何背景很直观,是两个平面的交线;且该直线的方向向量τ
⇀

=n→1×n→2 .

②点向式(标准式,对称式) x-x0
l =y-y0

m =z-z0
n .

③参数式

x=x0+lt

y=y0+mt
z=z0+

ì

î

í

ï
ï

ïï nt
 M(x0,y0,z0)为直线上已知点,t为参数.

④两点式 x-x1
x2-x1 = y-y1

y2-y1 = z-z1
z2-z1

(直线过不同的两点Pi(xi,yi,zi),i=1,2).

2.点、直线与平面的若干位置关系

(1)一组重要的距离公式

①点P0 x0,y0,z( )0 到平面Ax+By+Cz+D=0的距离d= Ax0+By0+Cz0+D
A2+B2+C2

.

②设直线x-x1
l =y-y1

m =z-z1
n

过点P1 x1,y1,z( )1 ,方向向量τ
→

= l,m,( )n ,则点

P0 x0,y0,z( )0 到直线的距离

d= τ
→

×P0P→1
τ
→ =

 i
⇀

    j
⇀

   k
⇀

x0-x1 y0-y1 z0-z1

 l    m   n
l2+m2+n2

.

【简单推导】以τ
→
,P0P→1 为边画平行四边形,则 τ

→

×P0P→1 表示该平行四边形的面积,
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而 τ
→

表示该平行四边形的底边长.
③直线到直线的距离d

(ⅰ)两 平 行 直 线 的 距 离 d =

 i
⇀

    j
⇀

   k
⇀

x2-x1 y2-y1 z2-z1
 l    m   n

l2+m2+n2
(P1 x1,y1,z( )1 ,

P2 x2,y2,z( )2 分别为两直线L1,L2 上的两点)
(ⅱ)两异面直线的距离d

d = τ→1×τ→( )2 ·P1P→2
τ→1×τ→2

=

x2-x1 y2-y1 z2-z1
 l1   m1   n1
 l2   m2   n2

i
→

 j
→

 k
→

l1 m1 n1
l2 m2 n2

(P1 x1,y1,z( )1 ,

P2 x2,y2,z( )2 分别为两直线L1,L2 上的两点)

【简单推导】以τ→1,τ→2,P1P→2 为棱画平行六面体,则 τ→1×τ→( )2 ·P1P→2 表示该平行六面

体的体积,而 τ→1×τ→2 表示该平行六面体的底面积.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍 췍

췍췍  【注】当 τ→1×τ→( )2 ·P1P→2 =0时,d=0,则两直线共面.

④ 两平行平面之间的距离d= D1-D2
A2+B2+C2

(2)直线间关系

①L1 ⊥L2⇔τ→1 ⊥τ→2⇔l1l2+m1m2+n1n2 =0.

②L1‖L2⇔τ→1‖τ→2⇔l1
l2 =m1

m2
=n1

n2
.

③直线L1,L2 间的夹角θ=arccos τ→1·τ→2
τ→1 τ→2

,其中θ=min τ→1,τ→2( )

∧

,π- τ→1,τ→2( ){ }

∧

∈

0,π[ ]2 .

(3)平面间关系

①∏1 ⊥∏2⇔n→1 ⊥n→2⇔A1A2+B1B2+C1C2 =0.

②∏1‖∏2⇔n→1‖n→2⇔A1

A2
=B1

B2
=C1

C2
.

③平面∏1
,∏2

间的夹角θ=arccos n→1·n→2
n→1 n→2

,其中
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θ=min n→1,n→2( )

∧

,π- n→1,n→2( ){ }

∧

∈ 0,π[ ]2 .

(4)平面与直线的关系

①L⊥∏⇔τ
→

‖n
→

⇔A
l = B

m = C
n.

②L‖∏⇔τ
→

⊥n
→

⇔Al+Bm+Cn=0.

③直线L 与平面∏ 间的夹角θ θ=arcsin τ
⇀
·n
⇀

τ
⇀

n
⇀ ,其中θ= π

2- τ
⇀
,n
⇀

( )

∧

∈

0,π[ ]2 .

13.1.3 空间曲线与曲面的基础知识

1.空间曲线

(1)一般式Γ:
F(x,y,z)=0
G(x,y,z)={ 0

其几何背景为两个曲面的交线.

(2)参数方程 Γ:
x=φ( )t

y=ψ( )t
z=ω( )

ì

î

í

ï
ï

ïï t

,t∈ α,[ ]β .

(3)空间曲线在坐标面上的投影(重点)

以求曲线Γ对xOy 平面的投影曲线为例,

①将Γ:
F(x,y,z)=0
G(x,y,z)={ 0

中的z消去,得到φ(x,y)=0.

②曲线Γ在xOy 面上的投影曲线包含于曲线 φ(x,y)=0
z={ 0

.

曲线Γ对其他平面的投影曲线可类似求得.

2.空间曲面

(1)曲面方程F(x,y,z)=0
(2)二次曲面

椭球面   x2
a2+y2

b2 +z2
c2 =1   

                   图13.1
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单叶双曲面  x2
a2+y2

b2 -z2
c2 =1    

      图13.2

双叶双曲面  x2
a2-y2

b2 -z2
c2 =1   

      图13.3

椭圆抛物面  x2
a2+y2

b2 =z      

      图13.4

椭圆锥面  x2
a2+y2

b2 =z2       

      图13.5

双曲抛物面(马鞍面)x
2

a2-y2
b2 =z(了解即可,不用掌握其图形)

(3)柱面 动直线沿定曲线平行移动所形成的曲面

椭圆柱面  x2
a2+y2

b2 =1 (a=b时为圆柱面)

双曲柱面  x2
a2-y2

b2 =1 

抛物柱面  y=ax2   

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】在空间解析几何中,除非作特殊说明,一般认为缺少变量的方程为柱面.

(4)旋转曲面(重点) 曲线C绕一条定直线旋转一周所形成的曲面

曲线C:
f x,( )y =0
z={ 0

沿x轴旋转所得旋转曲面方程为f x,± y2+z( )2 =0;

曲线C:
f x,( )y =0
z={ 0

沿y轴旋转所得旋转曲面方程为f ± x2+z2,( )y =0.
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13.1.4 多元函数微分学的几何应用

1.空间曲线的切线与法平面

①设空间曲线 Γ 由参数方程

x=φ(t)

y=ψ(t)

z=ω(t

ì

î

í

ï
ï

ïï )
给 出,其 中,方 程 中 的 三 个 函 数 均 可 导,

P0(x0,y0,z0)是Γ上的点,且当t=t0 时,φ′(t0),ψ′(t0),ω′(t0)都不为0,则
曲线Γ在点P0(x0,y0,z0)处的切向量为τ= φ′(t0),ψ′(t0),ω′(t0{ }),

曲线Γ在点P0(x0,y0,z0)处的切线方程为x-x0
φ′(t0)

=y-y0
ψ′(t0)

=z-z0
ω′(t0)

,

曲线Γ在点P0(x0,y0,z0)处的法平面(过P0(x0,y0,z0)点且与切线垂直的平面)方程

为φ′(t0)(x-x0)+ψ′(t0)(y-y0)+ω′(t0)(z-z0)=0.

②设空间曲线Γ由交面式方程组
F(x,y,z)=0
G(x,y,z)={ 0

给出,则在以下表达式有意义的条

件下,

曲线Γ在点P0(x0,y0,z0)处的切向量为τ
⇀

=
F′y F′z
G′y G′z P0

,
F′z F′x
G′z G′x P0

,
F′x F′y
G′x G′y P

{ }
0

,

曲线Γ在点P0(x0,y0,z0)处的切线方程为 x-x0
F′y F′z
G′y G′z P0

= y-y0
F′z F′x
G′z G′x P0

= z-z0
F′x F′y
G′x G′y P0

,

曲线Γ在点P0(x0,y0,z0)处的法平面(过P0(x0,y0,z0)点且与切线垂直的平面)方
程为

F′y F′z
G′y G′z P0

(x-x0)+
F′z F′x
G′z G′x P0

(y-y0)+
F′x F′y
G′x G′y P0

(z-z0)=0.

2.空间曲面的切平面与法线

①设空间曲面Σ由方程F(x,y,z)=0给出,P0(x0,y0,z0)是Σ上的点,则
曲面Σ在点P0(x0,y0,z0)处的法向量(垂直于该点切平面的向量)为

n
→

= {Fx′(x0,y0,z0),Fy′(x0,y0,z0),Fz′(x0,y0,z0)},

且法线方程为 x-x0
Fx′(x0,y0,z0)=

y-y0
Fy′(x0,y0,z0)=

z-z0
Fz′(x0,y0,z0)

,

曲面Σ在点P0(x0,y0,z0)处的切平面方程为

Fx′(x0,y0,z0)(x-x0)+Fy′(x0,y0,z0)(y-y0)+Fz′(x0,y0,z0)(z-z0)=0.
②设空间曲面Σ由方程z=f(x,y)给出,令F(x,y,z)=f(x,y)-z,则

曲面Σ在点P0(x0,y0,z0)处的法向量(垂直于该点切平面的向量)为

n
→

= {fx′(x0,y0),fy′(x0,y0),-1},
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且法线方程为 x-x0
fx′(x0,y0)=

y-y0
fy′(x0,y0)=

z-z0
-1

,

曲面Σ在点P0(x0,y0,z0)处的切平面方程为

fx′(x0,y0)(x-x0)+fy′(x0,y0)(y-y0)-(z-z0)=0.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)全微分的几何意义

由上式可得:z-z0=fx′(x0,y0)(x-x0)+f′y(x0,y0)(y-y0),于是z=f(x,y)

在 (x0,y0)的全微分表示曲面z=f(x,y)在点 (x0,y0,z0)处的切平面上点的竖坐标

的增量.
(2)若用α,β,γ表示曲面的法向量的方向角,并假定法向量的方向是向上的,即使

得它与z轴的正向所成的角γ 是锐角,则法向量的方向余弦为

cosα= -fx

1+f2x +f2y
,cosβ= -fy

1+f2x +f2y
,cosγ= 1

1+f2x +f2y
.

其中,fx =f′x(x0,y0),fy =fy′(x0,y0).

13.1.5 方向导数与梯度

1.方向导数

Δz

Δy
Δx

O

x

y

l

z

PP0

图13.6

在许多问题中,不仅要知道函数在坐标轴方向上的变化率(即
偏导数),而且还要设法求得函数在某点沿着其他特定方向上的变

化率.这就是本节所要讨论的方向导数.
定义 设三元函数u=u(x,y,z)在点P0(x0,y0,z0)的某空

间邻域U ⊂R3 内有定义,l为从点P0 出发的射线,P(x,y,z)为l
上且在U 内的任一点,且令

x-x0 =Δx =tcosα

y-y0 =Δy =tcosβ
z-z0 =Δz=tcos

ì

î

í

ï
ï

ïï γ

以t= (Δx)2+(Δy)2+(Δz)2 表示P 与P0 之间的距离,如图13.6所示,若极限

lim
t→0+

u(P)-u(P0)
t =lim

t→0+

u(x0+tcosα,y0+tcosβ,z0+tcosγ)-u(x0,y0,z0)
t

存在,则称此极限为函数u=u(x,y,z)在点P0 沿方向l的方向导数,记作∂u
∂l P0

.

定理(方向导数的计算公式) 设三元函数u=u(x,y,z)在点P0(x0,y0,z0)可微,则

u=u(x,y,z)在点P0 处沿任一方向l的方向导数都存在,且

∂u
∂l P0

=u′x(P0)cosα+u′y(P0)cosβ+u′z(P0)cosγ,
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其中cosα,cosβ,cosγ为方向l的方向余弦. 

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】请大家自己独立写出对于二元函数f(x,y)情况.

2.梯度

在一个数量场中,在给定点沿不同的方向,其方向导数一般是不相同的,现在我们所关

心的是:沿哪一个方向其方向导数最大? 其最大值是多少? 为此引进一个很重要的概

念———梯度.
定义 设三元函数u=u(x,y,z)在点P0(x0,y0,z0)具有一阶偏导数,则定义

gradu P0 = u′x(P0),u′y(P0),u′z(P0{ })

为函数u=u(x,y,z)在点P0 处的梯度.
如果理解梯度的这个定义呢? 请继续看下面.

3.方向导数与梯度的关系

由方向导数的计算公式∂u
∂l P0

=u′x(P0)cosα+u′y(P0)cosβ+u′z(P0)cosγ与梯度的定

义gradu P0 = u′x(P0),u′y(P0),u′z(P0{ }) ,可得到

∂u
∂l P0

= u′x(P0),u′y(P0),u′z(P0{ })· cosα,cosβ,cos{ }γ =gradu P0
·l
→o

= gradu P0 l
→o cosθ= gradu P0

·cosθ.

  其中θ为gradu P0
与l
→o 的夹角,当cosθ=1时,∂u

∂l P0

有最大值.

于是我们可以得出结论:函数在某点的梯度是这样一个向量,它的方向与取得方向导数

最大值的方向一致,而它的模为方向导数的最大值.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】上述推导过程请考生掌握.

13.1.6 二元函数的二阶泰勒公式

设f(x,y)在包含点P0(x0,y0)的区域D 内有3阶连续的偏导数,点P(x0+h,y0+k)

及线段P0P 均在D 内,则有二元函数的拉格朗日余项的二阶泰勒公式:

f(x0+h,y0+k)=f(x0,y0)+f′x(x0,y0)h+f′y(x0,y0)k+
1
2! h2f″xx(x0,y0)+2hkf″xy(x0,y0)+k2f″yy(x0,y0[ ])+

1
3!
[h3f‴xxx(ξ,η)+3h2kf‴xxy(ξ,η)+3hk2f‴xyy(ξ,η)+

k3f‴yyy(ξ,η)],((ξ,η)∈ 开线段P0P⊂D).
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】考研大纲上一直有这个考点,但是至今尚未考过,请考生掌握到二阶即可.

13.2 典型例题分析

13.2.1 向量代数与空间解析几何

【例13.1】设向量α=(3,-4,2),轴u的正向与三个坐标轴的正向构成相等的锐角,则
(1)向量α在轴u 上的投影为     ;
(2)向量α与轴u 的夹角 (α,u

<

)=     .
【分析与解答】设u轴上的单位向量为u0,则u0 = (cosα,cosβ,cosγ).由题设知

cos2α=cos2β=cos2γ,且cos2α+cos2β+cos2γ=1,故3cos2α=1,又因α为锐角,故

cosα=1/ 3,则

u0 = (1/ 3,1/ 3,1/ 3).

(1)Prjuα=α·u0 = (3,-4,2)·(1/ 3,1/ 3,1/ 3)=1/ 3.

(2)cos(α,u

<

)=
Prjuα
α = 1/ 3

32+(-4)2+22
= 1
87
,故 (α,u

<

)=arccos 1
87

.

【例13.2】设a,b,c为非零向量,则与a不垂直的向量是(  )

(A)(a·c)b-(a·b)c (B)b-a·b
a 2a

(C)a×b (D)a+(a×b)×a

【分析与解答】因 a
→

⊥b
→
⇔a
⇀
·b
⇀

=0,故,对于(A),a·[(a·c)b-(a·b)c]=0;对于

(B),a· b-a·b
a 2[ ]a =0;对于(C),a·(a×b)=0;对于(D),a· a+(a×b)×[ ]c =

a 2 ≠0.所以答案选择(D).

【例13.3】与直线L1:
x=1

y=-2+t
z=1+

ì

î

í

ï
ï

ïï t

及直线L2:x+1
1 =y+1

2 =z-1
1

都平行,且过原点

的平面π的方程为(  ).
(A)x+y+z=0 (B)x-y+z=0 (C)x+y-z=0 (D)x-y+z+2=0
【分析与解答】设L1 的方向向量为s1,L2 的方向向量为s2,平面π的法向量为n,则

n⊥s1,n⊥s2,故n=s1×s2 =

i j k
0 1 1
1 2 1

=-(i-j+k).
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又因平面过原点,故答案选择(B).

【例13.4】求直线L:
2y+3z-5=0
x-2y-z+7={ 0

在平面π:x-y+3z+8=0的投影方程.

【分析与解答】先求出一平面π1,使它过直线L垂直于平面π.设直线L的方向向量为s,

平面π1 的法向量为n1,平面π的法向量为n,则n1⊥s,n1⊥n,而s=

i  j  k
0  2  3
1 -2 -1

=4i

+3j-2k,则

n1 =s×n=

i  j  k

4  3 -2

1 -1  3

=7(i-2j-k).

下面再求出L上的某点坐标.为此,在方程
2y+3z-5=0
x-2y-z+7={ 0

中令x=0,得y=4,

z=-1,则平面π1 过点 (0,4,-1).于是其方程π1 为x-0-2(y-4)-(z+1)=0,即

π1:x-2y-z+7=0.因直线L在平面π上的投影既在平面π上,又在平面π1 上,因而其

方程为

x-y+3z+8=0
x-2y-z+7={ 0

.

【例13.5】点 (1,2,3)到直线 x
1 =y-4

-3 =z-3
-2

的距离为     .

【分析与解答】记点M0(1,2,3),M(0,4,3),s= (1,-3,-2),则所求的距离

d= MM→0×s
s =

i  j  k

-1 2  0

1 -3 -2

/ 12+(-3)2+(-2)2

= 21/ 14= 3/2= 6/2.

【例13.6】直线L:x-2
x =y-1

1 =z-3
1

与平面π:x-y+2z+4=0的夹角为(  ).

(A)π (B)π/3 (C)π/6 (D)π/2
【分析与解答】由题设知直线L的方向向量为s= (2,1,1),平面π的法向量为n=

(1,-1,2).设直线L与平面π的夹角为φ,则sinφ= |s·n|
|s||n|=12

,故φ= π6
,(C)入选.

【例13.7】曲线L:
x2
16+y2

4-z2
5 =1(1)

x-2z+3=0 (2
{ )

在平面xOy 上的投影柱面方程是(  ).

(A)x2+20y2-24x-116=0 (B)4y2+4z2-12z-7=0
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(C)
x2+20y2-24x-116=0
z={ 0

(D)
4y2+4z2-12z-7=0
x={ 0

【分析与解答】解法一:投影柱面方程是一个关于x,y的二元方程,仅(A)入选.事实上,
(B)中方程中含z不可能是L 在平面xOy 上的投影的柱面方程,而(C),(D)中方程表示

曲线.
解法二:由方程(2)得z= (x+3)/2,代入方程(1)得到x2+20y2-24x-116=0,此

即为L在平面xOy 上的投影柱面方程.
췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】在空间解析几何中F(x,y)=0(二元方程)表示的是以
F(x,y)=0
z={ 0

为准

线、母线平行于z轴的柱面方程.而
F(x,y)=0
z={ 0

表示的是柱面F(x,y)=0与平面

xOy 的交线,要注意区分.

【例13.8】求直线L:x-3
2 =y-1

3 =z+1绕直线L1:
x=2

y={ 3
旋转一周所产生的曲面

方程 .
【分析与解答】设点M0(x0,y0,z0)为直线L上一点,当直线L绕L1旋转时,点M0旋转

到点M(x,y,z),此时有

z=z0,

(x-2)2+(y-3)2 = (x0-2)2+(y0-3)2{ .
(1)

又因x0-3
2 =y0-1

3 =z0+1,即
x0 =2z0+5,

y0 =3z0+4{ ,
由此式得到

(x0-2)2 = (2z0+3)2

(y0-3)2 = (3z0+1){ 2
 (2)

将式(2)代入式(1),得到

(x-2)2+(y-3)2 = (2z+3)2+(3z+1)2,即

x2+y2-13z2-4x-6y-18z+3=0.
【例13.9】设曲线L是抛物柱面x =2y2 与平面x+z=1的交线,
(1)求曲线L在各个坐标平面上的投影曲线;
(2)求曲线L分别绕各个坐标轴旋转一周的旋转曲面方程.
【分析与解答】(1)因抛物柱面x=2y2的母线平行于Oz轴,故x=2y2就是该交线L关

于Oxy 坐标平面的投影柱面,因此,交线L在Oxy 平面上的投影是一条抛物线
x=2y2

z={ 0
.

平面x+z=1可以看成母线平行于Oy轴的柱面,故x+z=1就是该交线L关于Oxz

坐标平面的投影柱面,因此,交线L在Oxz平面上的投影是一条射线
x+z=1

y={ 0
(x>0).
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从方程x=2y2 与x+z=1中消去变量x,得2y2+z=1,它就是该交线L关于Oyz

平面的投影柱面,因此,交线L在Oyz平面上的投影是一条抛物线
2y2+z=1
x={ 0

.

(2)因曲线L:
x=2y2

x+z={ 1
的以x为参数的参数方程为L:

x=x

y= x
2
,x≥0

z=1-

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

x

,

则曲线L绕Ox 轴旋转一周的旋转曲面方程为y2+z2 = 12x+(1-x)2 .

因曲线L的以y 为参数的参数方程为L:
x=2y2

y=y, -∞ <y<+∞

z=1-2y

ì

î

í

ï
ï

ïï 2

,

则曲线L绕Oy 轴旋转一周的旋转曲面方程为x2+z2 =4y4+(1-2y2)2 .

因曲线L的以z为参数的参数方程为L:

x=1-z

y= 1
2
(1-z),z≤1

z=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

z

,

则曲线L绕Oz轴旋转一周的旋转曲面方程为x2+y2 = (1-z)2+12
(1-z).

13.2.2 多元函数微分学的几何应用

【例13.10】曲面 x+ y+ z= a(a>0)上任意一点处的切平面在三个坐标轴上的

截距之和为(  ).

(A)a (B)a (C)0 (D)2a

【分析与解答】仅(A)入选.令F(x,y,z)= x+ y+ z- a,则

F′x =1/(2 x),F′y =1/(2y),F′z =1/(2z).
曲面上任意一点P0(x0,y0,z0)处的切平面方程为

1
2 x0

(x-x0)+ 1
2 y0

(y-y0)+ 1
2 z0

(z-z0)=0,

即 x
x0

+ y
y0

+ z
z0

= x0
x0

+ y0
y0

+ z0
z0

= x0 + y0 + z0 = a,

也即 x
ax0

+ y
ay0

+ z
az0

=1,

故三个坐标轴的截距之和为

ax0 + ay0 + az0 = a( x0 + y0 + z0)= a· a =a.

【例13.11】求空间曲线Γ:x=∫
t

0
eucosudu,y=2sint+cost,z=1+e3t 在t=0处

—122—



    考研数学高等数学18讲

的切线方程和法平面方程.
【分析与解答】当t=0时,x=0,y=1,z=2,x′=etcost,y′=2cost-sint,z′=3e3t,

则,x′(0)=1,y′(0)=2,z′(0)=3,于是,

切线方程为:x-0
1 =y-1

2 =z-2
3
,

法平面方程为:x+2(y-1)+3(z-2)=0,即x+2y+3z-8=0.
【例13.12】设有曲面S:2x2+4y2+z2 =4与平面Π:2x+2y+z+5=0,试求

(1)曲面S上的点及其上的切平面与法线方程,使该切平面与平面Π平行;

(2)曲面S与平面Π的最短距离.
【分析与解答】(1)在曲面S上任取一点P(ξ,η,ζ),记F(x,y,z)=2x2+4y2+z2-4,

则

∂F
∂x =4x,∂F∂y =8y,∂F∂z =2z.

于是,曲面S在点P 处的切平面为

4ξ(x-ξ)+8η(y-η)+2ζ(z-ζ)=0,或2ξx+4ηy+ζz-4=0.

因该切平面与平面Π平行,即其法向量n1 =2ξi+4ηj+ζk 与n=2i+2j+k,

2ξ
2 =4η2 = ζ

1
,或ξ=ξ,η= 12ξ

,ζ=ξ

把它们代入曲面S的方程得ξ2 =1,ξ=±1,于是,所求的点为P1(1,12
,1)与P2(-1,

-12
,-1),且它们所对应的切平面方程分别为2x+2y+z-4=0与2x+2y+z+4=0,

它们所对应的法线方程分别为x-1
2 =

y-12
2 =z-1

1
与x+1

-2 =
y+12
-2 =z+1

-1
.

(2)曲面S上点 (x,y,z)到平面Π的距离d= 13 2x+2y+z+5 ,现欲求曲面S与

平面Π的最短距离,它等价于求函数f(x,y,z)=(2x+2y+z+5)2在条件2x2+4y2+z2

=4约束下的最小值的条件极值问题.

构造辅助函数F(x,y,z,λ)= (2x+2y+z+5)2+λ(2x2+4y2+z2-4),令

F′x=4(2x+2y+z+5)+4λx =0

F′y=4(2x+2y+z+5)+8λy =0

F′z=2(2x+2y+z+5)+2λz=0

F′λ=2x2+4y2+z2-4=

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 0

解得其最小值点为P2(-1,-12
,-1),最大值点为P1(1,12

,1),故所求的最短距离为1
3.
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13.2.3 方向导数与梯度

【例13.13】函数u=ez-z+xy 在点 (2,1,0)处沿曲面ez-z+xy=3的法线方向的

方向导数为     .
【分析与解答】曲面ez-z+xy =3的法线方向为

n=±(y,x,ez-1) (2,1,0)=±(1,2,0), n0 =±(1,2,0)/ 5,

故cosα=±1/ 5,cosβ=±2/ 5,cosγ=0.又

∂u
∂x (2,1,0)=y (2,1,0)=1,∂u∂y

(2,1,0)=x (2,1,0)=2,∂u∂z (2,1,0)= (ez-1) (2,1,0)=0,

故方向导数为

∂u
∂n=cosα∂u∂x+cosβ

∂u
∂y+cosγ∂u∂z=±[(1/ 5)×1+2×(2× 5)+0]=± 5.

【例13.14】设n
→
是曲面2x2+3y2+z2=6在点P(1,1,1)处的指向外侧的法向量,求函

数u= 1z
(6x2+8y2)

1
2 在此处沿方向n

→
的方向导数.

【分析与解答】令F(x,y,z)=2x2+3y2+z2-6,

F′x P =4x P =4,F′y P =6y P =6,F′z P =2z P =2,

故n
→

= F′x,F′y,F′{ }z = 4,6,{ }2 ,n
→

= 42+62+22 =2 14,

方向余弦为 cosα= 2
14
,cosβ= 3

14
,cosγ= 1

14
.

∂u
∂x P

=
6x

z 6x2+8y2 P
= 6
14
;

∂u
∂y P

=
8y

z 6x2+8y2 P
= 8
14
;

∂u
∂z P

=- 6x2+8y2
z2 P

=- 14.

故 
∂u
∂n
→

P
= (∂u∂xcosα+∂u∂y

cosβ+∂u∂zcosγ
)

P
=117.

【例13.15】设函数f(x,y)=2x2+y2-y,则该函数在点A(2,3)处增长最快的方向l
与x轴正向的夹角α=     .

【分析与解答】因所谓函数增长最快的方向就是梯度的方向,故应先求出梯度的方向:

∂f
∂x A,∂f∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷A = (4x (2,3),(2y-1) (2,3))= (8,5).

再求出其单位向量,即方向余弦

cosα= 8
82+52

= 8
89
,sinα=cosβ

5æ

è
ç

ö

ø
÷

89
,
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则l与x 轴正向的夹角α满足tanα=sinαcosα= 58
,即α=arctan58.

【例13.16】设在平面区域D 上数量场u(x,y)=50-x2-4y2 ,试问在点P0(1,-2)

∈D 处沿什么方向时u(x,y)升高最快,并求一条路径,使从点P0(1,-2)处出发沿这条路

径u(x,y)升高最快.
【分析与解答】因为方向导数沿其梯度方向取得最大值,则考虑

gradu (1,-2)= (∂u∂xi+∂u∂yj
)

(1,-2)
= (-2xi-8yi) (1,-2)=-2i+16j,

故u(x,y)在点P0(1,-2)处沿gradu (1,-2)=-2i+16j方向升高最快.

设所求的路径为y=y(x),其上任一点P(x,y)处的切向量τ
⇀

=(dx)i+(dy)j,由题

意知,它应与它的梯度方向gradu=-2xi-8yj一致,则有 dx
-2x= dy

-8y
,y(1)=-2,

求解此微分方程初值问题得,沿着y=-2x4 时u(x,y)升高最快.

13.2.4 二元函数的二阶泰勒公式

【例13.17】在点A(1,1,1)的邻域内根据泰勒公式展开函数f(x,y,z)=x3+y3+z3-
3xyz.

【分析与解答】∂f
∂x=3x2-3yz,∂f∂y=3y2-3xz,∂f∂z=3z2-3xy,

∂2f
∂x2 =6x,∂

2f
∂y2 =6y,∂

2f
∂z2 =6z,

∂2f
∂x∂y=-3z,∂

2f
∂y∂z=-3x,∂

2f
∂x∂z=-3y,

∂3f
∂x3 =∂

3f
∂y3 =∂

3f
∂z3 =6,∂

3f
∂x∂y∂z=-3,

其余三阶混合偏导均为0,所有四阶偏导数均为0.
因此,R3(x,y,z)=0,在点A(1,1,1)处,

f(1,1,1)=0,∂f∂x=∂f∂y=∂f∂z=0,

∂2f
∂x∂y= ∂2f

∂y∂z= ∂2f
∂x∂z=-3,∂

3f
∂x3 =∂

3f
∂y3 =∂

3f
∂z3 =6,∂

3f
∂x∂y∂z=-3,

于是

f(x,y,z)=3[(x-1)2+(y-1)2+(z-1)2-(x-1)(y-1)-(x-1)(z-1)

-(y-1)(z-1)]+(x-1)3+(y-1)3+(z-1)3-3(x-1)(y-1)(z-1).

【例13.18】写出二元函数f(x,y)=exsiny在原点O(0,0)处的二阶泰勒公式.

【分析与解答】f(x,y)=exsiny =y+xy+ 13!e
ζ(x2sinη+3x2ycosη-3xy2sinη-

y3cosη),
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其中,ζ=θx,η=θy,0<θ<1.

f(0,0)=0,f′x(0,0)=exsiny (0,0)=0,f′y(0,0)=excosy (0,0)=1.

f″xx(0,0)=exsiny (0,0)=0,f″xy(0,0)=excosy (0,0)=1,

f″yy(0,0)=-exsiny (0,0)=0,f‴xxx(x,y)=exsiny,

f‴xxy(x,y)=excosy,f‴xyy(x,y)=-exsiny,f‴yyy(x,y)=excosy.
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第14讲 三重积分(仅数学一)

导  语

本讲主要内容是三重积分的概念、计算与应用,仅是数学一的要求,其内容丰富,计算量

大,是数学一的考试重点和难点.近些年主要以考查4分小题为主,但是区分度很高,难度

不小,通过这一讲的扎实复习,可以显著提高我们的数学计算能力,希望数学一的考生重视

这一讲内容的复习.

大纲要求

1.三重积分的概念与性质.
2.三重积分在直角坐标、柱面坐标、球面坐标系下的计算.
3.用三重积分求一些几何量与物理量(空间区域的体积、空间物体的重心(质心)、形心、

对某轴的转动惯量、对某位置质点的引力等).

知识体系

三重积分

三重积分的概念与性质

精确定义法

对称性
普通对称性

{
ì

î

í

ï
ï

ïï 轮换对称性

三重积分的计算

基础性计算

直角坐标系

柱面坐标系

ì

î

í

ï
ï

ïï球面坐标系

技术性计算

对称性

形心公式的逆用

ì

î

í

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

交换积分次序

三重积分的应用

空间区域的体积

空间物体的重心(质心)、形心

空间物体对某轴的转动惯量

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

空间物体对某位置质点的引力
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14.1 考试内容分析

14.1.1 三重积分的概念、性质与对称性

1.三重积分的概念

设三元函数f(x,y,z)定义在三维有界空间区域Ω上,则三重积分

∭
Ω

f(x,y,z)dv=lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi,ηi,ζi)Δvi.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】 (1)将Ω无限分割的Δvi>0,λ为所有Δvi 的直径的最大值,强调该极限与

对区域Ω的分割方式无关;
(2)从几何上来说很抽象了,是四维空间的图形体积,无法画出图形;但是其物理背

景仍然可以被我们所理解,就是以f(x,y,z)为点密度的空间物体的质量:

M =∭
Ω

f(x,y,z)dv.

(3)要了解三重积分的存在性.设空间有界闭区域Ω的边界是分片光滑曲面,当

f(x,y,z)在Ω上连续,或者当f(x,y,z)在Ω上有界,且在Ω上除了有限个点、有限条

光滑曲线和有限块光滑曲面外都是连续的,则它在Ω上可积,也就是三重积分存在.在
考研数学中,一般总假设f(x,y,z)在Ω上连续,也就是三重积分总是存在的.

2.三重积分的性质(以下总假设Ω为空间有界闭区域)

性质1求空间区域的体积 ∭
Ω

1dv=V  其中V 为Ω的体积.

性质2可积函数必有界 当f(x,y,z)在Ω上可积时,则其在Ω上必有界.
性质3积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∭
Ω

[k1f(x,y,z)+k2g(x,y,z)]dv=k1∭
Ω

f(x,y,z)dv+k2∭
Ω

g(x,y,z)dv.

性质4积分的可加性 当f(x,y,z)在Ω上可积时,Ω1 ∪Ω2 =Ω,Ω1∩Ω2 = ∅ ,则

∭
Ω1+Ω2

f(x,y,z)dv=∭
Ω1

f(x,y,z)dv+∭
Ω2

f(x,y,z)dv.

性质5积分的保号性 当f(x,y,z),g(x,y,z)在Ω上可积且在Ω上f(x,y,z)≤
g(x,y,z),则有

∭
Ω

f(x,y,z)dv≤∭
Ω

g(x,y,z)dv,

特殊地有
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|∭
Ω

f(x,y,z)dv|≤∭
Ω

f(x,y,z)dv.

性质6三重积分的估值定理 设M,m 分别是f(x,y,z)在Ω上的最大值和最小值,V
为Ω的体积,则有

mV ≤∭
Ω

f(x,y,z)dv≤MV.

性质7三重积分的中值定理 设f(x,y,z)在Ω上连续,V 为Ω的体积,则在Ω上至少

存在一点 (ξ,η,ζ),使得

∭
Ω

f(x,y,z)dv=f(ξ,η,ζ)V.

3.三重积分的普通对称性与轮换对称性

(1)普通对称性

假设Ω关于yOz面对称,则

∭
Ω

f(x,y,z)dv=
2∭
Ω1

f(x,y,z)dv, f(x,y,z)=f(-x,y,z)

0,       f(x,y,z)=-f(-x,y,z

ì

î

í

ï
ï

ïï )
其中Ω1 是Ω在yOz面前面的部分.
关于其他坐标面对称的情况类似,请大家自己独立作出.
(2)轮换对称性

若把x与y 对调后,Ω不变,则

∭
Ω

f(x,y,z)dv=∭
Ω

f(y,x,z)dv

这就是轮换对称性.

如,设Ω= (x,y,z)x2+y2+z2 ≤R{ }2 ,则∭
Ω

f(x)dv=∭
Ω

f(y)dv=∭
Ω

f(z)dv,可

以化简计算,具体应用见后面的例子.

14.1.2 三重积分的计算

1.基础性计算方法

(1)直角坐标系下的计算法

在直角坐标系下,按照积分次序的不同,一般将三重积分的计算分为两种情况:

①先一后二法(投影法)
先做关于某个变量(如z)的定积分,然后做关于另外两个变量(如x,y)的二重积分,具

体说来,如果先对z积分,则要将Ω投影到xOy面上,得到投影区域Dxy ,过Dxy 内任意一点

x,( )y 作平行于z轴的直线,使之穿过Ω,先碰到Ω的记为z=z1(x,y),后离开Ω的记为

z=z2(x,y),则
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∭
Ω

f(x,y,z)dv=∬
Dxy

dσ∫
z2(x,y)

z1(x,y)
f(x,y,z)dz.

②先二后一法(截面法)

先做关于某两个变量(如x,y)的二重积分,然后做关于另一变量(如z)的定积分,具体

说来,如果先对x,y积分,则要将Ω投影到z轴得坐标z∈[e,f],然后对任给z∈[e,f],
用z=h的平面(平行于xOy 平面)去截Ω,得到一个平面闭区域Dz ,则

∭
Ω

f(x,y,z)dv=∫
f

e
dz∬

Dz

f(x,y,z)dxdy.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】以下情况优先考虑先二后一法:(1)被积函数仅是z的函数,(2)用垂直于z的

平面去截Ω所得 ( )D z 是圆域或其部分(比如旋转体).

(2)柱面坐标系下的计算法

事实上,柱面坐标系就是“直角坐标系+极坐标系”,是我们都学过且熟悉的知识.联系

直角坐标系与柱坐标系的桥梁为:

x=rcosθ

y=rsinθ
z=

ì

î

í

ï
ï

ïï z
其中,0≤r≤+∞,0≤θ≤2π,-∞ ≤z≤+∞
于是,柱面坐标系中的体积元素:dv=rdrdθdz,且积分写为

∭
Ω

f(x,y,z)dxdydz=∭
Ω

f(rcosθ,rsinθ,z)rdrdθdz .

(3)球面坐标系下的计算法

球面坐标系采用r,θ,φ三个量来表示空间的一个点,对于点 M x,y,( )z ,点 M 在坐标

面xOy 上的投影为M′,则,
定义:1)r=|OM|;

2)θ为x 轴到射线OM′的转角;

3)φ为向量 →OM 与z轴的夹角.并规定三个变量的变化范围是0≤r≤+∞,0≤θ≤2π,

0≤φ≤π.

于是,联系直角坐标系与球面坐标系的桥梁为:
x=rsinφcosθ

y=rsinφsinθ
z=rcos

ì

î

í

ï
ï

ïï φ

,且注意到,

①当r= 常数时,表示以原点为球心,半径为r的球面;

②当θ=常数时,表示通过z轴的半平面;

③当φ= 常数时,表示以原点为顶点,z轴为中心,半顶角为φ的锥面.
用这样的三组面去划分积分区域Ω,就得到dv,在极限状态下,它可以看作边长分别是

dr,rdφ,rsinφdθ的小长方体,则dv=r2sinφdrdφdθ,
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∭
Ω

f(x,y,z)dv=∭
Ω

f(rsinφcosθ,rsinφsinθ,rcosφ)r2sinφdrdφdθ.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍췍

  【注】(1)何时用球面法?

① 被积函数中含
f(x2+y2+z2)

f(x2+y2{ )
,② 积分区域为

球或球的部分
{锥或锥的部分

.

(2)怎样定限?

① 从原点出发一条半射线(0→+∞),
先碰到Ω,记r1(φ,θ)

后离开Ω,记r2(φ,θ{ )
.

② 顶点在原点,以z轴为对称轴的圆锥面半顶角(0→π)
先碰到Ω,记φ1(θ)

后离开Ω,记φ2(θ{ )
.

③ 过z轴的半平面(0→2π)
先碰到Ω,记θ1
后离开Ω,记θ{

2
.

则∭
Ω

f(x,y,z)dv=∭
Ω

f(rsinφcosθ,rsinφsinθ,rcosφ)r2sinφdrdφdθ

=∫
θ2

θ1
dθ∫

φ2(θ)

φ1(θ)
dφ∫

r2(φ,θ)

r1(φ,θ)
f(rsinφcosθ,rsinφsinθ,rcosφ)r2sinφdr.

2.技术性计算方法

技术性计算方法主要是指用好以下两个技术性工具:
(1)对称性(包括普通对称性和轮换对称性).

(2)形心公式的逆用(由x=
∭
Ω

xdv

∭
Ω

dv
⇒∭

Ω

xdv=x·V ,其中V 为Ω的体积).

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】因为被积函数并不仅仅定义在边界上,还有其内部,所以边界方程不能带入被

积函数.

14.1.3 三重积分的应用

1.几何量

若Ω是所占的空间区域,则其体积为V =∭
Ω

dv.

2.重心(质心)与形心

对于空间物体,面密度为ρ(x,y,z),Ω是物体所占的空间区域,ρ(x,y,z)在Ω上连
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续,则计算重心x,y,z的公式为

x=
∭
Ω

xρ(x,y,z)dv

∭
Ω
ρ(x,y,z)dv

,y=
∭
Ω

yρ(x,y,z)dv

∭
Ω
ρ(x,y,z)dv

,z=
∭
Ω

zρ(x,y,z)dv

∭
Ω
ρ(x,y,z)dv

3.转动惯量

对于空间物体,面密度为ρ(x,y,z),Ω是物体所占的空间区域,ρ(x,y,z)在Ω上连

续,则该物体对于x轴,y轴,z轴和原点O的转动惯量Ix,Iy ,Iz 和Io 分别为

Ix =∭
Ω

(y2+z2)ρ(x,y,z)dv

Iy =∭
Ω

(z2+x2)ρ(x,y,z)dv

Iz =∭
Ω

(x2+y2)ρ(x,y,z)dv

Io =∭
Ω

(x2+y2+z2)ρ(x,y,z)dv

4.引力

对于空间物体,面密度为ρ(x,y,z),Ω是物体所占的空间区域,ρ(x,y,z)在Ω上连

续,则该物体对点M0(x0,y0,z0)处的质量为m 的质点的引力 Fx,Fy,F{ }z 为

Fx =Gm∭
Ω

ρ(x,y,z)(x-x0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dv

Fy =Gm∭
Ω

ρ(x,y,z)(y-y0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dv

Fz =Gm∭
Ω

ρ(x,y,z)(z-z0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dv

14.2 典型例题分析

本讲题目主要是四个大的方面:第一,三重积分的概念中主要考精确定义法和对称性问

题.第二,计算主要考三种坐标系(直角坐标、柱面坐标、球面坐标)下的计算,其中请同学们

注意三重积分的交换积分次序,那比二重积分交换要复杂,是考试的难点.第三,应用是指

用三重积分计算一些几何量与物理量(包括空间区域的体积、空间物体的重心(质心)、形心、

对某轴的转动惯量、对某位置质点的引力等),当然,还有三重积分的估值定理的使用也是一

种出题角度.第四,是一些涉及三重积分计算的综合题.
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14.2.1 三重积分的精确定义法和对称性问题

【例14.1】计算lim
n→∞∑

n

i=1
∑
n

j=1
∑
n

k=1

8k
n+( )i n2+j( )2 nπ.

【分析与解答】本题考查三重积分的精确定义,是2010年出现在考研试卷上的新题型,

类比于定积分和二重积分,我们首先给出三重积分的精确定义:

∭
Ω

f(x,y,z)dv=lim
n→∞∑

n

i=1
∑
n

j=1
∑
n

k=1
fa+b-a

n i,c+d-c
n j,e+f-e

n
æ

è
ç

ö

ø
÷kb-a

n
d-c
n

f-e
n .

这里的Ω不是一般的空间有界闭区域,而是一个“长方体区域”.
于是,给出“凑三重积分定义”的步骤如下:

①先提出 1
n
·1

n
·1

n
;

②再凑出 i
n
,j
n

与k
n
;

③由于 i
n =0+1-0

n i,故 i
n

可以读作“0到1上的x”,

同理,j
n =0+1-0

n j,故 j
n

可以读作“0到1上的y”,

k
n =0+1-0

n k,故 k
n

可以读作“0到1上的z”,

且 1
n =1-0

n
,既可以读作“0到1上的dx”,也可以读作“0到1上的dy”,“0到1上的

dz”,于是,“凑定义”成功!

对于本题,

lim
n→∞∑

n

i=1
∑
n

j=1
∑
n

k=1

8k
n+( )i n2+j( )2 nπ= 8πlimn→∞∑

n

i=1
∑
n

j=1
∑
n

k=1

1

1+iæ

è
ç

ö

ø
÷

n 1+j2
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

k
n
1
n
1
n
1
n

= 8π∭
Ω

z
1+( )x 1+y( )2

dxdydz= 8π∫
1

0

1
1+( )x dx∫

1

0

1
1+y( )2

dy∫
1

0
zdz=ln2.

【例14.2】设Ω= x,y,( )z x2+y2+z2 ≤{ }1 ,求∭
Ω

z2dxdydz.

【分析与解答】由轮换对称性可知,∭
Ω

z2dxdydz=∭
Ω

x2dxdydz=∭
Ω

y2dxdydz

所以,∭
Ω

z2dxdydz= 13∭
Ω

x2+y2+z( )2 dxdydz= 13∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
r4sinφdr

        =2π3∫
π

0
sinφdφ∫

1

0
r4dr=4π15.
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14.2.2 三重积分在三种坐标系(直角坐标、柱面坐标、球面坐标)下的计算

【例14.3】将I=∫
1

-1
dx∫

1-x2

- 1-x2
dy∫

x2+y2

0
f(x,y,z)dz化为柱面坐标和球面坐标下的累次

积分.
【分析与解答】在三重积分的计算中,其积分区域Ω并不会太复杂,所以大家要能够画出

积分区域Ω,这里给出一个详细的思路.首先,Ω向xOy 面的投影区域是圆域D:-1≤

x≤1,- 1-x2 ≤y≤ 1-x2,或D:x2+y2≤1;而z由z=0到旋转抛物面z=x2+
y2,因此,Ω是由z=x2+y2,x2+y2 =1和z=0所围成(请自己画出该图形).于是可得,

在柱面坐标系中,I=∫
2π

0
dθ∫

1

0
rdr∫

r2

0
f(rcosθ,rsinθ,z)dz.

在球面坐标系中,I=∫
2π

0
dθ∫

π/2

π/4
sinφdφ∫

cscφ

cotφcscφ
f(rsinφcosθ,rsinφsinθ,rcosφ)r2dr.

【例14.4】记V = {(x,y,z)x2+y2+z2 ≤1},

设f(x,y,z)=

0, z> x2+y2

x2+y2, 0≤z≤ x2+y2

x2+y2+z2, z<

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

0

,求三重积分I=∭
V

f(x,y,z)dv.

【分析与解答】容易求得交线
z= x2+y2

z= 1-x2-y{ 2
在Oxy 平面上的投影区域为

Dxy ={(x,y,z)x2+y2≤12
,z=0},由题设f(x,y,z)的表达式知,应将I的积分区域V

分解为

V1 = {(x,y,z) x2+y2 <z≤ 1-x2-y2},

V2={(x,y,z)0≤z≤ x2+y2,x2+y2≤12
}∪{(x,y,z)0≤z≤ 1-x2-y2,

1
2 ≤x2+y2 ≤1},

V3 = {(x,y,z)- 1-x2-y2 ≤z<0,x2+y2 ≤1}.
在柱面坐标系中计算得

∭
V3

f(x,y,z)dv= ∬
x2+y2≤12

dxdy∫
x2+y2

0
x2+y2dz+ ∬

1
2≤x

2+y2≤1

dxdy∫
1-x2-y2

0
x2+y2dz

=∫
2π

0
dθ∫

1
2

0
rdr∫

r

0
rdz+∫

2π

0
dθ∫

1

1
2

rdr∫
1-r2

0
rdz

=2π∫
1
2

0
r3dr+2π∫

1

1
2

r2 1-r2dr=π
2

16+π8.
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其中,令r=sint,得

∫
1

1
2

r2 1-r2dr= 14∫
π
2

π
4

(sin2t)2dt= 18∫
π
2

π
4

(1-cos4t)dt=(18t-132sin4t
)

π
2

π
4
=π

2

16.

在球面坐标系中计算得

∭
V3

f(x,y,z)dv= ∬
x2+y2≤1

dxdy∫
0

- 1-x2-y2
x2+y2+z2dz

=∫
2π

0
dθ∫

π

π
2
dφ∫

1

0
ρρ2sinφdρ= π2.

  注意到f(x,y,z)在立体V1 内为零,则由三重积分的分块可加性得

I=∭
V

f(x,y,z)dv=∭
V1

f(x,y,z)dv+∭
V2

f(x,y,z)dv+∭
V3

f(x,y,z)dv=π
2

16+5π8 .

【例14.5】计算I=∭
Ω

z2dv,Ω为x2+y2+z2≤R2与x2+y2+z2≤2Rz的公共部分.

【分析与解答】由于被积函数不含x,y,使用截面法方便,z= R
2

为相交平面,

分Ω为上下两部分Ω1,Ω2.

Ω1:
x2+y2+z2 ≤R2

R
2 ≤z≤{ R

,   Ω2:
x2+y2+z2 ≤2Rz

0≤z≤R{
2

,

截面D1(z):x2+y2 ≤R2-z2,r= R2-z2,

截面D2(z):x2+y2 ≤2Rz-z2,r= 2Rz-z2,

I=∭
Ω1

z2dv+∭
Ω2

z2dv=∫
R

R
2
z2dz∬

D1(z)

dσ+∫
R
2

0
z2dz∬

D2(z)

dσ

=∫
R

R
2
z2π(R2-z2)dz+∫

R
2

0
z2π(2Rz-z2)dz= 59

480πR
5 .

【例14.6】计算三重积分∭
Ω

x2+y2+z2-1dv,其中Ω={(x,y,z)x2+y2+z2≤2}.

【分析与解答】将Ω分解成Ω1:x2+y2+z2≤1和Ω2:1≤x2+y2+z2≤2,使绝对值

中函数每个子区域内不变号,故

∭
Ω

x2+y2+z2-1dv

=∭
Ω1

(1-x2-y2-z2)dv+∭
Ω2

(x2+y2+z2-1)dv

=∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
(1-r2)r2sinφdr+∫

2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

2

1
(r2-1)r2sinφdr

= 8
15π+815

(2-1)π=8215π.
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【例14.7】设常数a,b,c,A,B,C 均为正,Ω= (x,y,z)x2
A2+y2

B2+z2
C2 ≤{ }1 ,计算

∭
Ω

x
a +y

b +zæ

è
ç

ö

ø
÷

c
2

dv.

【分析与解答】I=∭
Ω

x
a +y

b +zæ

è
ç

ö

ø
÷

c
2

dv=∭
Ω

x2
a2+y2

b2 +z2
c2 +2xyab+2yzbc+2zxæ

è
ç

ö

ø
÷

ca dv

=∭
Ω

x2
a2+y2

b2 +z2
c

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dv.

以计算∭
Ω

z2dv为例,将Ω投影到z轴得区间 [-C,C],并记

Dz = (x,y)x2
A2+y2

B2 ≤1-z2
C{ }2 ,

于是

∭
Ω

z2dv=∫
C

-C
z2dz∬

Dz

dxdy=∫
C

-C
z2πA 1-z2

C2B 1-z2
C2dz

=πAB∫
C

-C
1-z2

C
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 z2dz= 4
15πABC

3.

所以,∭
Ω

z2
c2dv= 4

15πAB
C3

c2 = 4
15πABC

C2
c

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

类似地可得∭
Ω

y2
b2dv

与∭
Ω

x2
a2dv

,所以I= 4
15πABC

A2

a2 +B2

b2 +C2
c

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

【例14.8】计算I=∫
1

0
dx∫

x

0
dy∫

y

0

sinz
(1-z)2dz.

【分析与解答】(1)有些同学画立体图形有困难,故还原成∭
Ω

sinz
(1-z)2dv

较麻烦;

(2)按照题目所给顺序需要先积z,但我们知道∫ sinz
(1-z)2dz

不可求积;

(3)只好交换积分顺序.
先交换y,z的积分次序(里面两层的积分次序),将I理解成由三重积分先对y,z作二

重积分,再对x作定积分得到,二重积分的积分区域为Dyz:0≤y≤x(x视为 [0,1]上的某

个常数),0≤z≤y,将Dyz 表示为Dyz:0≤z≤x,z≤y≤x,于是

I=∫
1

0
dx∫

x

0
dz∫

x

z

sinz
(1-z)2dy=∫

1

0
dx∫

x

0

sinz
(1-z)2

(x-z)dz.

要计算这个二重积分,仍需要交换积分次序,换序后得

I=∫
1

0
dz∫

1

z

sinz
(1-z)2

(x-z)dx=∫
1

0

sinz
(1-z)2

1
2
(x-z)[ ]2

x=1

x=z
dz

= 12∫
1

0
sinzdz= 12

(1-cos1).

—532—



    考研数学高等数学18讲
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】同理,请计算I=∫
1

0
dx∫

1-x

0
dy∫

1

x+y

sinz
z dz.

提示:交换积分顺序

I=
①

∫
1

0
dx∫

1

x
dz∫

z-x

0

sinz
z dy=

②

∫
1

0
dz∫

z

0
dx∫

z-x

0

sinz
z dy

=∫
1

0

sinz
z
· -12

(z-x)[ ]2 z
x=0dz= 12∫

1

0
zsinzdz= 12

(sin1-cos1).

其中:①处是交换y,z的次序,x当做常数;②处是交换x,z的次序.

14.2.3 三重积分的应用

首先先把三重积分的估值定理解决.这种问题表面上是三重积分的计算题,实质上是

多元函数在闭区域上的最值问题,其理论依据是三重积分的估值定理.

【例14.9】设Ω为单位球域x2+y2+z2≤1,证明 3
2π<∭

Ω

3
x+2y-2z+5dv<3π.

【分析与解答】本题等价于求 3
x+2y-2z+5 在 Ω 上的最值,也就是等价于求

f x,y,( )z =x+2y-2z+5在Ω上的最值.

首先发现,∂f
∂x=1≠0,∂f∂y=2≠0,∂f∂z=-2≠0,故f x,y,( )z 在Ω内无驻点.

于是f x,y,( )z 在Ω上的最值一定在Ω的边界上取得.
问题转化为求f x,y,( )z 在条件x2+y2+z2-1=0下的最值.
令F x,y,z,( )λ =x+2y-2z+5+λx2+y2+z2-( )1 ,则

∂F
∂x =1+2λx =0,

∂F
∂y =2+2λy =0,

∂F
∂z =-2+2λz=0,

∂F
∂λ =x2+y2+z2-1=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï ,

解该方程组,由前三个式子,得y=2x, z=-2x.

代入第四个式子 ⇒ 驻点为 P1
1
3
,2
3
,-æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3
,P2 -13

,-23
,æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3
,则f P( )1 =8,

f P( )2 =2.
⇒f x,y,( )z 在Ω上的最大值为f P( )1 =8, 最小值为f P( )2 =2.

由于 3
f 与f 有相同的最值点 ⇒

3
f 的最大值为3

8=2,最小值为3
2.

于是,3π
2 <

3
2·4π3 =∭

Ω

3
2dv<∭

Ω

3
fdv<∭

Ω

2dv=2·4π3 <3π.

下面看几个求解几何量和物理量的例子,都很重要.
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【例14.10】设球体x2+y2+z2≤2az(a>0)中任一点的密度与该点到坐标原点的距离

成正比,求此球体的重心.
【分析与解答】由于所给球体的质量分布关于z轴对称,故其重心位于z轴上,而密度是

ρ=k x2+y2+z2 ,
其中k是比例常数,因此可得

xG =yG =0,

zG =
∭
Ω

kz x2+y2+z2dxdydz

∭
Ω

k x2+y2+z2dxdydz
.

采用球坐标计算这两个三重积分,将变换式

x=rsinθcosφ,y=rsinθsinφ,z=rcosθ,
代入球体方程,得

0≤r≤2acosθ,
并且φ,θ的变化范围是

0≤φ≤2π,,0≤θ≤ π2 .

于是可得

∭
Ω

k x2+y2+z2dxdydz=∫
2π

0
dφ∫

π
2

0
dθ∫

2acosθ

0
kr·r2sinθdr

=8kπa4∫
π
2

0
cos4θsinθdθ

= 85kπa
4 .

∭
Ω

kz x2+y2+z2dxdydz=∫
2π

0
dφ∫

π
2

0
dθ∫

2acosθ

0
kr2cosθ·r2sinθdr

=645kπa
5∫

π
2

0
cos6θsinθdθ

=6435kπa
5 .

故所给球体的重心坐标为

xG =yG =0,zG =

64
35kπa

5

8
5kπa

4
= 87a.

【例14.11】设半球体Ω1 :0≤z≤ 1-x2-y2 ,密度为1,现在其底面接上一个同质

柱体Ω2 :-h≤z<0,x2+y2≤1(h>0),试确定h,使整个物体Ω=Ω1+Ω2 的质心恰

好在半球的球心处.
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【分析与解答】设整个物体Ω的质心为 x,y,( )z ,由对称性得x=0,y=0,而z=

∭
Ω
ρzdv

∭
Ω
ρdv

,根据题设要求,要求z=0,即∭
Ω
ρzdv=∭

Ω

zdv=0即可.

∭
Ω

zdv=∫
0

-h
dz∬

x2+y2≤1

zdxdy+∫
1

0
dz ∬

x2+y2≤1-z2

zdxdy

=∫
0

-h
zdz∬

x2+y2≤1

1dxdy+∫
1

0
zdz ∬

x2+y2≤1-z2

1·dxdy=π∫
0

-h
zdz+π∫

1

0
z1-z( )2 dz

=-π2h
2+π 12-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 =-π2h

2+14π
,

由∭
Ω

zdv=0,得h= 2
2 .于是,当h= 2

2
时,整个物体的质心恰好在半球的球心处.

【例14.12】求底半径为R,高为l,密度为ρ的均匀圆柱体对其轴线的转动惯量.
【分析与解答】取底心为原点,轴线为z轴,于是所给柱体由圆柱面x2+y2=R2 及平面

z=0,z=l围成,故它对z轴的转动惯量为

Iz =∭
Ω
ρ(x2+y2)dxdydz=ρ∫

2π

0
dφ∫

R

0
r3dθ∫

l

0
dz= π2ρlR

4 .

14.2.4 涉及三重积分的综合题

【例14.13】设f(x)在 [0,1]上连续,试证:

∫
1

0
dx∫

x

0
dy∫

y

0
f(x)f(y)f(z)dz= 1

3!∫
1

0
f(t)d( )t

3

.

【分析与解答】因为f(x)在 [0,1]上连续,所以在 [0,1]上存在原函数.
设F′(t)=f(t)(t∈ [0,1]),则

∫
1

0
dx∫

x

0
dy∫

y

0
f(x)f(y)f(z)dz=∫

1

0
f(x)dx∫

x

0
f(y)[F(y)-F(0)]dy

=∫
1

0
f(x)dx∫

x

0
(F(y)-F(0))d(F(y)-F(0))

=∫
1

0
f(x)

(F(y)-F(0))2
2

y=x
y=0dx

= 12∫
1

0
f(x)(F(x)-F(0))2dx

= 12∫
1

0
(F(x)-F(0))2d(F(x)-F(0))

= 1
3!
(F(x)-F(0))3 x=1

x=0= 1
3!
(F(1)-F(0))3

= 1
3!∫

1

0
f(t)d( )t

3

.
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第15讲 第一型曲线积分(仅数学一)

导  语

本讲主要内容是第一型曲线积分的概念、性质、计算与应用,仅是数学一的要求,是数学

一的考试难点.考题主要以小题(4分)为主,重点在于计算和应用.

大纲要求

1.第一型曲线积分的概念与性质.
2.第一型曲线积分的计算.
3.用第一型曲线积分求一些几何量与物理量(求平面或者空间曲线的弧长、重心(质

心)、形心、转动惯量和引力等).

知识体系

第一型曲线积分

概念

性质

普通对称性与轮换对称性

计算

基础性方法:化为定积分

技术性方法

边界方程代入被积函数

对称性的使用

ì

î

í

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 形心公式的逆用

应用

曲线弧长

曲线重心(质心)、形心

曲线绕某轴或点的转动惯量

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

曲线对某轴或点的引力

15.1 考试内容分析

15.1.1 第一型曲线积分的概念、性质与对称性

1.第一型曲线积分的概念

设数量函数f(x,y,z)定义在空间光滑曲线Γ上,则f(x,y,z)沿曲线Γ的第一型曲线

积分为
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∫Γ
f(x,y,z)ds=lim

λ→0∑
n

i=1
f(ξi,ηi,ζi)Δli.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)将Γ无限分割的Δli>0,λ=maxΔl{ }i ,强调该极限与对曲线Γ的分割

方式无关.
(2)其物理背景是以f(x,y,z)为线密度的空间物质曲线的质量:

M =∫Γ
f(x,y,z)ds.

(3)定积分定义在“直线段”上,而第一型曲线积分是定义在“曲线段”上,第一型曲

线积分是定积分的推广,这样就不难理解为什么后面要把第一型曲线积分化为定积分

计算了.
(4)了解两个可积条件即可:设空间曲线Γ是分段光滑曲线,当f(x,y,z)在Γ上

连续,或者当f(x,y,z)在Γ上有界,且在Γ上除了有限个点外都是连续的,则它在Γ
上的第一型曲线积分存在.在考研数学中,一般总假设f(x,y,z)在Γ上连续,也就是第

一型曲线积分总是存在的.

2.第一型曲线积分的性质(以下总假设Γ为空间有限长分段光滑曲线)

性质1求空间曲线的长度(弧长) ∫Γ
ds=lΓ  其中lΓ 为Γ的长度.

性质2可积函数必有界 当f(x,y,z)在Γ上可积时,则其在Γ上必有界.
性质3积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∫Γ
[k1f(x,y,z)+k2g(x,y,z)]ds=k1∫Γ

f(x,y,z)ds+k2∫Γ
g(x,y,z)ds.

性质4积分的可加性 当f(x,y,z)在Γ上可积时,Γ1 ∪Γ2 =Γ,Γ1 ∩Γ2 = ∅ ,则

∫Γ1+Γ2
f(x,y,z)ds=∫Γ1

f(x,y,z)ds+∫Γ2
f(x,y,z)ds.

性质5积分的保号性 当f(x,y,z),g(x,y,z)在Γ上可积且在Γ上f(x,y,z)≤
g(x,y,z),则有

∫Γ
f(x,y,z)ds≤∫Γ

g(x,y,z)ds.

特殊地有

∫Γ
f(x,y,z)ds ≤∫Γ

f(x,y,z)ds.

性质6估值定理 设M,m 分别是f(x,y,z)在Γ上的最大值和最小值,lΓ 为Γ的长

度,则有

mlΓ ≤∫Γ
f(x,y,z)ds≤MlΓ .

性质7中值定理 设f(x,y,z)在Γ上连续,lΓ 为Γ的长度,则在Γ上至少存在一点

(ξ,η,ζ)使得
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∫Γ
f(x,y,z)ds=f(ξ,η,ζ)lΓ .

3.普通对称性与轮换对称性

(1)普通对称性

假设Γ关于yOz面对称,则

∫Γ
f(x,y,z)ds=

2∫Γ1
f(x,y,z)ds,f(x,y,z)=f(-x,y,z)

0,f(x,y,z)=-f(-x,y,z

ì

î

í

ïï

ïï )
.

其中Γ1 是Ω在yOz面前面的部分.
关于其他坐标面对称的情况以及平面的情况都与此类似.
(2)轮换对称性

若把x与y 对调后,Γ不变,则

∫Γ
f(x,y,z)ds=∫Γ

f(y,x,z)ds,

这就是轮换对称性.

15.1.2 第一型曲线积分的计算

1.基础性计算方法———化为定积分

(1)对于平面情况

①若平面曲线L由参数式
x=x(t)

y=y(t{ )
(α≤t≤β)给出,则

ds= [x′(t)]2+[y′(t)]2dt,

且      ∫L
f(x,y)ds=∫

β

α
f(x(t),y(t)) x′(t[ ])2+ y′(t[ ])2dt.

②若平面曲线L由
y=y(x)

x={ x
a≤x≤( )b 给出,则ds= 1+ y′(x)[ ]2 dx,

且       ∫L
f(x,y)ds=∫

b

a
f(x,y(x)) 1+ y′(x)[ ]2 dx.

③若平面曲线L由L:r=r( )θ α≤θ≤( )β 给出,则ds= r(θ[ ])2+ r′(θ[ ])2dθ,

且 ∫L
f(x,y)ds=∫

b

a
f(r(θ)cosθ,r(θ)sinθ) r(θ[ ])2+ r′(θ[ ])2dθ.

(2)对于空间情况,

若空间曲线Γ由参数式

x=x(t)

y=y(t)

z=z(t

ì

î

í

ï
ï

ïï )
,(α≤t≤β)给出,则

ds= [x′(t)]2+[y′(t)]2+[z′(t)]2dt,
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且

∫Γ
f(x,y,z)ds=∫

β

α
f(x(t),y(t),z(t)) [x′(t)]2+[y′(t)]2+[z′(t)]2dt.

2.技术性计算方法

(1)边界方程带入被积函数(由于被积函数就定义在边界方程上,故应将边界方程的表

达式带入到被积函数中,从而简化计算,这一点要切记).
(2)对称性(包括普通对称性和轮换对称性).

(3)形心公式的逆用(由x=
∫
Γ

xds

∫
Γ

ds
⇒∫
Γ

xds=x·lΓ ,其中lΓ 为Γ的长度).

15.1.3 第一型曲线积分的应用

1.弧长

(1)若平面光滑曲线L由参数式
x=x(t)

y=y(t{ )
(α≤t≤β)给出,则

L=∫
β

α
x′(t[ ])2+ y′(t[ ])2dt.

(2)若平面光滑曲线L由
y=y(x)

x={ x
a≤x≤( )b 给出,则L=∫

b

a
1+ y′(x)[ ]2 dx.

(3)若平面光滑曲线L由L:r=r( )θ α≤θ≤( )β 给出,则

L=∫
b

a
r(θ[ ])2+ r′(θ[ ])2dθ.

(4)若空间光滑曲线Γ由参数式

x=x(t)

y=y(t)

z=z(t

ì

î

í

ï
ï

ïï )
,(α≤t≤β)给出,则

L=∫
β

α
[x′(t)]2+[y′(t)]2+[z′(t)]2dt.

2.重心(质心)与形心

对于光滑曲线L,线密度ρ(x,y,z)连续,则计算重心x,y,z的公式为

x=∫L
xρ(x,y,z)ds

∫L
ρ(x,y,z)ds

,y=∫L
yρ(x,y,z)ds

∫L
ρ(x,y,z)ds

,z=∫L
zρ(x,y,z)ds

∫L
ρ(x,y,z)ds

.

3.转动惯量

对于光滑曲线L,线密度ρ(x,y,z)连续,则该曲线对于x轴,y轴,z轴和原点O 的转
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动惯量Ix,Iy ,Iz 和Io 分别为

Ix =∫L
(y2+z2)ρ(x,y,z)ds

Iy =∫L
(z2+x2)ρ(x,y,z)ds

Iz =∫L
(x2+y2)ρ(x,y,z)ds

Io =∫L
(x2+y2+z2)ρ(x,y,z)ds

4.引力

对于光滑曲线L,线密度ρ(x,y,z)连续,则该曲线对点 M0(x0,y0,z0)处的质量为m
的质点的引力 Fx,Fy,F{ }z 为

Fx =Gm∫L

ρ(x,y,z)(x-x0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
ds

Fy =Gm∫L

ρ(x,y,z)(y-y0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
ds

Fz =Gm∫L

ρ(x,y,z)(z-z0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
ds

其中,G 为引力常数.

15.2 典型例题分析

本讲的题目主要分为两个大类:第一,第一型曲线积分的计算,这个内容主要涉及如下

四个要点:(1)边界方程 →
代入

被积函数;(2)对称性;(3)形心公式的逆用;(4)用基本方法化

成定积分然后计算.以及以上四个要点的综合题.第二,第一型曲线积分的应用,这个内容

主要包括:求平面或者空间曲线的弧长、重心(质心)、形心、转动惯量和引力等.

15.2.1 第一型曲线积分的计算

先看两个基本计算题.

【例15.1】已知曲线L:y=x2 (0≤x≤ 2),则∫L
xds=     .

【分析与解答】∫L
xds=∫

2

0
x 1+(2x)2dx= 18∫

2

0
1+4x2d(1+4x2)

= 1
12
(1+4x2)

3
2

2

0
=136 .

【例15.2】计算∫Γ
(x2+y2+z2)ds,其中Γ:

x2+y2 =a2

z={ 1
 (a>0).
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【分析与解答】先写出参数式,Γ:
x=acost

y=asint
z=

ì

î

í

ï
ï

ïï 1

,0≤t≤2π,于是,

ds= [x′(t)]2+[y′(t)]2+[z′(t)]2dt= a2(sin2t+cos2t)dt=adt

故∫Γ
(x2+y2+z2)ds=∫

2π

0
(a2+1)adt=2πa(a2+1).

下面是两道具有技术性的综合题.

【例15.3】设圆周C:x2+y2 =1,计算I=∮C
x+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

+ y
2+æ

è
ç

ö

ø
÷1[ ]
2

ds.

【分析与解答】I=∮C
x2+y2

4+æ

è
ç

ö

ø
÷

5
4 +(x+y[ ])ds

=∮C
(x2+y2

4+54
)ds+∮C

(x+y)ds.

因C关于x轴与y 轴均分别对称,故∮C
yds=0,∮C

xds=0,于是∮C
(x+y)ds=0.

又由轮换对称性,∮C
x2ds= 12∮C

(x2+y2)ds= 12∮C
ds= 12×2π×1=π.

故I=∮C
(x
2

4+y2
4
)+3x

2

4 +[ ]54 ds=14∮C
(x2+y2)ds+34×12∮C

(x2+y2)ds+54∮C
ds

= 14∮C
1ds+34π+54×2π= 14×2π+34π+52π=154π.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】大家可以自己试做,此题若采用参数法直接计算会比较麻烦,在考研数学里,

第一型曲线积分的计算着重考查其技术性计算法.

【例15.4】计算I=∮Γ
(x+2)2+(y-3)[ ]2 ds,其中Γ:

x2+y2+z2 =a2

x+y+z={ 0
,(a>0).

【分析与解答】将被积函数展开,得

I=∮Γ
(x2+y2+4x-6y+13)ds.

下面分为三个部分来计算,I=∮Γ
(x2+y2)ds+∮Γ

(4x-6y)ds+∮Γ
13ds.

(1)计算∮Γ
(x2+y2)ds.

曲线Γ为平面x+y+z=0在球面x2+y2+z2=a2 上所截的大圆,半径为a,故其周

长为2πa;由轮换对称性,有∮Γ
x2ds=∮Γ

y2ds=∮Γ
z2ds,则

∮Γ
(x2+y2)ds= 23∮Γ

(x2+y2+z2)ds= 23a
2·2πa= 43πa

3 .
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(2)计算∮Γ
(4x-6y)ds.

有两种路子可以解决这个积分.
① 由于Γ的圆心在原点,所以x=y=0,用形心公式得

∮Γ
(4x-6y)ds=4·x·l-6y·l=0.

② 用对称性也能解决问题:由于∮Γ
xds=∮Γ

yds=∮Γ
zds,则

∮Γ
xds= 13∮Γ

(x+y+z)ds=0,故∮Γ
(4x-6y)ds=0.

(3)计算∮Γ
13ds.

这个积分很基本了,∮Γ
13ds=13∮Γ

ds=13·2πa,

故I= 43πa
3+0+13·2πa= 43πa

3+26πa.
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췍
췍
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  【注】(1)若将曲线改为Γ1:
x2+y2+z2 =a2

x+y+z={ a
,(a>0),则Γ1 为平面x+y+z=

a在球面x2+y2+z2 =a2 上所截的小圆,求小圆的半径成为关键.
① 球心 (0,0,0)到平面x+y+z=a的距离

d= a
3
,(d= Ax0+By0+Cz0+D

A2+B2+C2
)

则Γ1 的半径为r= a2-d2 = 6
3a

,故周长为2π· 63a=263 πa
,于是

∮Γ1

(x2+y2)ds= 23∮Γ1

(x2+y2+z2)ds= 23a
2·26

3 πa.

② 用对称性,由于∮Γ1
xds=∮Γ1

yds=∮Γ1
zds,且∮Γ1

(x+y+z)ds=a·263 πa
,

则

∮Γ1

(4x-6y)ds=4∮Γ1
xds-6∮Γ1

yds=-2∮Γ1
xds=-2·13

·a·263 πa.

③∮Γ1
13ds=13·263 πa.

(2)若将曲线改为Γ2:
x2+y2+z2 =a2

x+y={ 0
,(a>0),则曲线Γ2为平面x+y=0在

球面x2+y2+z2 =a2 上所截的大圆,半径为a,故其周长为2πa;
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췍췍

  ① 用形心公式可得出∮Γ2
(4x-6y)ds=4·x·l-6y·l=0.

② 由对称性可知∮Γ2

(x2+y2)ds=2∮Γ2
x2ds,写出参数方程

x= a
2
cosθ

y=- a
2
cosθ

z=asin

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

θ

则ds= (x′)2+(y′)2+(z′)2dθ=adθ⇒∮Γ2
x2ds= 1

2a
3π,∮Γ2

(x2+y2)ds=

a3π.

③∮Γ2
13ds=13·2πa=26πa.

15.2.2 第一型曲线积分的应用

第一型曲线积分的应用在考研中最重要的是考求曲线弧长,请加强训练,其他应用无非

是套公式,并不困难.

【例15.5】计算曲线段y=ln(1-x2)(0≤x≤ 12
)的长度.

【分析与解答】s=∫
1
2

0
1+y′2dx=∫

1
2

0
1+(-2x1-x2

)
2

dx=∫
1
2

0

1+x2
1-x2dx

=∫
1
2

0
(-1+ 2

1-x2
)dx=-12+ln1+x

1-x

1
2

0
=-12+ln3.

【例15.6】求曲线段
x=arctant

y= 12ln
(1+t2) (0≤t≤1{ )

的弧长.

【分析与解答】s=∫
1

0
(x′(t))2+(y′(t))2dt=∫

1

0
( 1
1+t2

)
2

+( 2t
2(1+t2)

)
2

dt

=∫
1

0

dt
1+t2

t=tan
—————

u∫
π
4

0
secudu=ln secu+tanu

π
40

=ln 2+1 -ln1+0 =ln(1+ 2).

【例15.7】设常数a>0,求心脏线r=a(1+cosθ)的全长以及它所围平面图形的面积.
【分析与解答】当-π≤θ≤π时可得到整条心脏线,故其全长

s=∫
π

-π
ds=∫

π

-π
r2(θ)+r′2(θ)dθ=∫

π

-π
a2(1+cosθ)2+a2sin2θdθ

=∫
π

-π
2a 1+cosθdθ=∫

π

-π
2acosθ

2 dθ
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=4a∫
π

0
cosθ

2dθ=8a∫
π
2

0
costdt=8a.

它所围平面图形的面积

s= 12∫
π

-π
r2(θ)dθ=a2

2∫
π

-π
(1+cosθ)2dθ=a2∫

π

0
(1+2cosθ+cos2θ)dθ

=a2∫
π

0
(1+cos2θ)dθ=a2(π+π2

)= 32πa
2.

【例15.8】设某曲线L的线密度μ=x2+y2+z2 ,其方程为

x=etcost,y=etsint,z= 2et,-∞ <t≤0
(1)求曲线L的弧长l;
(2)求曲线L对Oz轴的转动惯量J;
(3)求曲线L对位于原点处质量为m 的质点的引力(k为引力常数).

【分析与解答】曲线的弧微分ds= (dx
dt
)
2

+(dydt
)
2

+(dzdt
)
2

dt=2etdt,于是

(1)曲线L的弧长l=∫
L

ds=∫
0

-∞
2etdt=2.

(2)在曲线L上,有x2+y2 =e2t,x2+y2+z2 =3e2t,则曲线L对Oz轴的转动惯量

J=∫
L
μ(x2+y2)ds=∫

L

(x2+y2+z2)(x2+y2)ds=∫
0

-∞
3e2te2t2etdt= 65 .

(3)设曲线L对位于原点处质量为m 的质点的引力为F =Fxi+Fyj+Fzk,则有

Fx =∫
L

kmμ
x2+y2+z2

x
x2+y2+z2

ds=km∫
L

x
x2+y2+z2

ds=2km
3∫

0

-∞
etcostdt=km

3
,

Fy =∫
L

kmμ
x2+y2+z2

y
x2+y2+z2

ds=km∫
L

y
x2+y2+z2

ds=2km
3∫

0

-∞
etsintdt= -km

3
,

Fz =∫
L

kmμ
x2+y2+z2

z
x2+y2+z2

ds=km∫
L

z
x2+y2+z2

ds=22km
3∫

0

-∞
etdt=

22km
3

.

故所求的引力为

F=km
3
(i-j+22k).
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第16讲 第一型曲面积分(仅数学一)

导  语

本讲主要内容是第一型曲面积分的概念、计算与应用,仅是数学一的要求,也是数学一

的考试绝对的重点和难点.考题有大题(10分)也有小题(4分),出大题的频率比较高,请各

位数学一的考生重视.

大纲要求

1.第一型曲面积分的概念与性质.
2.第一型曲面积分的计算.
3.用第一型曲面积分求一些几何量与物理量(求光滑曲面的面积、重心(质心)、形心、转

动惯量和引力等).

知识体系

第一型曲面积分

概念

性质

普通对称性与轮换对称性

计算

基础性方法:化为二重积分

技术性方法

边界方程代入被积函数

对称性的使用
ì

î

í

ïï

ïï

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 形心公式的逆用

应用

曲面面积

曲面重心(质心)、形心

曲面绕某轴或点的转动惯量

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

曲面对某轴或点的引力

16.1 考试内容分析

16.1.1 第一型曲面积分的概念、性质与对称性

1.第一型曲面积分的概念

设数量函数f(x,y,z)定义在空间有界光滑曲面Σ上,则f(x,y,z)沿曲面Σ的第一型
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曲面积分为

∬
Σ

f(x,y,z)dS=lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi,ηi,ζi)ΔSi.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)将Σ无限分割的ΔSi>0,λ为所有ΔSi的直径的最大值,强调该极限与对

曲面Σ的分割方式无关.
(2)其物理背景是以f(x,y,z)为面密度的空间物质曲面的质量.

M =∬
Σ

f(x,y,z)dS.

(3)二重积分定义在“二维平面”上,第一型曲面积分定义在“空间曲面”上,第一型

曲面积分是二重积分的推广,这样就不难理解为什么后面要把第一型曲面积分化为二

重积分计算了.
(4)了解两个可积条件即可:设空间曲面Σ是分段光滑曲面,当f(x,y,z)在Σ上

连续,或者当f(x,y,z)在Σ上有界,且在Σ上除了有限个点和有限条光滑曲线外都是

连续的,则它在Σ上的第一型曲面积分存在.在考研数学中,一般总假设f(x,y,z)在Σ
上连续,也就是第一型曲面积分总是存在的.

2.第一型曲面积分的性质(以下总假设Σ为空间有限分片光滑曲面)

性质1求空间曲面的面积 ∬
Σ

dS=S 其中S为Σ的面积.

性质2可积函数必有界 当f(x,y,z)在Σ上可积时,则其在Σ上必有界.
性质3积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∬
Σ

[k1f(x,y,z)+k2g(x,y,z)]dS=k1∬
Σ

f(x,y,z)dS+k2∬
Σ

g(x,y,z)dS.

性质4积分的可加性 当f(x,y,z)在Σ上可积时,Σ1 ∪Σ2 =Σ,Σ1 ∩Σ2 = ∅ ,则

∬
Σ1+Σ2

f(x,y,z)dS=∬
Σ1

f(x,y,z)dS+∬
Σ2

f(x,y,z)dS.

性质5积分的保号性 当f(x,y,z),g(x,y,z)在Σ上可积且在Σ上f(x,y,z)≤
g(x,y,z),则有

∬
Σ

f(x,y,z)dS≤∬
Σ

g(x,y,z)dS.

特殊地有

∬
Σ

f(x,y,z)dS ≤∬
Σ

f(x,y,z)dS.

性质6估值定理 设 M,m 分别是f(x,y,z)在Σ上的最大值和最小值,S 为Σ的面

积,则有

mS≤∬
Σ

f(x,y,z)dS≤MS.
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性质7中值定理 设f(x,y,z)在Σ上连续,S 为Σ的面积,则在Σ上至少存在一点

(ξ,η,ζ),使得

∬
Σ

f(x,y,z)dS=f(ξ,η,ζ)S.

3.普通对称性与轮换对称性

(1)普通对称性

假设Σ关于yOz面对称,则

∬
Σ

f(x,y,z)dS=
2∬
Σ1

f(x,y,z)dS,f(x,y,z)=f(-x,y,z)

0,f(x,y,z)=-f(-x,y,z

ì

î

í

ï
ï

ïï )

,

其中Σ1 是Ω在yOz面前面的部分.
关于其他坐标面对称的情况与此类似.
(2)轮换对称性

若把x与y 对调后,Σ不变,则

∬
Σ

f(x,y,z)dS=∬
Σ

f(y,x,z)dS,

这就是轮换对称性.

16.1.2 第一型曲面积分的计算

1.基础性计算方法———化为二重积分

(1)将Σ投影到某一平面(比如xOy 面)上 ⇒ 投影区域D(比如Dxy).
(2)将z=z(x,y)或者F(x,y,z)=0代入f(x,y,z).

(3)计算z′x,z′y⇒dS= 1+(z′x)2+(z′y)2dxdy,

这就把第一型曲面积分化为了二重积分(如化成关于x,y的二重积分),得到

∬
Σ

f(x,y,z)dS=∬
Dxy

f(x,y,z(x,y)) 1+z′x
2+z′y

2dxdy,

化成关于其他变量的二重积分与此类似.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】无论将Σ投影到哪个平面,Σ上的任何两点的投影点不能重合,换言之,假如

要将Σ投向xOy面,则z=z(x,y)必须是单值函数! 忘记了这一点,就可能算错结果.
如果将Σ投向某一平面,但是曲面投影后有重合点,则

(1)要么将Σ转投向另一个平面,使得曲面投影后无重合点;
(2)要么将Σ分成若干曲面Σ1,Σ2,Σ3… ,使得这些曲面投影后无重合点.
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2.技术性计算方法

主要考以下三种:

(1)边界方程带入被积函数(由于被积函数定义在边界方程上,故应将边界方程的表达

式带入被积函数,从而简化计算,这一点要切记).
(2)对称性(包括普通对称性和轮换对称性,见16.1.1的3).

(3)形心公式的逆用(由x=
∬
Σ

xdS

∬
Σ

dS
⇒∬

Σ

xdS=x·S,其中S为Σ的面积).

16.1.3 第一型曲面积分的应用

1.曲面面积 
对于光滑曲面薄片Σ,若其Σ由单值函数z=z(x,y)给出,D 为曲面Σ在xoy面上的

投影区域,则其面积

A =∬
Dxy

1+z′2x +z′2ydxdy.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】同理,在同样保证单值函数的情况下,可向另外两个坐标面投影,得,

A =∬
Dyz

1+x′2y +x′2zdydz,其中Σ:x=x(y,z),

A =∬
Dzx

1+y′2x +y′2zdzdx,其中Σ:y=y(x,z).

其中Dyz是曲面在yOz面上的投影区域,Dzx是曲面在zox 面上的投影区域.
事实上,曲面面积的计算,就是第一型曲面积分的被积函数是1时用投影法所得出

的积分.

2.重心(质心)与形心

对于光滑曲面薄片Σ,面密度ρ(x,y,z)连续,则计算重心x,y,z的公式为

x=
∬
Σ

xρ(x,y,z)dS

∬
Σ
ρ(x,y,z)dS

,y=
∬
Σ

yρ(x,y,z)dS

∬
Σ
ρ(x,y,z)dS

,z=
∬
Σ

zρ(x,y,z)dS

∬
Σ
ρ(x,y,z)dS

.

3.转动惯量

对于光滑曲面薄片Σ,面密度ρ(x,y,z)连续,则该曲面对于x轴,y轴,z轴和原点O
的转动惯量Ix,Iy ,Iz 和IO 分别为
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Ix =∬
Σ

(y2+z2)ρ(x,y,z)dS,

Iy =∬
Σ

(z2+x2)ρ(x,y,z)dS,

Iz =∬
Σ

(x2+y2)ρ(x,y,z)dS,

Io =∬
Σ

(x2+y2+z2)ρ(x,y,z)dS.

4.引力

对于光滑曲面薄片Σ,面密度ρ(x,y,z)连续,则该曲面对点M0(x0,y0,z0)处的质量为

m 的质点的引力 Fx,Fy,F{ }z 为

Fx =Gm∬
Σ

ρ(x,y,z)(x-x0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dS,

Fy =Gm∬
Σ

ρ(x,y,z)(y-y0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dS,

Fz =Gm∬
Σ

ρ(x,y,z)(z-z0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dS,

其中,G 为引力常数.

16.2 典型例题分析

本讲的题目主要分为两个大类:第一,第一型曲面积分的计算,这个内容主要涉及如下

四个要点:(1)边界方程 →
代入

被积函数;(2)对称性;(3)形心公式的逆用;(4)用基本方法化

成二重积分然后计算,以及以上四个要点的综合题.第二,第一型曲面积分的应用,这个内

容主要包括:求光滑曲面的面积、重心(质心)、形心、转动惯量和引力等.

16.2.1 第一型曲面积分的计算

【例16.1】设积分曲面Σ为球面x2+y2+z2 =a2,计算∬
Σ

z2dS.

【分析与解答】解法一:考虑用普通对称性进行化简后再计算.Σ关于坐标平面xOy 对

称,z2关于z为偶函数,故∬
Σ

z2dS=2∬
Σ1

z2dS,其中Σ1为上半球面z= a2-x2-y2.因而

∂z
∂x=- x

a2-x2-y2
,∂z
∂y=- y

a2-x2-y2
,

dS= 1+z′2x +z′2ydxdy= a
a2-x2-y2

dxdy.
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又Σ1 在坐标平面xOy 上的投影域为Dxy = {(x,y)x2+y2 ≤a2},故

∬
Σ

z2dS=2∬
Σ1

z2dS=2∬
Dxy

(a2-x2-y2) a
a2-x2-y2

dxdy

=2a∬
Dxy

a2-x2-y2dxdy=2a∫
2π

0
dθ∫

a

0
r a2-r2dr= 43πa

4.

解法二:考虑用轮换对称性进行化简后再计算.由轮换对称性知∬
Σ

z2dS =∬
Σ

x2dS =

∬
Σ

y2dS,故

∬
Σ

z2dS= 13∬
Σ

(x2+y2+z2)dS=a2
3∬

Σ

dS.

设Σ1 为上半球面z= a2-x2-y2,则∬
Σ

dS=2∬
Σ1

dS.于是

∬
Σ1

dS=∬
Dxy

a
a2-x2-y2

dxdy=a∫
2π

0
dθ∫

a

0

1
a2-r2

rdr=-2πa12∫
a

0

d(a2-r2)
a2-r2

=-πa∫
a

0
2d a2-r2 =-2πa a2-r2 a

0=2πa2,

故∬
Σ

z2dS= 23a
2∬
Σ1

dS=2a
2

3
·2πa2 = 43πa

4.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】在多元积分学中考查对称性是重中之重.作为总结与训练,请考生做如下结

论的复习:

(1)设曲面S为球面x2+y2+z2 =R2 ,R>0,则有

∯
S

x2dS=∯
S

y2dS=∯
S

z2dS= 13∬
S

(x2+y2+z2)dS= 13R
3∬

S

dS= 43πR
4

∯
S

xdS=∯
S

ydS=∯
S

zdS=0;∯
S

xydS=∯
S

yzdS=∯
S

zxdS=0,...

这是因为曲面S关于三坐标平面都对称,而被积函数x2 ,y2 ,z2 分别关于变量

x,y,z是偶函数,被积函数x,y,z分别关于变量x,y,z为奇函数,由此也可得

∯
S

(αx2+βy2+γz2)dS= (α+β+γ)∯
S

x2dS= (α+β+γ)13∯
S

(x2+y2+z2)dS

=R2

3
(α+β+γ)∯

S

dS= 43πR
4(α+β+γ).

(2)若记S1 = (x,y,z)x2+y2+z2 =R2,x≥0,y≥0,z≥{ }0 ,则有
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

∬
S1

xdS=∬
S1

ydS=∬
S1

zdS=∬
D1

R2-x2-y2 1+(∂z∂x
)
2

+(∂z∂y
)
2

dxdy

=R∬
D1

dxdy= 14πR
3.

∬
S1

(αx+βy+γz)dS= (α+β+γ)∬
S1

zdS= (α+β+γ)∬
D1

Rdxdy

= 14πR
3(α+β+γ),

  其中,α,β,γ为常数,D1 为S1 在Oxy 平面上投影,即1/4平面圆域.
(3)设S2 = (x,y,z)z= R2-x2-y{ }2 ,则有

∬
S2

xdS=∬
S2

ydS=0;∬
S2

xyzdS=0;

∬
S2

zdS=4∬
S1

xdS=4∬
S1

ydS=4∬
S1

zdS=πR3 .

【例16.2】设Σ为椭球面x2
2+y2

2+z2 =1的上半部分,点P(x,y,z)∈Σ,∏为Σ在点

P 处的切平面,ρ(x,y,z)是点O(0,0,0)到平面∏的距离.求I=∬
Σ

z
ρ(x,y,z)

dS.

【分析与求解】本题是综合空间解析几何知识与第一型曲面积分计算的综合题.

记F(x,y,z)=x2
2+y2

2+z2-1,则

F′x(x,y,z)=x,F′y(x,y,z)=y,F′z(x,y,z)=2z
于是P 点处Σ的法向量为(x,y,2z),故可得切平面π的方程为

x(X-x)+y(Y-y)+2z(Z-z)=0.
于是,点O(0,0,0)到切平面π的距离为

ρ(x,y,z)=
x2+y2+2z2

x2+y2+4z2
,

故I=∬
Σ

z
ρ(x,y,z)

dS=∬
Σ

z x2+y2+4z2
x2+y2+2z2

dS= 12∬
Σ

z x2+y2+4z2dS.

(这里的最后一个等号使用了“边界方程代入被积函数”的技巧,你看出来了吗?)

由S的方程得x+2zz′x=y+2zz′y=0,于是 1+z′2x +z′2y = x2+y2+4z2
2z .

S在xOy 平面的投影区域是Dxy:x2+y2 ≤2,

于是I=∬
Dxy

1
2z x2+y2+4z2 1+z′2x +z′2ydxdy= 14∬

Dxy

(4-x2-y2)dxdy

= 14∫
2π

0
dθ∫

2

0
(4-r2)rdr= π2

(2r2-14r
4) 2
0

= 32π.
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16.2.2 第一型曲面积分的应用

【例16.3】设有一段均匀圆柱面Σ:x2+y2=1(0≤z≤2),其面密度ρ=1,G为引力

常系数,求该段圆柱面Σ对原点处单位质点的引力.
【分析与解答】这是一道有相当计算量的大题,是数学一考试的重点.
先由对称性,立即得出该段圆柱面对质点的引力的x,y分量Fx =Fy =0.
对于z分量Fz ,由于ρ=1,m =1,根据引力公式,即得

Fz =Gm∬
Σ

ρ(x,y,z)(z-z0)
(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)[ ]2

3
2
dS=G∬

Σ

z
x2+y2+z[ ]2

3
2
dS.

将该曲面积分投影到yOz面,得投影区域为

Dyz = (y,z)-1≤y≤1,0≤z≤{ }2 .
投影有重合,故分为前后两个半曲面计算,又由对称性,计算前半曲面即可.

写出前半曲面Σ1 的方程x= 1-y2,(y,z)∈Dyz,则

∂x
∂y=-y

x
,∂x
∂z=0, 1+(∂x∂y

)
2

+(∂x∂z
)
2

= 1
1-y2

,

于是  Fz =G∬
Σ

z
x2+y2+z[ ]2

3
2
dS=2G∬

Σ1

z
x2+y2+z[ ]2

3
2
dS

=2G∬
Dyz

z
x2+y2+z[ ]2

3
2
1+(∂x∂y

)
2

+(∂x∂z
)
2

dydz

=2G∬
Dyz

z
1+z[ ]2

3
2

1
1-y2

dydz=2G∫
2

0

z
1+z[ ]2

3
2
dz∫

1

-1

dy
1-y2

=2G(- 1
1+z2

2
0)·2arcsiny 1

0=2Gπ(1- 1
1+22

)=2(1-1
5
)Gπ.

于是引力F
→

= (0,0,2(1-1
5
)Gπ).

【例16.4】设有球面Σ:x2+y2+z2 =2x,其面密度为μ(x,y,z)=x2+y2+z2 ,试求

该球面的质量.
【分析与解答】由于Σ关于xOy 面,xOz面均对称,故

M =∬
Σ
μ(x,y,z)dS= ∬

x2+y2+z2=2x

(x2+y2+z2)dS=∬
Σ

2xdS=4∬
Σ1

2xdS=8∬
Σ1

xdS,

其中Σ1 是Σ在第一卦限的部分.

故8∬
Σ1

xdS=8∬
Dxy

x 1+(∂z∂x
)
2

+(∂z∂y
)
2

dxdy,其中Dxy:(x-1)2+y2 ≤1,y≥0.

现在计算dS= 1+(∂z∂x
)
2

+(∂z∂y
)
2

dxdy.
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由z= 2x-x2-y2,∂z∂x=1-x
z
,∂z
∂y=-y

z
,得

1+(∂z∂x
)
2

+(∂z∂y
)
2

=1+
(1-x)2+y2

z2 = 1
2x-x2-y2

.

于是M =8∬
Dxy

x 1
2x-x2-y2

dxdy=8∬
Dxy

x
1-(x-1)2-y2

dxdy

x-1=rcosθ

y =rsin——————θ
8∫

π

0
dθ∫

1

0

1+rcosθ
1-r2

rdr=8∫
π

0
dθ∫

1

0

rdr
1-r2

+8∫
π

0
cosθdθ∫

1

0

r2dr
1-r2

=8π∫
1

0

rdr
1-r2

+0=8π(- 1-r2)
1
r=0 =8π.

【例16.5】设有一高度为h(t)(t为时间)的雪堆在融化过程中,其侧面满足方程z=h(t)

-2x2+y( )2

( )ht
(设长度单位为厘米,时间单位为小时),已知体积减少的速率与侧面积成正比

(比例系数0.9),问高度为130(厘米)的雪堆全部融化需多少小时?
【分析与解答】本题是应用性问题,是考生比较棘手的考试题型,事实上,我们需要把题

目用文字语言的描述转化为数学表达式即可,并不难,主要是大家练习得不够多,不熟悉.
记V 为雪堆体积,S为雪堆的侧面积,则

V =∫
( )h t

0
dz ∬

x2+y2≤12 h2 ( )t - ( )[ ]h t z

dxdy=∫
( )h t

0

1
2πh2 ( )t - ( )[ ]htz dz= π4h

3 ( )t ,

S= ∬
x2+y2≤h2 ( )t

2

1+ zx( )′ 2+ zy( )′ 2dxdy = ∬
x2+y2≤h2 ( )t

2

1+16x2+y( )2

h2 ( )t dxdy

= 2π
( )ht∫

h(t)
2

0
h2 ( )t +16r[ ]2

1/2

rdr=13πh
2 ( )t
12 .

由题意知 dVdt =-0.9S,所以d ( )ht
dt =-1310

,因此 ( )ht =-1310t+C.

由h( )0 =130得 ( )ht =-1310t+130.令 ( )ht →0得t=100(小时).

因此高度为130厘米的雪堆全部融化所需时间为100小时.
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第17讲 第二型曲线积分(仅数学一)

导  语

本讲主要内容是第二型曲线积分的概念、性质、计算与应用,仅是数学一的要求,是数学

一考试的重点,尤其以格林公式、平面曲线积分与路径无关理论为难点,考题有大题(10分)

也有小题(4分).

大纲要求

1.第二型曲线积分的概念与性质.
2.第二型曲线积分的计算.
3.掌握格林公式并会运用平面曲线积分与路径无关的条件,会求二元函数全微分的原

函数.

知识体系

第二型曲线积分

概念

性质

对称性

计算

基础性方法:化定积分

技术性方法

边界方程代入被积函数

对称性的使用
ì

î

í

ïï

ïï

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 格林公式

积分与路径无关理论

应用

积分估值

计算平面面积

做功

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

与其他知识综合

17.1 考试内容分析

17.1.1 第二型曲线积分的概念、性质与对称性

1.预备知识

(1)场
从数学上说,场就是空间区域Ω上的一种对应法则.
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①如果Ω上的每一点P(x,y,z)都对应着一个数量u,则在Ω上就确定了一个数量

函数

u=u(x,y,z),
它表示一个数量场,比如温度场就是一个数量场.

②如果Ω上的每一点P(x,y,z)都对应着一个向量F
→
,则在Ω上就确定了一个向量

函数

F
⇀
(x,y,z)=P(x,y,z)i

→

+Q(x,y,z)j
→

+R(x,y,z)k
→
,

它表示一个向量场,比如引力场就是一个向量场.
(2)变力做功

问题可以这样来描述:在一个向量场———变力场中,设某质点在变力F
⇀
(x,y,z)作用

下,沿着有向曲线Γ从起点A 移动到终点B,问总共做了多少功? 分析如下.

设沿着有向曲线Γ在P(x,y,z)点移动了一个微位移dr
⇀

=dxi
→

+dyj
→

+dzk
→
,并在这种

情形下将变力F
⇀
(x,y,z)近似看做常力,则该力在此微位移上的微功dW =F

⇀
(x,y,z)·dr

⇀
,

于是变力F
⇀
(x,y,z)沿着有向曲线Γ从起点A 移动到终点B 所做的总功为

W =∫
Γ

dW =∫
Γ

F(x,y,z)·dr
⇀

=∫
Γ

P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z{ })· dx,dy,d{ }z

=∫
Γ

P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz,

于是就引出了第二型曲线积分的概念.

2.第二型曲线积分的概念与存在性

第二型曲线积分的被积函数F
→
(x,y)=P(x,y)i

→

+Q(x,y)j
→
(或F

→
(x,y,z)=P(x,y,z)i

→

+Q(x,y,z)j
→

+R(x,y,z)k
→
)定义在平面曲线L(或空间曲线Γ)上,其物理背景是变力

F
→
(x,y)(或F

→
(x,y,z))在平面曲线L(或空间曲线Γ)上从起点移动到终点所做的总功:

∫L
P(x,y)dx+Q(x,y)dy

或          ∫
Γ

P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)定积分、二重积分、三重积分、第一型曲线积分、第一型曲面积分有着完全

一致的背景描述,都是一个数量函数在定义区域上计算几何量(面积,体积等);
(2)第二型曲线积分是一个向量函数沿有向曲线的积分,无几何量可言,于是,有些

性质和计算方法就不一样了,一定要加以对比,理解它们的区别和联系,不要用错或者

用混了.
(3)设空间曲线Γ是分段光滑曲线,在考研数学中,一般总假设F(x,y,z)在Γ上连

续,也就是第二型曲线积分总是存在的.
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3.第二型曲线积分的性质(以下总假设Γ为空间有限长分段光滑曲线)
性质1积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∫Γ
k1F

⇀

1+k2F
⇀

( )2 ·dr
⇀

=k1∫Γ
F
⇀

1·dr
⇀

+k2∫Γ
F
⇀

2·dr
⇀

.

性质2积分的有向性 ∫︵ABF
⇀
·dr

⇀

=-∫︵BAF
⇀
·dr

⇀

.

性质3积分的可加性 当︵AB ∪
︵BC =

︵AC 时,∫︵ACF
⇀
·dr

⇀

=∫︵ABF
⇀
·dr

⇀

+∫︵BCF
⇀
·dr

⇀

.

4.普通对称性

观察∫
Γ

P(x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz ,我们发现各个项的积分元素均

不同,所以第二型曲线积分没有轮换对称性,且由于其物理背景是做功,做功有正负之别,所
以对称性的结论与前面接触的所有积分都不一样.

假设Γ关于yOz面对称,则

∫Γ
P(x,y,z)dx=

2∫Γ1
  P(x,y,z)=P(-x,y,z)

0   P(x,y,z)=-P(-x,y,z

ì

î

í

ïï

ïï )

∫Γ
Q(x,y,z)dy=

2∫Γ1
  Q(x,y,z)=-Q(-x,y,z)

0   Q(x,y,z)=Q(-x,y,z

ì

î

í

ïï

ïï )

其中Γ1 是Ω在yOz面前面的部分.
关于其他坐标面对称的情况以及平面的情况都与此类似,请大家自己独立作出.

17.1.2 平面第二型曲线积分的计算

由于空间第二型曲线积分的经典计算方法与第二型曲面积分有密切联系,放在下一讲

去讨论,本讲只讨论平面第二型曲线积分的计算问题.

1.直接计算法(参数法)

如果平面曲线L由参数方程
x=x(t)

y=y(t{ )
(t:α→β)给出,其中t=α对应着起点A,t=β

对应着终点B,则可以将平面第二型曲线积分化为定积分:

∫L
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=∫

β

α
P(x(t),y(t))x′(t)+Q(x(t),y(t))y′(t[ ])dt.

这里的α,β谁大谁小无关紧要,关键是分别和起点与终点对应.

2.格林公式法

格林公式 设平面有界闭区域D 由分段光滑闭曲线L 围成,P x,( )y ,Q x,( )y 在D 上
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连续且具有一阶连续偏导数,L取正向,则

∮
L

P x,( )y dx+Q x,( )y dy=∬
D

∂Q
∂x-∂P∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y dσ.

其中,所谓L 取正向,是指当一个人沿着L 的正向前进时,左手始终在L 所围成的

D 内.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
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췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍
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  【注】 一般来说,考试题目不可能直接满足能够使用格林公式的条件,命题人可以

破坏两种条件:
(1)L不是封闭曲线,也就是没有围成一个平面有界闭区域D;

(2)即使L围成了一个平面有界闭区域D,但是P x,( )y ,Q x,( )y ,∂P
∂y
,∂Q
∂x

在D 上

不连续;

这两种情况下,不可以直接使用格林公式.
针对(1),我们可以采取“补线法”,补上一条或者若干条线,封闭出一个平面有界闭

区域D,就可以用格林公式了(见例17.1).
针对(2),我们可以采取“挖去法”,把不连续点(可称为“奇点”)挖去,使得条件得以

满足,从而使用格林公式(见例17.2).

17.1.3 平面第二型曲线积分与路径无关理论

1.第一组

设D 是平面有界闭区域,若P x,( )y ,Q x,( )y 在D 上连续,则以下五个条件等价:

(1)沿任意一条全在D 内的分段光滑闭曲线L,有∮L
Pdx+Qdy=0;

(2)∫l
Pdx+Qdy在D 内与路径无关,只与l的起点A 和终点B 有关;

(3)在D 内存在可微的单值数量函数u x,( )y ,使Pdx+Qdy是u x,( )y 的全微分,即

du=Pdx+Qdy;

(4)矢量函数V
⇀

=P(x,y)i
⇀

+Q(x,y)j
⇀

为某单值数量函数ux,( )y 的梯度,即

gradu
⇀

=V
⇀

=P(x,y)i
⇀

+Q(x,y)j
⇀
;

(5)Pdx+Qdy=0为全微分方程.

2.第二组

设D 是平面单连通区域,若P x,( )y ,Q x,( )y 在D 上连续且具有一阶连续偏导数,则

以下六个条件等价:

(1)∂P∂y =∂Q∂x
在D 内处处成立;
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(2)沿D 中任意分段光滑闭曲线L,有∮L
Pdx+Qdy=0;

(3)∫l
Pdx+Qdy在D 内与路径无关,只与l的起点A 和终点B 有关;

(4)在D 内存在可微的单值数量函数u x,( )y ,使Pdx+Qdy是u x,( )y 的全微分,即

du=Pdx+Qdy;

(5)矢量函数V
⇀

=P(x,y)i
⇀

+Q(x,y)j
⇀

为某单值数量函数ux,( )y 的梯度,即

gradu
⇀

=V
⇀

=P(x,y)i
⇀

+Q(x,y)j
⇀
;

(6)Pdx+Qdy=0为全微分方程.

3.第三组

设D 是平面有界区域,若P x,( )y ,Q x,( )y 在D 上连续且具有一阶连续偏导数,则给

出两个条件:

(1)∫l
Pdx+Qdy在D 内与路径无关,只与l的起点A 和终点B 有关;

(2)∂P∂y =∂Q∂x
在D 内处处成立;

(1)可以推出(2);但是(2)推不出(1).
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  【注】(1)对比第一组和第二组理论,我们可以看出,第一组比第二组缺少“D是单连

通区域”和“∂P
∂y
,∂Q
∂x

在D 上连续”这两个条件;

(2)对比第二组和第三组理论,当D 是平面单连通区域时,“∂P
∂y =∂Q∂x

在D 内处处

成立”与“∫l
Pdx+Qdy在D 内与路径无关”互为充要条件;当D 是平面有界区域(也就

是说,没有指明是否为单连通区域)时,“∂P
∂y =∂Q∂x

在D 内处处成立”仅仅是“∫l
Pdx+

Qdy在D 内与路径无关”的必要非充分条件.

例如,设D= (x,y)x2+y2 >{ }0 ,P(x,y)= y
x2+y2

,Q(x,y)=- x
x2+y2

,在

D 上有∂Q
∂x= x2-y2

(x2+y2)2 =∂P∂y
,但沿圆周L:x2+y2=a2(a>0)正向一周的曲线积分

∮
L

ydx-xdy
(x2+y2)2 =-2π≠0

于是曲线积分∫
L

ydx-xdy
(x2+y2)2

不是与路径无关.
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  (3)关于全微分方程的注释.若存在二元函数u(x,y),使du(x,y)=P(x,y)dx+
Q(x,y)dy,则称微分方程 P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0为全微分方程,它的通解为

u(x,y)=C.例如,可以验证,在全平面上,∂
∂y
(3x2+2xy-y2)=2x-2y= ∂

∂x
(x2-

2xy+siny),所以

(3x2+2xy-y2)dx+(x2-2xy+siny)dy=0为全微分方程.
取 (x0,y0)= (0,0),于是有

u(x,y)=∫
x

0
3x2dx+∫

y

0
(x2-2xy+siny)dy=x3+x2y-xy2-cosy+1,

通解为x3+x2y-xy2-cosy=C.

17.2 典型例题分析

本讲的题目主要分为两个大类:第一,第二型曲线积分的常规计算,这个内容主要涉及

如下三个要点:(1)边界方程 →
代入

被积函数;(2)对称性;(3)用基本方法化成定积分然后计

算,或者使用格林公式.以及以上四个要点的综合题.第二,第二型曲线积分的应用题(基本

都属于大的综合题),这里涉及积分估值问题、计算平面面积、其物理背景———做功问题、与

其他讲知识的结合等.

17.2.1 第二型曲线积分的常规计算

【例17.1】已知曲线L的方程为y=1- x  (x∈[-1,1]),起点是 (-1,0),终点

为 (1,0),计算曲线积分∫
L

xydx+x2dy.

【分析与解答】本题是典型的第二型曲线积分计算题,可以有两种办法,一种是化为定

积分的直接计算法;一种是通过弥补条件,从而使用格林公式的计算法.
解法一:记L1:y=1+x (x∈ [-1,0]),起点是 (-1,0),终点为 (0,1);

L2:y=1-x (x∈ [0,1]),起点是 (0,1),终点为 (1,0)

∫
L

xydx+x2dy=∫
L1

xydx+x2dy+∫
L2

xydx+x2dy

=∫
0

-1
[x(1+x)+x2]dx+∫

1

0
[x(1-x)-x2]dx

= (-12+23
)+(12-23

)=0.

解法二:记L:y=0(x∈ [-1,1]),起点是 (1,0),终点为 (-1,0),D 是由L 与L 围

成的平面区域,利用格林公式及区域D 关于y 轴的对称性,得

—262—



  第17讲 第二型曲线积分(仅数学一) 

∫L
xydx+x2dy=∫L+L

-xydx+x2dy-∫L
-xydx+x2dy=-∬

D

(2x-x)dxdy-0=0.

图17.1

【例17.2】计算曲线积分∮
L

xdy-ydx
4x2+y2

,其中L 是以 1,( )0 为圆

心,R R>( )1 为半径的圆周,取逆时针方向.

【分析与解答】首先,令P = -y
4x2+y2

,Q = x
4x2+y2

,计算可

得,当 x,( )y ≠ 0,( )0 时,∂Q
∂x =∂P∂y

成立;但是D 中包含点 0,( )0 ,

所以P x,( )y ,Q x,( )y ,∂P
∂y
,∂Q
∂x

在D 上统统不连续,这种情况下不可

以使用格林公式.

我们作足够小的椭圆(使其在D 内部)C:
x= δ

2cosθ

y=δsin
{

θ
,其中θ从2π到0,取顺时针方

向.令C与L 围成区域为D ,此时可以使用格林公式了,于是

I=∫L
Pdx+Qdy=∫L+C-Pdx+Qdy-∫C-Pdx+Qdy

=∬
D

∂Q
∂x-∂P∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y dxdy-∫C-Pdx+Qdy=0-∫C-Pdx+Qdy

=∫C
Pdx+Qdy=∫

2π

0

1
2δ

2

δ2 dθ=π.
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  【注】这里取C为上述椭圆周,最后计算最简单,如果取C 为x =δcosθ,y=δsinθ

的圆周,那么I=∫
2π

0

δ2
δ2 4cos2θ+sin2[ ]θdθ

,这样的积分就非常复杂了,所以“盯着分母”

取曲线C是很显然的.

17.2.2 第二型曲线积分与路径无关的题目

【例17.3】下列命题中不正确的是(  )

(A)设f(u)有连续导数,则∫L
f(x2+y2)(xdx+ydy)在全平面内与路径无关.

(B)设f(u)连续,则∫L
f(x2+y2)(xdx+ydy)在全平面内与路径无关.

(C)设P(x,y),Q(x,y)在区域D 内有连续的一阶偏导数,又∂Q
∂x =∂P∂y

,则∫L
Pdx+

Qdy在区域D 内与路径无关.
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(D)∫L

-y
x2+y2

dx+ x
x2+y2

dy在区域D = {(x,y)(x,y)≠ (0,0)}上与路径有关.

【分析与解答】对于(A),令P(x,y)=xf(x2+y2),Q(x,y)=yf(x2+y2),则∂Q∂x =

2xyf′(x2+y2),∂P∂y =2xyf′(x2+y2),其中f′(x2+y2)=f′(s)s=x2+y2,得到∂Q
∂x =∂P∂y

,

全平面是单连通区域,故∫L
Pdx+Qdy在全平面内与路径无关.(A)正确.

对于(B),可求得被积函数的原函数为

f(x2+y2)(xdx+ydy)= 12f
(x2+y2)d(x2+y2)= 12d∫

s

0
f(t)dt s=x2+y2,

因而,∫L
f(x2+y2)(xdx+ydy)与路径无关.(B)正确.

对于(C),因D 区域不一定是单连通区域,故(C)中积分不一定与路径无关.(C)不正确.
对于(D),取L为单位圆x2+y2 =1,并取逆时针方向,则

∫L

-y
x2+y2

dx+ x
x2+y2

dy=∫L
-ydx+xdy= ∬

x2+y2≤1

(1+1)dxdy=2π≠0.

因而,积分与路径有关.(D)正确.仅(C)入选.

【例17.4】设函数P(x,y)=x
y
rλ,Q(x,y)=-x2

y2
rλ ,其中r= x2+y2 ,要求曲线积分

∫L
Pdx+Qdy在区域D = {(x,y)y>0}上与路径无关,则参数λ= _____ .

【分析与解答】区域D 为单连通区域,P(x,y),Q(x,y)在D 内有连续的偏导数,故

∫L
Pdx+Qdy在D 上与路径无关 ⇔∂Q∂x =∂P∂y

,∀(x,y)∈D.

而

∂Q
∂x =-2xy2rλ-x2

y2
λrλ-1· x

x2+y2
=-2xy2rλ-x3

y2
λrλ-2,

∂P
∂y =-x

y2rλ+x
y
λrλ-1· y

x2+y2
=-x

y2rλ+xλrλ-2,

∂Q
∂x =∂P∂y

,即-2xy2rλ-x3
y2

λrλ-2 =-x
y2rλ+xλrλ-2.

简化得xrλ+xy2λrλ-2+x3λrλ-2 =0,r2+y2λ+x2λ=0,

又r= x2+y2 ,得λ=-1.
【例17.5】(Ⅰ)设函数f(x)具有一阶连续导数,且f(1)=1,D 为不包含原点的单连

通区域,在D 内曲线积分∫L

ydx-xdy
2x2+f(y)

与路径无关,求f(y);

(Ⅱ)求∮L′

ydx-xdy
2x2+f(y)

,其中L′为曲线x
2
3 +y

2
3 =a

2
3 ,a>0,且取逆时针方向.
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【分析与解答】(Ⅰ)根据积分与路径无关定理,在D 内,由

∂Q
∂x = 2x2-f(y)

[2x2+f(y)]2 =2x
2+f(y)-yf′(y)
[2x2+f(y)]2 =∂P∂y

,

可得yf′(y)=2f(y),
解得f(y)=Cy2 ,由f(1)=1,得f(y)=y2.
(Ⅱ)取L1为2x2+y2=ε2并取顺时针方向(ε充分小),L′与L1所围成的区域记为D′,又

L1 的参数方程为
x= ε

2
cosθ

y=εsin

ì

î

í

ïï

ïï θ
,则

∮L′

ydx-xdy
2x2+f(y)=∮L′

ydx-xdy
2x2+y2 =∮L′+L1

-∮L1
=∬

D′

∂Q
∂x-∂P∂[ ]y dxdy+∮L1

-

=0+∫
2π

0 -

ε2

2
(cos2θ+sin2θ)

ε

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú2
dθ=- 2π.

【例17.6】设f(x,y)在全平面有连续偏导数,曲线积分∫L
f(x,y)dx+xcosydy在全平

面与路径无关,且∫
(t,t2)

(0,0)
f(x,y)dx+xcosydy=t2 ,求f(x,y).

【分析与解答】(Ⅰ)∫L
f(x,y)dx+xcosydy在全平面与路径无关 ⇔ ∂∂x

(xcosy)=∂f∂y
,

即∂f
∂y=cosy,积分得f(x,y)=siny+C(x).

(Ⅱ)求f(x,y)转化为求C(x).
解法一:

f(x,y)dx+xcosydy=sinydx+xcosydy+C(x)dx

=sinydx+xdsiny+d∫
x

0
C(s)d( )s =dxsiny+∫

x

0
C(s)d( )s

⇒ xsiny+∫
x

0
C(s)d( )s

(t,t2)

(0,0)
=t2,

即 tsint2+∫
t

0
C(s)ds=t2⇒sint2+2t2cost2+C(t)=2t,

因此 f(x,y)=siny+2x-sinx2-2x2cosx2 .

解法二:取特殊路径,∫
t

0
f(x,0)dx+∫

t2

0
tcosydy=t2,

即 ∫
t

0
C(x)dx+tsint2 =t2⇔C(t)=2t-sint2-2t2cost2,

因此 f(x,y)=siny+2x-sinx2-2x2cosx2 .

17.2.3 第二型曲线积分的综合题

【例17.7】设曲线C:x2+y2+x+y=0,取逆时针方向,证明
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π
2 ≤∮

C

-ysinx2dx+xcosy2dy≤ π
2
.

【分析与解答】关于第二类曲线积分的估值问题,一般是先考虑用格林公式将其转化为

二重积分,然后就二重积分进行估值.
由格林公式,有

∮
C

-ysinx2dx+xcosy2dy=∬
D

(cosy2+sinx2)dσ  (*)

其中D={(x,y)x2+y2+x+y≤0}={(x,y)(x+12
)
2

+(y+12
)
2

≤ 12
}是由

C围成的圆域,最小横坐标为x=-12
(2+1).

且根据轮换对称性,∬
D

cosy2dσ=∬
D

cosx2dσ,

代入式(*),得

∮
C

-ysinx2dx+xcosy2dy=∬
D

(cosx2+sinx2)dσ=∬
D

2sin(x2+π4
)dσ

由于在D 上,π
4 ≤x2+π4 ≤

[-12
(2+1)]

2

+π4
,即 π
4 ≤x2+π4 ≤

3π
4
,

故 2
2 ≤sin

(x2+π4
)≤1,即1≤ 2sin(x2+π4

)≤ 2,

由积分的保号性,π
2 ≤∬

D

2sin(x2+π4
)dσ≤ π

2
,

也即证得结论:π
2 ≤∮

C

-ysinx2dx+xcosy2dy≤ π
2
.

【例17.8】设L是平面单连通有界区域σ的正向边界线,n
⇀
ο是L 上任一点 x,( )y 处的单

位外法线矢量.设平面封闭曲线L上点 x,( )y 的矢径r
⇀

=xi
⇀

+yj
⇀
,r= r

⇀
;θ是n

⇀
ο 与r

⇀
的

夹角,试求∮
L

cosθ
r ds.

【分析与解答】本题考查第一型和第二型曲线积分之间的转化关系.注意到第二型曲线

积分是考虑曲线L在其上点 x,( )y 处的单位切线矢量,设其为τ
⇀
ο =cosαi

⇀

+cosβj
⇀

.因为曲

线L在其上点 x,( )y 处的法矢量n
⇀
ο 与切线矢量τ

⇀
ο 互相垂直,并使闭曲线L 沿正向,故取

n
⇀
ο =cosβi

⇀

-cosαj
⇀

.
根据两矢量内积的定义及dx=cosαds,dy=cosβds,得

cosθds=r
⇀

•n
⇀
ο

r ds= 1r xcosβ-ycos( )αds= 1r -ydx+xd( )y .

于是,原曲线积分

∮
L

cosθ
r ds=∮

L

1
r2 -ydx+xd( )y = 1ε2∫

2π

0
-εsin( )tdεcos( )t +εcostdεsin( )[ ]t =2π.

【例17.9】设曲线L是区域D 的正向边界,那么D 的面积为(  )
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(A)12∮L
xdy-ydx         (B)∮L

xdy+ydx

(C)∮L
xdy-ydx (D)12∮L

xdy+ydx

【分析与解答】本题考查用第二型曲线积分求平面面积,是一种比较新颖的提法,但是

内容是经典的,主要看考生能否抓住数学知识之间的联系.
(1)令P =-y,Q=x,则由格林公式得

1
2∮L

-ydx+xdy= 12∬
D

∂x
∂x-∂

(-y)
∂[ ]y dxdy= 12∬

D

2dxdy=∬
D

dxdy.

因而,D 的面积∬
D

dxdy可表示为 1
2∮L

xdy-ydx.

(2)令P =-y,Q=0,则由格林公式得

∮L
(-y)dx=∬

D

∂Q
∂x-∂P∂[ ]y dxdy=∬

D

∂0
∂x-∂

(-y)
∂[ ]y dxdy=∬

D

dxdy.

因而,D 的面积∬
D

dxdy可表示为∮L
(-y)dx.

(3)令P =0,Q=x,由格林公式得

∮L
xdy=∬

D

∂Q
∂x-∂P∂[ ]y dxdy=∬

D

dxdy.

因而,D 的面积∬
D

dxdy可表示为∮L
xdy表示.

由上述三个面积的表示式知,答案选择(A).

【例17.10】设f(r,t)= ∮
x2+xy+y2=r2

ydx-xdy
(x2+y2)t

,

(Ⅰ)通过

x= r
3
(cosθ+ 3sinθ)

y= r
3
(cosθ- 3sinθ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

)
将f(r,t)化为对θ的定积分,其中0≤θ≤2π;

(Ⅱ)求极限lim
r→+∞

f(r,t).

【分析与解答】(Ⅰ)由于题设给出参数式

x= r
3
(cosθ+ 3sinθ)

y= r
3
(cosθ- 3sinθ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

)
,0≤θ≤2π,

则f(r,t)= ∮
x2+xy+y2=r2

ydx-xdy
(x2+y2)t =∫

2π

0

3(2r
2

3
)

(2r
2

3
)
t
(cos2θ+3sin2θ)t

dθ

= 3(2r
2

3
)
1-t

∫
2π

0

1
(cos2θ+3sin2θ)t

dθ.

(Ⅱ)对任意实数t,∫
2π

0

1
(cos2θ+3sin2θ)t

dθ是定积分,根据积分保号性,其值大于零,且

显然与r无关,所以
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lim
r→+∞

f(r,t)=lim
r→+∞

3 2r2æ

è
ç

ö

ø
÷

3
1-t

∫
2π

0

1
(cos2θ+3sin2θ)t

dθ.

当t>1时,lim
r→+∞

f(r,t)=0;

当t<1时,lim
r→+∞

f(r,t)= ∞.

当t=1时,lim
r→+∞

f(r,t)=lim
r→+∞

3∫
2π

0

1
cos2θ+3sin2θ

dθ=43∫
π
2

0

1
cos2θ+3sin2θ

dθ

=4∫
π
2

0

1
1+3tan2θ

d 3tanθ=4arctan(3tanθ)
π
2

0
=2π.

故lim
r→+∞

f(r,t)=
0, t>1
2π, t=1
∞, t<

ì

î

í

ï
ï

ïï 1
.
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췍
췍
췍
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췍
췍
췍
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췍
췍
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췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)本题如果使用先计算积分再求极限的常规思路,会遇到极大的困难,理由

如下:

如果我们记Cε是正向圆周x2+y2=ε2(ε是充分小的正数,使得Cε位于C的内部),

则

∮C

ydx-xdy
(x2+y2)t =∮

C+C-
ε

ydx-xdy
(x2+y2)t -∮

C-
ε

ydx-xdy
(x2+y2)t

(其中C-
ε 是Cε 的反向)

显然,上式等号右边第二个积分容易计算,但第一个积分即使使用格林公式转换成

二重积分也很难算出来.所以本题采用了如上的做法:将积分曲线x2+xy+y2=r2用

参数方程表示,使曲线积分转换为定积分,于是可以将r移到积分号之外,再进行极限

计算lim
r→+∞

f(r,t)就容易多了.

(2)怎么想到用

x= r
3
(cosθ+ 3sinθ)

y= r
3
(cosθ- 3sinθ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

)
这样的参数式呢? 通常,我们首先应该考

虑到的是:由于x2+xy+y2 = (x+y
2
)
2

+(32y)
2

,故令

x+y
2 =rcost

3
2y=rsin

ì

î

í

ï
ï

ï
ï t

,

则会得到积分曲线的参数式为

x= r
3
(3cost-sint),

y= r
3
·2sint

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(0≤t≤2π),如此一来,会使

得x2+y2 的参数表示十分复杂,故此路不通;再考虑令
x=u+v,

y=u-v{ ,
则
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췍췍

x2+xy+y2 =3u2+v2(消去交叉项了!),于是令
u= r

3
cosθ

v=rsin

ì

î

í

ïï

ïï θ
,从而得到积分曲线的

参数式为

x= r
3
(cosθ+ 3sinθ)

y= r
3
(cosθ- 3sinθ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

)
,(0≤θ≤2π),

它使x2+y2 = 23r
2(cos2θ+3sin2θ),表达式变简单了,问题迎刃而解.

(3)事实上,上述(2)的过程确实是很难想得到.如果此题是数学竞赛题,命题人是

不会给出这个提示的,而我们考研时命题人为了防止题目门槛过高,是会有这种提示

的,考生不必头疼.
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第18讲 第二型曲面积分(仅数学一)

导  语

本讲主要内容是第二型曲面积分的概念、计算与应用,仅是数学一的要求,也是数学一

考试的重点和难点.考题有大题(10分)也有小题(4分),出大题的频率比较高.

大纲要求

1.第二型曲面积分的概念与性质.
2.第二型曲面积分的计算.
3.用第二型曲面积分求一些几何量与物理量(光滑曲面的面积、重心(质心)、形心、转动

惯量和引力等).

知识体系

第二型曲面积分

概念

性质

对称性

计算

基础性方法:化为二重积分

技术性方法
边界方程代入被积函数
对称性的使用{

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 高斯公式

两类曲面积分的关系与转换坐标变量法

空间第二型曲线积分的计算:斯托克斯公式

应用
通量

{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

与其他知识综合

18.1 考试内容分析

18.1.1 第二型曲面积分的概念、性质与对称性

1.向量场的通量

在一个向量场(比如电场,磁场或者某种不可压缩流体的速度场)中,Σ为该场中的某一

有向分片光滑曲面,并指定了曲面的外侧,则向量函数F
⇀
(x,y,z)通过曲面Σ的通量(比如

电场中的电通量,磁场中的磁通量,或者某流体的流量)为
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∬
Σ

F
⇀
·dS

⇀

=∬
Σ

F
⇀
·n→0dS

其中n→0 = cosα,cosβ,cos{ }γ 是有向曲面Σ在指定侧的单位法向量.

且由dS
⇀

= dydz,dzdx,dxd{ }y ,得

∬
Σ

F
⇀
·dS

⇀

=∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

于是就引出了第二型曲面积分的概念.

2.第二型曲面积分的概念与存在性

第二型曲面积分的被积函数F
⇀
(x,y,z)=P(x,y,z)i

→

+Q(x,y,z)j
→

+R(x,y,z)k
→
定义

在空间曲面Σ上,其物理背景是向量函数F
⇀
(x,y,z)通过曲面Σ的通量:

∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】(1)第二型曲面积分是一个向量函数通过某有向曲面的通量(无几何量可言),

要加强和前面所学积分的横向对比,理解它们的区别和联系,不要用错或者用混了.
(2)设空间曲面Σ是一有向分片光滑曲面,在考研数学中,一般总假设F(x,y,z)

在Σ上连续,也就是第二型曲面积分总是存在的.

3.第二型曲面积分的性质(以下总假设Σ是一有向分片光滑曲面)
性质1积分的线性性质 设k1,k2为常数,则

∬
Σ

k1F
→

1+k2F
→

( )2 ·dS
⇀

=k1∬
Σ

F
→

1·dS
⇀

+k2∬
Σ

F
→

2·dS
⇀

.

性质2积分的方向性 ∬
Σ-

F
→
·dS

⇀

=-∬
Σ+

F
→
·n0

→

dS,其中Σ- 为Σ+ 的另一侧.

性质3积分的可加性 当Σ1 ∪Σ2 =Σ,Σ1 ∩Σ2 = ∅ 时,∬
Σ1+Σ2

F
→
·dS

⇀

=∬
Σ1

F
→
·dS

⇀

+

∬
Σ2

F
→
·dS

⇀

.

4.对称性

观察∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy ,我们发现各个项的积分

元素均不同,所以第二型曲面积分一般没有轮换对称性(特殊情况下,比如单独计算

∬
Σ

P(x,y,z)dydz 时,是可以讨论关于y,z的轮换对称性的),且由于其物理背景是通量,有

正负之别,所以对称性的结论与前面接触的积分也都有不同之处.
假设Γ关于yOz面对称,则
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∬
Σ

P(x,y,z)dydz=
2∬
Σ

P(x,y,z)dydz P(x,y,z)=-P(-x,y,z)

0        P(x,y,z)=P(-x,y,z

ì

î

í

ïï

ïï )

其中Γ1 是Ω在yOz面前面的部分.
关于其他坐标面对称的情况与此类似,请大家自己独立作出.

18.1.2 第二型曲面积分的计算

1.基础性计算方法———化为二重积分

对于第二型曲面积分∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy,可以将其拆

成三个积分:∬
Σ

P(x,y,z)dydz,∬
Σ

Q(x,y,z)dzdx,∬
Σ

R(x,y,z)dxdy,分别投影到相应的坐

标面上,化为二重积分计算,然后再加回去.直观上,我们比较习惯投影到xOy 面上去,所以

以∬
Σ

R(x,y,z)dxdy为例.

无论空间曲面Σ是由显式z=z(x,y)还是隐式F(x,y,z)=0给出的,我们都需要做

三件事(无逻辑上的先后顺序,哪件事情最利于解题就先做哪件):

(1)将Σ投影到某一平面(比如xOy 面)上 ⇒ 投影区域D(比如Dxy);

(2)将z=z(x,y)或者F(x,y,z)=0代入R(x,y,z);
(3)将dxdy写成“±dxdy

ì

î

í

ï
ï

ïï ”
.

其中Σ为上侧、右侧、前侧时取“+”,否则取“-”.
这就把第二型曲面积分化为了二重积分,得到

∬
Σ

R(x,y,z)dxdy=±∬
Dxy

R(x,y,z(x,y))dxdy.

同样需要指出的是,投影时Σ上的任何两点的投影点不能重合,请回看上一讲的相关

内容.

2.高斯公式法

高斯公式 设空间有界闭区域Ω由有向分片光滑闭曲面Σ围成,P(x,y,z),Q(x,y,z),

R(x,y,z)在Ω上具有一阶连续偏导数,则有公式

∯
Σ

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy=∭
Ω

∂P
∂x+∂Q∂y+∂R∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

z dv.

此外,根据两类曲面积分之间的关系(见下面的3),高斯公式也可表为

∯
Σ

(Pcosα+Qcosβ+Rcosγ)dS=∭
Ω

∂P
∂x+∂Q∂y+∂R∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

z dv.

其中,Σ是Ω的整个边界曲面的外侧,cosα,cosβ,cosγ是Σ上点(x,y,z)处的法向量的
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方向余弦.
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  【注】一般来说,考试题目不可能直接满足能够使用高斯公式的条件,命题人可以

破坏两种条件:
(1)Σ不是封闭曲面,也就是没有围成一个空间有界闭区域Ω;

(2)即使Σ围成了一个空间有界闭区域Ω,但是P,Q,∂P∂x
,∂Q
∂y
,∂R
∂z

在Ω上不连续;

这两种情况下,不可以直接使用高斯公式.
针对(1),我们可以采取“补面法”,补上一片或者若干片曲面,封闭出一个空间有界

闭区域Ω,就可以用高斯公式了.见例18.5.
针对(2),我们可以采取“挖去法”,把不连续点(可称为“奇点”)挖去,使得条件得以

满足,从而使用高斯公式,见例18.4.

3.两类曲面积分的关系与转换坐标变量法

(1)两类曲面积分的关系

设Σ 的 法 向 量 的 单 位 向 量 n
⇀
0 = cosα,cosβ,cos{ }γ ,Σ 的 面 微 分 向 量 dS

⇀

=

dydz,dzdx,dxd{ }y ,由于n
⇀
0//dS

⇀
,故dydz
cosα=dzdxcosβ

=dxdycosγ =dS.于是得到了第一型曲面

积分与第二型曲面积分的关系如下:

dydz=dScosα,dzdx=dScosβ,dxdy=dScosγ

∬
Σ

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy=∬
Σ

(Pcosα+Qcosβ+Rcosγ)dS

【例18.1】设P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)都是连续函数,Σ是一光滑曲面,面积为

S,M 是 P2+Q2+R2 在Σ上的最大值,证明

∬
Σ

Pdydz+Qdxdz+Rdxdy ≤MS.

【分析与解答】由于要证的不等式中出现了曲面的面积,所以应将左端的第二型曲面积

分化成对面积的曲面积分,设n
→
0 = {cosα,cosβ,cosγ}为曲面Σ 上选定侧的单位向量,则

∬
Σ

Pdydz+Qdxdz+Rdxdy=∬
Σ

(Pcosα+Qcosβ+Rcosγ)dS=∬
Σ

{P,Q,R}·n
→
0dS

因为 {P,Q,R}·n
→
0 = {P,Q,R}· n

→
0 cosφ≤ {P,Q,R}= P2+Q2+R2 (φ

是 {P,Q,R}与n
→
0 的夹角),

因此

∬
Σ

Pdydz+Qdxdz+Rdxdy =∬
Σ

(Pcosα+Qcosβ+Rcosγ)dS

≤∬
Σ

Pcosα+Qcosβ+RcosγdS≤∬
Σ

P2+Q2+R2dS≤MS.
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(2)转换坐标变量法

转换坐标变量法,是将原本投影在一个坐标平面上的曲面积分,投影到另外一个坐标平

面上去,这里需要建立一种转换的关系.
设Σ(方向向上)的方程由显式给出:z=z(x,y),则Σ的法向量的方向余弦为

cosα= -z′x
1+z′x2+z′y2

,cosβ= -z′y
1+z′x2+z′y2

,cosγ= 1
1+z′x2+z′y2

,

将此情况带入dydz
cosα =dzdxcosβ

=dxdycosγ =dS,得到

dydz
-z′x =dzdx-z′y =dxdy1

,

于是,dydz=-z′xdxdy,dzdx=-z′ydxdy,

由此我们看到了,dydz,dzdx,dxdy这三个分量并不独立,它们可以互相转化,有些第

二型曲面积分的计算可以使用这种转换关系.即当Σ在xOy 平面上的投影满足“投影点不

重合”条件,且投影域Dxy 比较简单时,有转换坐标变量公式:

∬
Σ

P(x,y,z)dydz=±∬
Dxy

P(x,y,z(x,y))(-∂z∂x
)dxdy,

∬
Σ

Q(x,y,z)dzdx=±∬
Dxy

Q(x,y,z(x,y))(-∂z∂y
)dxdy,

∬
Σ

R(x,y,z)dydz=±∬
Dxy

R(x,y,z(x,y))dxdy.

以上“±”号选取的规则为:当Σ的定向的法向量与z轴正向交角γ为0≤γ≤π2
,则取

“+”号;若 π
2 <γ≤π,则取“-”号,将上面三个公式合并在一起为

∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

=±∬
Dxy

{P(x,y,z(x,y)),Q(x,y,z(x,y)),R(x,y,z(x,y))}·{(-∂z∂x
),(-∂z∂y

),1}dxdy.

类似的有

∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

=±∬
Dzx

{P(x,y(z,x),z),Q(x,y(z,x),z),R(x,y(z,x),z)}·{(-∂y∂x
),1,(-∂y∂z

)}dzdx.

∬
Σ

P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy

=±∬
Dyz

{P(x(y,z),y,z),Q(x(y,z),y,z),R(x(y,z),y,z)}·{1,(-∂x∂y
),(-∂x∂z

)}dydz.
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当Σ在某一坐标面上的投影域D容易求得,并且投影点不重合,那么可试用化成第一型

曲面积分或“转换坐标变量法”计算,见例18.7.但要注意,使用这些公式时,要出现偏导数,

甚至可能出现根式,有时会运算麻烦.

18.1.3 空间第二型曲线积分的计算

斯托克斯公式 设Ω为空间某区域,Σ为Ω内的分片光滑有向曲面片,l为逐段光滑

的Σ的边界,它的方向与Σ的外法向成右手系,函数P(x,y,z),Q(x,y,z)与R(x,y,z)在

Ω内具有连续的一阶偏导数,则有斯托克斯公式:

∮
l

Pdx+Qdy+Rdz=∬
Σ

dydz dzdx dxdy

∂
∂x  

∂
∂y
  ∂∂z

P  Q   R

 (此为第二型曲面积分形式)

=∬
Σ

cosα cosβ cosγ

∂
∂x  

∂
∂y
  ∂∂z

P  Q   R

dS (此为第一型曲面积分形式)

=∬
Σ

{(∂R
∂y-∂Q∂z

),(∂P
∂z-∂R∂x

),(∂Q
∂x-∂P∂y

)}·{cosα,cosβ,cosγ}dS

=∬
S

(rotA
→
)·n

⇀

dS

其中A
⇀

= {P,Q,R},n
⇀

= {cosα,cosβ,cosγ}为Σ在相应方向的单位法向量.
【例18.2】设L是柱面x2+y2 =1与平面z=x+y的交线,从z轴正向往z轴负向看

去为逆时针方向,则曲线积分∮
L

xzdx+xdy+y2
2dz=      .

【分析与解答】本题主要考查第二型空间曲线积分的计算,常见的解法有两种:一是写

出空间曲线的参数方程,代入后化为定积分计算;二是利用斯托克斯公式化为第一型曲面积

分计算,本题所考查的知识点虽比较单一,但要得到正确结果,考生仍需有一定的功力.

解法一:将L的方程化为参数形式

x=cost

y=sint
z=cost+sin

ì

î

í

ï
ï

ïï t

(0≤t≤2π)

则∮
L

xzdx+xdy+y2
2dz=∫

2π

0
[cost·(cost+sint)·(-sint)+cost·cost+

1
2sin

2t·(-sint+cost)]dt
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            =∫
2π

0
cos2tdt=∫

2π

0

1+cos2t
2 dt=π.

解法二:记S是平面z=x+y上位于柱面x2+y2=1内的部分,S在xOy平面上的投

影为D = {(x,y)x2+y2 ≤1},平面z=x+y向上的单位法向量为 {-1
3
,-1

3
,1
3
}

根据斯托克斯公式,得

∮
L

xzdx+xdy+y2
2dz=∬

S

-1
3
 -1

3
 1
3

∂
∂x  

∂
∂y
  ∂∂z

xz  x  y2
2

dS

       =∬
S

1
3
(1-x-y)dS=∬

D

1
3
(1-x-y)3dxdy=π.

18.1.4 散度与旋度的计算

散度与旋度在直角坐标中的计算公式

设向量A
⇀
(x,y,z)= {P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)},则

散度 divA
→

=∂P∂x+∂Q∂y+∂R∂z
,

旋度 rotA
→

=

i  j  k
∂
∂x 

∂
∂y
 ∂∂z

P  Q  R

.

与梯度在一起,常称为三个度,有一些常用的公式,设u(x,y,z)具有二阶连续偏导

数,则

(1)divgradu=∂
2u
∂x2+∂

2u
∂y2+∂

2u
∂z2
,

(2)rot gradu=0,
(3)div rotA=0.

【例18.3】设u=ln x2+y2+z2 ,求divgrad( )u .

【分析与解答】由于gradu= 1
x2+y2+z2 xi

→

+yj
→

+zk( )
→
,于是

divgrad( )u =x2+y2+z2-2x2
x2+y2+z( )2 2 +x2+y2+z2-2y2

x2+y2+z( )2 2 +x2+y2+z2-2z2
x2+y2+z( )2 2

= 1
x2+y2+z2.
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18.2 典型例题分析

18.2.1 第二型曲线积分的常规计算

【例18.4】计算曲面积分I=∯
Σ

xdydz+ydzdx+zdxdy
x2+y2+z( )2

3
2

,其中Σ是曲面2x2+2y2+z2

=4的外侧.

【分析与解答】先计算∂P
∂x+∂Q∂y+∂R∂z

:(1)∂∂x
( x
(x2+y2+z2)3/2

)= y2+z2-2x2
(x2+y2+z2)5/2

,

(2)∂∂y
( y
(x2+y2+z2)3/2

)= x2+z2-2y2
(x2+y2+z2)5/2

,

(3)∂∂z
( z
(x2+y2+z2)3/2

)= x2+y2-2z2
(x2+y2+z2)5/2

,故∂P
∂x+∂Q∂y+∂R∂z =0.

被积函数及其偏导数在点(0,0,0)处不连续,取封闭曲面Σ1:x2+y2+z2 =δ2 的外侧,

其中δ足够小以保证其在曲面2x2+2y2+z2 =4内部,于是

∯
Σ

=∯
Σ+Σ1

-

-∯
Σ1

-

=∭
Ω0

0dv+∯
Σ1

xdydz+ydxdz+zdxdy
δ3

 = 1δ3 ∭
Ω:x2+y2+z2≤δ2

3dv= 3δ3
·4πδ

3

3 =4π.

【例18.5】计算曲面积分I=∬
Σ

(x3+az2)dydz+(y3+ax2)dzdx+(z3+ay2)dxdy,

其中Σ为上半球面z= a2-x2-y2 的上侧.
【分析与解答】记S为平面z=0(x2+y2≤a2)的下侧,Ω为Σ与S所围成的区域空间,

于是

I=∬
Σ+S

(x3 +az2)dydz+(y3 +ax2)dzdx+(z3 +ay2)dxdy-∬
S

(x3 +az2)dydz+

(y3+ax2)dzdx+(z3+ay2)dxdy

=∭
Ω

3(x2+y2+z2)dv+ ∬
x2+y2≤a2

ay2dxdy

=3∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
sinφdφ∫

a

0
r4dr+∫

2π

0
asin2θdθ∫

a

0
r3dr

= 65πa
5+14πa

5 =2920πa
5.

【例18.6】设I=∬
Σ

xdydz+ydxdz+zdxdy
(x2+y2+z2)

3
2

,试依次对以下四个曲面计算I的值.
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(1)Σ是上半球面z= R2-x2-y2 的上侧;

(2)Σ是x2

a2+y2
b2 +z2

c2 =1的外侧 (a,b,c>0);

(3)Σ是z=2-x2-y2 在z≥0部分的上侧;

(4)Σ是z=2-x2-y2 在z≥-2部分的上侧.

【分析与解答】设r= x2+y2+z2 ,P = x
r3
,Q= y

r3
,R= z

r3

∂P
∂x =

r3-3xr2·x
r

r6 = 1r3 -3x
2

r5 .

同理 ∂Q
∂y = 1r3 -3y

2

r5
,∂R
∂z = 1r3 -3z

2

r5 .

所以 ∂P
∂x+∂Q∂y+∂R∂z =0.

(1)将Σ方程代入被积函数中,得I= 1
R3∬

Σ

xdydz+ydzdx+zdxdy,

补Σ0:z=0,x2+y2 ≤R2 ,方向向下,又Ω是由Σ和Σ0 围成的半球体,则

I= 1
R3∬

Σ+Σ0

-∬
Σ

( )
0

= 1
R3∭

Ω

3dv-( )0 = 3
R3·

2π
3R3 =2π.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】只有在使用代入技巧之后才能补Σ0:z=0,否则在Ω内出现被积函数的不连

续点,高斯公式失效.

(2)作一球面Σρ:x2+y2+z2 =ρ2 ,方向向内,且取ρ充分小使得Σρ 置于Σ的内部,又

设Σ和Σρ 所围区域记为Ω,Σρ 所围区域记为Ωρ,则

I=∬
Σ

=∬
Σ+Σρ

-∬
Σρ

.

根据高斯公式,∬
Σ+Σρ

=∭
Ω

∂P
∂x+∂Q∂y+∂R∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

z dv=∭
Ω

0dv=0.

在Σρ 上x2+y2+z2 =ρ2 ,并注意方向向内,则

∬
Σρ

=∬
Σρ

xdydz+ydzdx+zdxdy
x2+y2+z( )2 3/2

= 1
ρ3∬Σρ

xdydz+ydzdx+zdxdy

=-1
ρ3∭Ωρ

3dv=-3
ρ3
·4π
3ρ

3 =-4π,

故   I=0- -4( )π =4π.
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췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】如果不用小球将原点抠掉,而是直接使用高斯公式,那么是错误的,因为被积

函数在原点处不连续.

(3)作上半球面Σρ:z= ρ2-x2-y2 ,方向向下,ρ充分小使得Σρ 在Σ的内部,再补

一平面Σ0:z=0,ρ2 ≤x2+y2≤2,方向向下,设由Σ,Σρ 和Σ0 共同围成的立体区域记为

Ω,则

I=∬
Σ

=∬
Σ+Σρ+Σ0

-∬
Σρ

-∬
Σ0

.

由高斯公式,第一项=0,由第(1)题,∬
Σρ

=-2π(注意Σρ 方向向下),最后,

∬
Σ0

=∬
Σ0

xdydz+ydzdx+zdxdy
x2+y2+z( )2 3/2 =0,

故 I=0- -2( )π -0=2π.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍 췍

췍췍  【注】不能光用Σ0:z=0封闭Σ,还必须用Σρ 把原点抠除.

(4)补平面Σ0:z=-2,x2+y2≤4,方向向下;作球面Σρ:x2+y2+z2=ρ2 ,方向向内,

且ρ充分小,使得Σρ 包含在Σ之内.又设Σρ 所用球体区域记为Ωρ,Σ与Σρ 所围立体记为

Ω,则

∬
Σ

=∬
Σ+Σρ+Σ0

-∬
Σ0

-∬
Σρ

.

根据高斯公式,第一项=0,由第(2)题,∬
Σρ

=-4π,最后,

∬
Σ0

=∬
Σ0

-2dxdy
x2+y2+( )4 3/2 =-∬

Dxy

-2dxdy
x2+y2+( )4 3/2

=2∫
2π

0
dθ∫

2

0

rdr
r2+( )4 3/2 =-4π

1
r2+

é

ë
êê

ù

û
úú4

2

0
= 2-( )2 π,

故 I=0- -4( )π - 2-( )2 π= 2+( )2 π.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】作此题时容易用Σ0:z=-2把Σ封闭后就使用高斯公式,而没有把原点用小

球抠掉。以上4个小题代表了用高斯公式计算第二类曲面积分时可能出现的各种题

型,应该彻底弄懂、掌握.

【例18.7】求∬
Σ

f(x,y,z)+[ ]xdydz+ 2f(x,y,z)+[ ]ydzdx+ f(x,y,z)+[ ]zdxdy,

Σ为 平面x-y+z=1第四卦限内的部分的前侧.
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【分析与解答】

解法一:平面x-y+z=1其法向量n
⇀

= 1,-1,{ }1 ,方向向上,其方向余弦为

cosα= 1
3
,cosβ=-1

3
,cosγ= 1

3
,由两类曲面积分间的关系,则

∬
Σ

f(x,y,z)+[ ]x dydz+ 2f(x,y,z)+[ ]y dzdx+ f(x,y,z)+[ ]zdxdy

=∬
Σ

(f+x)cosαdS+(2f+y)cosβdS+(f+z)cosγdS

=∬
Σ

(f+x)1
3
dS+(2f+y)(-1

3
)dS+(f+z)1

3
dS

= 1
3∬Σ(x-y+z)dS= 1

3∬ΣdS= 1
3
.32 = 12.

解法二:将Σ投影到xOy面,∂z
∂x=-1,∂z∂y=1.于是

∬
Dxy

f(x,y,z)+[ ]x (-∂z∂x
)+ 2f(x,y,z)+[ ]y (-∂z∂y

)+ f(x,y,z)+[ ]{ }z dxdy

=∬
Dxy

(x-y+z)dxdy=∬
Dxy

dxdy= 12.

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍
췍
췍
췍
췍
췍
췍 췍

췍췍

  【注】我们看到,此题使用转换坐标变量法会相对容易一些.但需要指出,转换坐标

变量法并非常用的通法.一般而言,我们需要视Σ的方程是否复杂来确定是否可以用转

换坐标变量法.当Σ为平面、旋转抛物面等简单情况时,使用转换坐标变量法才可能比

较简单,如本题.

18.2.2 第二型曲面积分的综合题

【例18.8】设S为上半椭球面x2

2+y2
2+z2 =1(z≥0),点P(x,y,z)∈S,Π是S在

点P 处的切平面,d(x,y,z)为原点到Π的距离,求

(1)I1 =∬
S

z
d(x,y,z)

dS.

(2)I2 =∬
S(上侧)

1
d2(x,y,z)

(dydz+dzdx+dxdy).

【分析与解答】(Ⅰ)的解答已经在第16讲例16.2给出,之所以在这里再次写出,主要是

为了给(Ⅱ)做铺垫,I1 =3π2 .

对于(Ⅱ),将第二型曲面积分转换成第一型曲面积分,然后利用I1 的计算结果计算I2 .
由于S在点P(x,y,z)处的法向量为 {x,y,2z},所以它的上侧的方向余弦为
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cosα= x
x2+y2+4z2

,cosβ= y
x2+y2+4z2

,cosγ= 2z
x2+y2+4z2

.

因此

dydz=cosαdS= x
2d
(x,y,z)dS,dxdz=cosβdS= y

2d
(x,y,z)dS,

dxdy=cosγdS=zd(x,y,z)dS,
将它们代入I2 得

I2 =∬
S(上侧)

1
d2(x,y,z)

(dydz+dzdx+dxdy)

=∬
S

1
d2(x,y,z)

(x
2+y

2+z)d(x,y,z)dS

= 12∬
S

1
d(x,y,z)

(x+y+2z)dS.

∬
S

z
d(x,y,z)

dS=I1 =3π2
(由于S关于平面x=0对称,在对称点处 x

d(x,y,z)
的值互

为相反数,所以∬
S

x
d(x,y,z)

dS=0,同样,∬
S

y
d(x,y,z)

dS=0).

【例18.9】求矢量A
⇀
(x,y,z)=i

⇀

+zj
⇀

+ ez

x2+y2
k
⇀
穿过曲面Σ的通量,其中Σ为曲线

z=y
x={ 0

,绕z轴旋转一周所形成旋转曲面的外侧在1≤z≤2间部分.

【分析与解答】曲线
z=y
x={ 0

,绕z轴旋转一周所形成旋转曲面

Σ:z= x2+y2(1≤z≤2),

向量A
→

=P(x,y,z)i
→

+Q(x,y,z)j
→

+R(x,y,z)k
→

=i
→

+zj
→

+ ez

x2+y2
k
→
,

通过Σ的通量为

Φ=∬
Σ

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy=∬
Σ

dydz+zdzdx+ ez

x2+y2
dxdy.

添加辅助曲面

Σ1:z=2 (x2+y2 ≤4)取上侧,

Σ2:z=1 (x2+y2 ≤1)取下侧.
Σ+Σ1+Σ2 形成封闭曲面,所为区域记为Ω,则由高斯公式

Ω=∬
Σ

dydz+zdzdx+ ez

x2+y2
dxdy

= ∬
Σ+Σ1+Σ2

dydz+zdzdx+ ez

x2+y2
dxdy-∬

Σ1

dydz+zdzdx+ ez

x2+y2
dxdy-
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∬
Σ2

dydz+zdzdx+ ez

x2+y2
dxdy

=∭
Ω

ez

x2+y2
dv-∬

x2+y2≤4

e2

x2+y2
dxdy+∬

x2+y2≤1

e
x2+y2

dxdy

=∫
2

1
dz∫

2π

0
dθ∫

z

0

ez
rrdr-∫

2π

0
dθ∫

2

0

e2
rrdr+∫

2π

0
dθ∫

1

0

e1
rrdr

=2π∫
2

1
zezdz-4πe2+2πe

=2πe2-4πe2+2πe

=2πe(1-e).
【例18.10】设函数f(x)在 [0,+∞)上连续,若对任意的t∈ (0,+∞)恒有

∭
Ω(t)

f(x2+y2+z2)dv+∮
L(t)

f(x2+y2)ds=∬
D(t)

x2+y2f(x2+y2)dσ+∯
Σ(t)

(x2+

y2+z2)dS,其中Ω(t)={(x,y,z)x2+y2+z2 ≤t2},D(t)是Ω(t)在xOy平面上的投影

区域,Σ(t)是平面Ω(t)的表面,L(t)是D(t)的边界曲线.证明f(x)满足∫
t

0
r2f(r)dr+

tf(r)=2t4,且f(0)=0.
【分析与解答】D(t)= {(x,y)x2+y2 ≤t2},Σ(t)= {(x,y,z)x2+y2+z2 =t2},

L(t)= {(x,y)x2+y2 =t2},

且∭
Ω(t)

f(x2+y2+z2)dv=∫
2π

0
dθ∫

π

0
sinφdφ∫

t

0
r2f(r)dr=4π∫

t

0
r2f(r)dr,

∬
D(t)

x2+y2f(x2+y2)dσ=∫
2π

0
dθ∫

t

0
r2f(r)dr=2π∫

t

0
r2f(r)dr,

∯
Σ(t)

(x2+y2+z2)dS=t2∯
Σ(t)

dS=4πt4,∮L(t)
f(x2+y2)ds=f(t)∮L(t)

ds=2πtf(t).

由题设条件,有

4π∫
t

0
r2f(r)dr+2πtf(t)=2π∫

t

0
r2f(r)dr+4πt4,

即

∫
t

0
r2f(r)dr+tf(t)=2t4 .

于是,当t≠0时,f(t)=
2t4-∫

t

0
r2f(r)dr

t
,故

f(0)=lim
t→0+

f(t)=lim
t→0+

2t4-∫
t

0
r2f(r)dr

t =lim
t→0+
[8t3-t2f(t)]=0.
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