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第1章 静力学公理和物体的受力分析 
 

1-1  画出下列各图中物体 A，ABC 或构件 AB，AC 的受力图。未画重力的各物体的自

重不计，所有接触处均为光滑接触。 
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图 1-1 
1-2 画出下列每个标注字符的物体的受力图。题图中未画重力的各物体的自重不计，所

有接触处均为光滑接触。 
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第2章 平面汇交力系与平面力偶系 
 

2-1 铆接薄板在孔心 A，B 和 C 处受 3 个力作用，如图 2-1a 所示。 N 1001 =F ，沿铅

直方向； N 503 =F ，沿水平方向，并通过点 A； N 502 =F ，力的作用线也通过点 A，尺

寸如图。求此力系的合力。 
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       (a)      (b)                 (c) 

图 2-1 
解 （1） 几何法 
作力多边形 abcd，其封闭边 ad 即确定了合力 FR的大小和方向。由图 2-1b，得 

2
23

2
21R )5/3()5/4( ×++×+= FFFFF  

22 )5/3N50N50()5/4N50N100( ×++×+= =161 N 

)
5/4

arccos(),(
R

21
1R F

FF ×+
=∠ FF  

4429.7429)
N161

5/4N50N100arccos( ′==
×+

= oo  

（2）解析法  建立如图 2-1c 所示的直角坐标系 Axy。 
N 805/3N50N505/321 =×+==×+=∑ FFFx  

N 1405/4N50N1005/421 =×+=×+=∑ FFFy  

N)14080(R jiF +=  

N 161N)140(N)80( 22
R =+=F  

2-2 如图 2-2a 所示，固定在墙壁上的圆环受 3 条绳索的拉力作用，力 F1沿水平方向，

力 F3 沿铅直方向，力 F2与水平线成 40°角。3 个力的大小分别为 F1=2 000 N，F2=2 500 N，

F3=1 500 N。求 3 个力的合力。 
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图 2-2 
解 （1）解析法 
建立如图 2-2b 所示的直角坐标系 Oxy。 

°+=∑ 40cos21 FFFx °⋅+= 40cosN5002N0002 =3 915 N 
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°+=∑ 40sin23 FFFy °⋅+= 40sinN5002N5001 =3 107 N 

22
R )()( yx FFF ∑+∑= ( ) N10739153 22 += N   9984=  

)arccos(),(
R

R F
Fx

x
∑

=∠ FF 6238)
N9984
N9153arccos( ′°==  

（2）几何法 
作力多边形 Oabc，封闭边 Oc 确定了合力 FR的大小和方向。根据图 2-2c，得 

2
23

2
21R )40sin()40cos( °++°+= FFFFF  

22 )40sin50025001()40cos50020002( °++°+= =4 998  N 

R
1R arccos),(

F
Fx∑

=∠ FF
N9984
N9153arccos= 6238 ′°=  

2-3  物体重 P=20 kN，用绳子挂在支架的滑轮 B 上，绳子的另 1 端接在绞车 D 上，如

图 2-3a 所示。转动绞车，物体便能升起。设滑轮的大小、杆 AB 与 CB 自重及摩擦略去不计，

A，B，C 三处均为铰链连接。当物体处于平衡状态时，求拉杆 AB 和支杆 CB 所受的力。 
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TF
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                 (a)                                  (b)                      

图 2-3 
解  取支架、滑轮及重物为研究对象，坐标及受力如图 2-3b 所示。由平衡理论得 

030sin30cos ,0 T =°−°−−=∑ FFFF CBABx  

030cos30sin ,0 T =−°−°−−=∑ PFFF CBy  

将 FT=P=20 kN 代入上述方程，得 
kN 6.54=ABF （拉）， kN  6.74−=CBF （压） 

2-4 火箭沿与水平面成 °= 25β 角的方向作匀速直线运动，如图 2-4a 所示。火箭的推力

F1=100 kN，与运动方向成 °= 5θ 角。如火箭重 P=200 kN，求空气动力 F2 和它与飞行方向

的交角γ 。 
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         图 2-4 
解  坐标及受力如图 2-4b 所示，由平衡理论得 

0sin)cos(  ,0 21 =−+=∑ ϕβθ FFFx              (1) 

)cos( sin 12 βθϕ += FF  
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0cos)sin(  ,0 21 =+−+=∑ ϕβθ FPFFy                         (2) 

)sin(cos 12 βθϕ +−= FPF  
式(1)除以式(2)，得 

)sin(
)cos(tan

1

1

βθ
βθ

ϕ
+−

+
=

FP
F

 

代入有关数据，解得 
°= 30ϕ  

°=°−°+°=−+°= 9525309090 βϕγ  
将ϕ值等数据代入式(1)，得 

kN 1732 =F  
2-5  如图 2-5a 所示，刚架的点 B 作用 1 水平力 F，刚架重量不计。求支座 A，D 的约

束力。 
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F

 
                        (a)             (b) 

图 2-5 

解  研究对象：刚架。由三力平衡汇交定理，支座 A 的约束力 FA必通过点 C，方向如

图 2-5b 所示。取坐标系Cxy，由平衡理论得 

0
5

2 ,0 =×−=∑ Ax FFF              （1） 

0
5

1 ,0 =×−=∑ ADy FFF               （2） 

式(1)、(2)联立，解得 

FFFA 12.1
2
5

== ， FFD 5.0=  

2-6  如图 2-6a 所示，输电线 ACB 架在两线杆之间，形成 1 下垂曲线，下垂距离 CD=f=1 
m，两电线杆距离 AB=40 m。电线 ACB 段重 P=400 N，可近似认为沿 AB 连线均匀分布。求

电线中点和两端的拉力。 
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图 2-6 
解  本题为悬索问题，这里采用近似解法，假定绳索荷重均匀分布。取 AC 段绳索为研

究对象，坐标及受力如图 2-6b 所示。图中： 

N 200
21 ==
PW  

由平衡理论得 
        0cos,0 TT =−=∑ θACx FFF                                    (1) 
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        0sin,0 1T =−=∑ WFF Ay θ                                       (2) 

式（1）、（2）联立，解得 

        0102

110
1

N200
sin

22

1
T =

+

==
θ

WF A  N 

        0002
110

10N0102cos
22TT =

+
×== θAC FF  N 

因对称 
0102TT == AB FF  N 

2-7 如图 2-7a 所示液压夹紧机构中，D 为固定铰链，B，C，E 为活动铰链。已知力 F，
机构平衡时角度如图 2-7a，求此时工件 H 所受的压紧力。 

 

y

F

B
θ C

BCF
BFN

y

θ CDF

x′

θ

BCF ′

θ

CEF

xC

y

θ

CEF ′

EFN

HFN

E

 
     (a)      (b)       (c)       (d) 

图 2-7 
解  （1）轮 B，受力如图 2-7 b 所示。由平衡理论得 

θsin
  , 0 FFF BCy ==∑ （压） 

（2）节点 C，受力如图 2-7c 所示。由图 2-7c 知， CDBC FF ⊥' ，由平衡理论得 

0)290cos(  ,0 =−°−=∑ θCEBCx FFF ， 
θ2sin

BC
CE

F
F =  

（3）节点 E，受力如图 2-7d 所示 

θ
θ 2N sin2

cos' , 0 FFFF CEHy ===∑  

即工件所受的压紧力 

θ2N sin2
FF H =  

2-8  图 2-8a 所示为 1 拨桩装置。在木桩的点 A 上系 1 绳，将绳的另 1 端固定在点 C，
在绳的点 B 系另 1 绳 BE，将它的另 1 端固定在点 E。然后在绳的点 D 用力向下拉，使绳的

BD 段水平，AB 段铅直，DE 段与水平线、CB 段与铅直线间成等角 rad .10=θ （当θ 很小

时， θθ ≈tan ）。如向下的拉力 F=800 N，求绳 AB 作用于桩上的拉力。 

  

y

xDBF
DEF

θ D

F     

y

x

BC
F

AB
F

DB
F ′

B

θ

 
                 (a)          (b)             (c) 

图 2-8 
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解  （1）节点 D，坐标及受力如图 2-8b，由平衡理论得 
0cos ,0 =−=∑ θDEDBx FF F  

0sin  ,0 =−=∑ FFF DEy θ  

解得 
θcotFFDB =  

讨论：也可以向垂直于 DEF 方向投影，直接得 
θcotFFDB =  

（2）节点 B，坐标及受力如图 2-8c 所示。由平衡理论得 
0sin  ,0 ' =−=∑ DBCBx FFF θ   

0sin  ,0 =−=∑ ABCBy FFF θ  

解得 

kN 80
1.0

N800cotcot 22
2 =====

θ
θθ FFFF DBAB  

2-9 铰链 4 杆机构 CABD 的 CD 边固定，在铰链 A、B 处有力 F1，F2 作用，如图 2-9a
所示。该机构在图示位置平衡，不计杆自重。求力 F1 与 F2的关系。 

        

y

x
ABF

1F
ACF

A °45
°60

          

x

y

B
°30
°30

ABF ′

2F
BDF

 
    (a)                 (b)            (c) 

图 2-9 
解  (1) 节点 A，坐标及受力如图 2-9b 所示，由平衡理论得 

030cos15cos ,0 1 =°+°=∑ FFF ABx ， 
°

−=
15cos2

3 1FFAB （压） 

（2）节点 B，坐标及受力如图 2-9c 所示，由平衡理论得 
        060cos30cos ,0 2 =°−°−=∑ FFF ABx  

1
1

2 1.553
15cos2

3
3 F

F
FF AB =

°
=−=  

即      1F ﹕ 644.02 =F  
    2-10  如图 2-10 所示，刚架上作用力 F。试分别计算力 F 对

点 A 和 B 的力矩。 
解 θcos)( FbM −=FA  

    
)cossin(

sincos)(
θθ
θθ

baF
FaFbM B

−=
+−=F

 

 
 
                                                                                                 

图 2-10 
2-11  为了测定飞机螺旋桨所受的空气阻力偶，可将飞机水平放置，其 1 轮搁置在地秤

上，如图 2-11a 所示。当螺旋桨未转动时，测得地秤所受的压力为 kN 6.4 ，当螺旋桨转动

时，测得地秤所受的压力为 kN 4.6 。已知两轮间距离 m 5.2=l ，求螺旋桨所受的空气阻力

偶的矩M 。 
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             l

O

P 2N
F1N

F

M

 
                     (a)                                      (b) 

图 2-11 
解  研究对象和受力如图 2-11b，约束力改变量构成 1 力偶，则 

     0=∑M ， 0)kN6.4kN4.6( =−+− lM ， mkN 5.4kN8.1 ⋅=⋅= lM  
2-12  已知梁 AB 上作用 1 力偶，力偶矩为 M，梁长为 l ，梁重不计。求在图 2-12a，2-12b，

2-12c 三种情况下支座 A 和 B 的约束力。 

   
BF

l

2/l

AF
A B

M

 
      (a)       (a1) 

    

BA

3/l

l BFAF

M

  
      (b)       (b1) 

 l θ

2/lθ
AF
A B

M

BF  
                     (c)       (c1) 

图 2-12 

解 （a） 梁 AB，受力如图 2-12a1 所示。 BA FF , 组成力偶，故 

BA FF =  

      0=∑ AM ， 0=− MlFB ，  
l

MFB = ，
l

MFA =  

（b）梁 AB，受力如图 2-12b1 所示。 

      0=∑ AM ， 0=− MlFB ， 
l

MFF AB ==   

（c）梁 AB，受力如图 2-12c1 所示。 

      0=∑ AM ， 0cos =− MlFB θ ， 
θcosl

MFF AB ==   

2-13  图 2-13a 所示结构中，各构件自重不计。在构件 AB 上作用 1 力偶矩为 M 的力偶，

求支座 A 和 C 的约束力。 
解 （1）BC 为二力杆： BC FF −=  （图 2-13c） 

（2）研究对象 AB，受力如图 2-13b 所示，
', BA FF 构成力偶，则 

 0=∑M ， 022N =−×× MaF A ， 
a
M

a
MFA 4

2
22

==  
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a
MFFF ABC 4

2
===  

   AF
A

°45

B

BF ′

M

   
C

B

CF

BF

°45

 
     (a)      (b)          (c) 

图 2-13 
2-14  图 2-14a 中，两齿轮的半径分别是 r1，r2，作用于轮 I 上的主动力偶的力偶矩为

M1，齿轮的啮合角为θ ，不计两齿轮的重量。求使两轮维持匀速转动时齿轮 II 的阻力偶之

矩 M2 及轴承 O1，O2 的约束力的大小和方向。 

 θ

1O

1M

1r

F ′

1OF
θ

2O
F

F ′

2M

2O

θ

θ

2r

 
                 (a)                      (b)                 (c) 

图 2-14 
解 （1）轮 O1，受力如图 2-14b 所示 

       ，0cos  ,0 111 =−=∑ θrFMM O   
θcos1

1
1 r

M
FO =  (方向如图)   

  （2）轮 O2，受力如图 2-14c 所示 

       0cos  ,0 222 =−=∑ θrFMM O ， 
θcos2

2
2 r

MFO =  (方向如图) 

                 12 ' OO FFFF === ， M
r
r

M
1

2
2 =  

2-15 直角弯杆 ABCD 与直杆 DE 及 EC 铰接如图 2-15a，作用在杆 DE 上力偶的力偶矩

mkN 04 ⋅=M ,不计各杆件自重,不考虑摩擦，尺寸如图。求支座 A，B 处的约束力和杆 EC
受力。 

      

°45
°45

DF

ECF
E

D
M

        

C

D

EA B

BF
m4

AF °60

M

 
             (a)                      (b)                         (c) 

图 2-15 

解  （1）EC 为二力杆，杆 DE 受力如图 2-15b 所示 
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0
2
24  ,0 =+⋅⋅−=∑ MFM EC  

( ) kN 14.1kN 210
22

40
===ECF  

   （2）整体，受力图 c。为构成约束力偶与外力偶 M 平衡，有 

BA FF =  
030cos4   ,0 =°⋅×−=∑ AFMM  

   kN
3

20
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=AF kN 1.51≈ ， kN 1.51≈BF  

2-16 在图 2-16a 所示结构中，各构件的自重略去不计，在构件 BC 上作用 1 力偶矩为 M
的力偶，各尺寸如图。求支座 A 的约束力。 

   

CF

BF
B

C
M

y

x

°45

AF

CFC

A
DF

l l  
    （a）          (b)                         (c) 
                                            图 2-16 

解  (1) 研究对象 BC，受力如图 2-16b 所示，为构成约束力偶，有 

CB FF =  

  MlFM B 0 ,  0 =+⋅−=∑ ， 
l

MFB =  

l
MFF BC ==  

(2) 研究对象：ADC，受力如图 2-16c 所示 
         045cos    , 0 ' =°+−=∑ ACx FFF  

                   
l
MFF CA

22 ' == （方向如图） 

2-17 在图 2-17a 所示机构中，曲柄 OA 上作用 1 力偶，其力偶矩为 M；另在滑块 D 上

作用水平力 F。机构尺寸如图，各杆重量不计。求当机构平衡时，力 F 与力偶矩 M 的关系。 

  

a

OF

ABF
θ θM

A O

  

x

θ
θ

B BDFBCF
θ

ABF ′

 

DNF

F

BDF′
θ

x
D

 
     (a)           (b)             (c)         (d) 

图 2-17 

解 （1）杆 AO，受力如图 2-17b 所示 

     0=∑M ， MaFAB =⋅θcos ， 
θcosa

MFAB =                      （1） 

（2）节点 B，受力如图 2-17c 所示 
      0=∑ xF ， 02sin2cos' =− θθ BDAB FF  
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式（1）代入上式，得 

θθ
θ

θ
θ

2sincos
2cos

2sin
2cos'

a
MFF AB

BD ==                    (2) 

（3）滑块 D，受力如图 2-17d 所示 
      0=∑ xF ， 0cos =− θBDFF   
式（2）代入上式，得 

θ2cot
a
MF =  
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第 3 章  平面任意力系 
 

3-1  图 3-1a 中，已知 N 1501 =F ， N 2002 =F ， N 3003 =F ， N 200'== FF 。

求力系向点 O 简化的结果；并求力系合力的大小及其与原点 O 的距离 d。 

          

x

y

O

OM

RF ′

RF

 
     (a)               (b) 

图 3-1 
解  (1) 求合力 RF 的大小 

5
2

10
1

2
1

321 ×−×−×−=∑ FFFFx  

        N 62.437
5

2N300
10
1N200

2
1N150 −=×−×−×−=  

5
1

10
3

2
1

321 ×−×−×−=∑ FFFFy  

       N 62.161
5

1N300
10
3N200

2
1N150 −=×+×−×−=  

主矢   ( ) N 5.466N )62.161()62.437()()( 2222'
R =−+−=∑+∑= yx FFF  

主矩   m08.0m
5
20.0m

2
10.0

31 ×−×+×= FFFM O  

        mN 44.21m08.0N200m
5
20.0N300m

2
10.0N150 ⋅=×−×+×= （逆） 

合力 RF 在原点 O 的左侧上方，如图 3-1b 所示，且 N 5.466'
RR == FF  

 (2) 求距离 d 

 cm 59.4m9045.0
N5.466

mN44.21
'

R

==
⋅

==
F
M

d O  （图 3-1b） 

3-2  图 3-2a 所示平面任意力系中 N 2401 =F ， N 802 =F ， N 403 =F ，

N 1104 =F ， mmN 0002 ⋅=M 。各力作用位置如图 3-2b 所示，图中尺寸的单位为 mm。

求：（1）力系向点 O 简化的结果；（2）力系的合力的大小、方向及合力作用线方程。 

          

-6

y

xO
RF ′

RF

OM

 
      (a)              (b) 

图 3-2 
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解（1） 向点 O 简化 

N 150
2
2

421
'

R −=−−⋅= FFFF x ，  0
2
2

31
'

R =−⋅= FFF y  

N 150R iF ' −=  
MFFFM O −×−×+×= mm30mm50mm30 432  

         
mmN 900

mmN0002mm30N110mm50N40mm30N80
⋅−=

⋅−×−×+×=
（顺） 

(2) 合力 
  大小： N 150R =F ，方向水平向左。合力作用线方程： 

mm 6
N150
mmN900

R

=
⋅

==
F
M

y O  

由 OM 转向知合力作用线方程为 
  mm 6−=y  

3-3  如图 3-3 所示，当飞机作稳定航行时，所有作用在它上面的力必须相互平衡。已

知飞机的重力 kN 30=P ，螺旋桨的牵引力 kN 4=F 。飞机的尺寸： m 2.0=a ， m 1.0=b ， 
m 05.0=c ， m 5=l 。求阻力 xF ，机翼升力 1yF 和尾部的升力 2yF 。 

解 选择坐标系如图。 
   0=∑ xF ， 0=− FFx ， kN 4== FFx  

   0=∑ AM ， 0)()(2 =+−−+ cbFPalaFy  

             kN 27.1)(
2 =

+
++

=
la

cbFPaFy  

   0=∑ yF ， 021 =−+ PFF yy  

             kN 7.2821 =−= yy FPF                         图 3-3 

    3-4 在图 3-4a 所示刚架中， kN/m  3=q ， kN 26=F ， mkN 01 ⋅=M ，不计刚架

的自重。求固定端 A 的约束力。 

     

FM
B °45

m3

q A
AM

AxF

 
                     (a)                                (b) 

图 3-4 
解  受力如图 3-4b 所示 

       kN 6 45sin ,0 =°==∑ F  FF Ayy     

       045cosm4
2
1,0 =°−×+=∑ FqFF Axx ， 0=AxF  

0m445cosm345sinm
3
4m4

2
1,0 =×°+×°−−××−=∑ FFMqMM AA  

mkN 12 ⋅=AM （逆） 
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AF

3-5 如图 3-5a 所示，飞机机翼上安装 1 台发动机，作用在机翼 OA 上的气动力按梯形分

布： kN/m 40 ,kN/m 60 21 == qq ，机翼重为 kN 451 =P ，发动机重为 kN 202 =P ，发

动机螺旋桨的作用力偶矩 mkN 18 ⋅=M 。求机翼处于平衡状态时，机翼根部固定端 O 的

受力。 

2F
1F

1q
2q

2P1P
m6.3
m2.4

m9

x
A

y

O

M

OM

OF

 
                   (a)            (b) 

图 3-5 
解  研究对象：机翼（含螺旋桨），受力如图 3-5b 所示。梯形分布载荷看作三角形分布

载荷( 21 qq − )和均布载荷 2q 两部分合成。三角形分布载荷 21 qq − 的合力 

             N  00009m9)(
2
1

211 =×−= qqF  

均布载荷 q2的合力 
             000360m922 =×= qF  N 

2F 位于离 O m .54 处。 
       0,0 2121 =−−++=∑ PPFFFF Oy  

                 2121 FFPPFO −++= N 000385−= kN 385−=  

0=∑ OM ， 0m2.4m6.3m54m3 2121 =−×−×−⋅×+×+ MPPFFM O  

                  =OM mkN 6621 ⋅  (逆) 
3-6 无重水平梁的支承和载荷如图 3-6a、图 3-6b 所示。已知力 F，力偶矩为 M 的力偶

和强度为 q 的均匀载荷。求支座 A 和 B 处的约束力。 

      

F

B
aa2

A

M

BF
 

                (a)       (a1) 

      aa2a

D
A B

Fq

BFAF

M

 
                       (b)       (b1) 

图 3-6 
解  (1) 梁 AB，坐标及受力如图 3-6a1 所示 

032,0 =×−−×=∑ aFMaFM BA ， )3(
2
1

a
MFFB +=  

0,0 =−+=∑ FFFF BAy ， )(
2
1

a
MFFFF BA +−=−=  

    (2) 梁 AB，坐标及受力如图 3-6b1 所示 

0=∑ AM ， 032
2
1 2 =−×−×+ MaFaFqa B  
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   )
2
13(

2
1 qa

a
MFFB −+=  

0  ,0 =−−+=∑ qaFFFF BAy  

   )
2
5(

2
1 qa

a
MFFA −+−=  

3-7 如图 3-7a 所示，液压式汽车起重机全部固定部分（包括汽车自重）总重为

kN 601 =P ，旋转部分总重为 kN 202 =P ， m 4.1=a ， m 4.0=b ， m 85.11 =l ，

m 4.12 =l 。求：（1）当 m 3=l ，起吊重为 kN 50=P 时，支撑腿 A，B 所受地面的约束

力；（2）当 m 5=l 时，为了保证起重机不致翻倒，问最大起重为多大？ 

     

a b

P
2P

1P
A B

l
1l 2l

AF
BF

 
      (a)                 (b) 

图 3-7 
解  整体，坐标及受力如图 3-7b 所示。 

 (1) 求当 m 3=l ， kN 50=P 时的 AF ， BF  
0)()()()(  ,0 2111211 =+−+−+−−−=∑ llFllPblPalPM BA  

kN 8.96)]()()([1
11211

21

=++++−
+

= llPblPalP
ll

FB  

0,0 21 =−−−+=∑ PPPFFF BAy  

  kN 2.3321 =−++= BA FPPPF    
 （2）求当 m 5=l 时，保证起重机不翻倒的 P。 
起重机不翻倒的临界状态时， 0=AF 。 
    0=∑ BM ， 0)()()( 22221 =−−−++ llPblPlaP  

           kN 2.52)]()([1
2221

2

=−++
−

= blPlaP
ll

P  

即               kN 2.52max =P  
3-8  如图 3-8a 所示，行动式起重机不计平衡锤的重为 kN 500=P ，其重心在离右轨

1.5 m 处。起重机的起重力为 kN 2501 =P ，突臂伸出离右轨 10 m。跑车本身重力略去不计，

欲使跑车满载时起重机均不致翻倒，求平衡锤的最小重力 2P 以及平衡锤到左轨的最大距离

x。 

   

m3AF BF

P 1P

m10
m5.1x2P

 
     (a)                (b) 
                                           图 3-8 

解  起重机，受力如图 3-8b 所示。 
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  (1)  起重机满载时不向右倾倒临界状态下， 0=AF 。 
     0m10m5.1)m3(,0 12 =×−×−+=∑ PPxPM B          （1） 
  (2)  起重机空载时向左不倾斜临界状态下， 0=BF  
     0)m5.1m3(,0 2 =+−=∑ PxPM A         （2） 
式（1）、（2）联立，解得 

kN 333min22 == PP  

                m  75.65.4
2

max ===
P
Pxx  

3-9 飞机起落架，尺寸如图 3-9a 所示，A，B，C 均为铰链，杆 OA 垂直于 AB 连线。当

飞机等速直线滑行时，地面作用于轮上的铅直正压力 kN 30N =F ，水平摩擦力和各杆自重

都比较小，可略去不计。求 A、B 两处的约束力。 

             

C

 
    （a）                       (b) 

图 3-9 
解  如图 3-9b，杆 BC 为二力杆， BF 沿 BC。 

 0=∑ AM ， 0m5.0
6.04.0

6.0m2.115sin
22N =×

+
×+×°− BFF  

                kN 4.22=BF （拉） 

     0=∑ xF ， 0
6.04.0

6.015sin
22N =

+
×+°− BAx FFF  

                kN 67.4−=AxF  

     0=∑ yF ， 0
6.04.0

6.015cos
22N =

+
×+°+ BAy FFF  

                kN 7.47−=AyF  

3-10  水平梁 AB 由铰链 A 和 BC 所支持，如图 3-10a 所示。在梁上 D 处用销子安装半

径为 m 1.0=r 的滑轮。有 1 跨过滑轮的绳子，其 1 端水平系于墙上，另 1 端悬挂有重为

N 8001=P 的重物。如 m 2.0=AD ， m 4.0=BD ， °= 45ϕ ，且不计梁、杆、滑轮和

绳的重力。求铰链 A 和杆 BC 对梁的约束力。 
解  整体，坐标及受力如图 3-10b 所示： 

                           N 8001T == PF  
0)(sin)(,0 T =+⋅++−=∑ DBADFrADPrFM BCA ϕ  

N 5.848N2600
sin)(

==
+
⋅

=
ϕBDAD

ADPFBC （拉） 
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   P

BA r
D

BCFTF

AyF

AxF ϕ

 
      (a)       (b) 

图 3-10 
     0cos,0 T =−−=∑ ϕBCAxx FFFF  

              N 4002cosT =+= ϕBCAx FFF  

     0sin,0 =−+=∑ PFFF BCAyy α  

              N 2001sin =−= ϕBCAy FPF  

3-11  如图 3-11a 所示，组合梁由 AC 和 CD 两段铰接构成，起重机放在梁上。已知起

重机重为 kN 501 =P ，重心在铅直线 EC 上，起重载荷为 kN 102 =P 。如不计梁重，求支

座 A、B、D 三处的约束力。 

         

F G
2P

1P
GFFF

m4

m1 m1

E

 
                 (a)              (b)  

DF

m4

2P
1P

C
BA

AF BF

m3 m3 m6

D

E

F G

m1 m1

   m6

GF ′

DFCF G
C D

m1

 
                            (c)                            (d) 

图 3-11 
解 （1）起重机，受力如图 3-11b 所示 

 0m5m1m2,0 21 =×−×−×=∑ PPFM GF    

                 kN 502/)5( 21 =+= PPFG  
（2）梁 CD，受力如图 3-11d 所示 

     0m6m1,0 ' =×+×−=∑ DGC FFM  

                 kN 33.86/' == GD FF  
（3）整体，受力如图 3-11c 所示 

    0m10m6m12m3,0 21 =×−×−×+×=∑ PPFFM DBA  
              kN 1003/)12106( 21 =−+= DB FPPF  
    0,0 12 =−−−+=∑ PPFFFF DBAy  

              kN 3.4812 −=−−+= DBA FFPPF    
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3-12  在图 3-12a，图 3-12b 各连续梁中，已知 q，M，a 及θ ，不计梁的自重，求各连

续梁在 A，B，C 三处的约束力。 

  

B

BF′
θ

a

AM

AxF

AyF

BF

CF

C
B

a θ

M

 
               (a)       (a1)     (a2) 

 
a

BAAM

AxF
ByF′

BxF′

AyF

q

a

CB
θ

CF
BxF

ByF  
              (b)       (b1)      (b2) 

图 3-12 
解 （a）（1）梁 BC，受力如图 3-12a2 所示。该力系为一力偶系，则： CB FF =  

    0=∑M ， MaFC =θcos ， =CF
θcosa

MFB =  

 （2）梁 AB，受力如图 3-12a1 所示 

    0=∑ xF ， θθ tansin'

a
MFF BAx ==  

    0=∑ yF ，
a
MFF BAy

−
=−= θcos'  

    0=∑ BM ， 0=− aFM AyA ， )(顺MM A −=  

解 （b）（1）梁 BC，受力如图 3-12b2 所示 

    0=∑ BM ， 0cos2/2 =⋅+− aFqa C θ ， 
θcos2

qaFC =  

    0=∑ xF ， θθ tan
2

sin qaFF CBx ==  

0=∑ yF ， 2/qaFBy =  

 （2）梁 AB，受力如图 3-12b1 所示 

    0=∑ xF ， θtan
2

' qaFF BxAx ==  

    0=∑ yF ， 2/' qaFF ByAy ==  

    0=∑ AM ， 2/2qaM A =  
3-13  由 AC 和 CD 构成的组合梁通过铰链 C 连接。它的支承和受力如图 3-13a 所示。

已知 kN/m 10=q ， mkN 40 ⋅=M ，不计梁的自重。求支座 A，B，D 的约束力和铰链 C
受力。 

q

m2 m2

A CB

AF BF CF ′
DFCF

C D

q

m2 m2

M

 
               (a)       (b)      (c) 

图 3-13 
解 （1） 梁 CD，受力如图 3-13c 所示 

     0=∑ CM ， 0m4m)2(
2
1 2 =×+−×− DFMq  

                kN 154/)2( =+= qMFD  
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 0=∑ yF ， 0m2 =×−+ qFF DC ， kN 5=CF  

（2）梁 AC，受力如图 3-13b 所示 
     0=∑ AM ， 0m3m2m4m2 ' =×⋅−×−× qFF CB  

                kN 402/)64( ' =+= qFF CB  

     0=∑ yF ， 0m2' =×−−+ qFFF CBA ， kN 15−=AF  

3-14  图 3-14a 所示滑道连杆机构，在滑道连杆上作用着水平力 F。已知 rOA = ，滑道

倾角为 β ，机构重力和各处摩擦均不计。求当机构平衡时，作用在曲柄 OA 上的力偶矩 M
与角θ 之间的关系。 

CF DF

F

ANF

B

A

β

C D βθ

A

O
ANF ′

OyF

OxF θ
r
M

 
          (a)       (b)      (c) 

图 3-14 
解（1）滑道连杆，受力如图 3-14b 所示 

    0=∑ xF ， 0sinN =− FF A β ， 
βsinN

FF A =       （1） 

 （2）曲柄 OA 及滑块 A，受力如图 3-14c 所示 
    0=∑ OM ， 0)cos('

N =−+− θβrFM A                          （2） 
式（1）代入（2）得 

               
β
θβ

sin
)cos( −

= FrM  

3-15 如图 3-15a 所示，轧碎机的活动颚板 AB 长 600 mm。设机构工作时石块施于板的

垂直力 N 0001=F 。又 mm 600== CDBC ， mm 100=OE 。不计各杆重量，试根据

平衡条件计算在图示位置时电动机作用力偶矩 M 的大小。 

   
CDF

BCF ′
°30 °30

θ
CEF

x

y

°60 C

O
E

CEF ′

θ

OxF ′

OyF ′

M

 

A

B

F

AyF

AxF

BCF

°30

 
        (a)        (b)         (c)       (d) 

图 3-15 
解 （1）杆 AB，受力如图 3-15d 所示 

     0=∑ AM ， 0m6.0m4.0 =×−× BCFF                            （1） 
 （2）节点 C，受力如图 3-15b 所示 

0=∑ yF ， 060sin)60sin( =°−−° BCCE FF θ                      （2） 

 (3) 曲柄 OE，受力如图 3-15c 所示 
0=∑ OM ， 0cos =⋅− OEFM CE θ                          （3） 

式（1）、（2）、(3)联立，解得 
                mN 70.36 ⋅=M  
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'
2F  

3-16 图 3-16a 所示传动机构，皮带轮 I，II 的半径各为 21 , rr ，鼓轮半径为 r ，物体 A 重

力为 P，两轮的重心均位于转轴上。求匀速提升物 A 时在 I 轮上所需施加的力偶矩 M 的大

小。 

1F

2F

1r yO1
F

xO1
F1O

M

2O

P
2F ′

1F ′
y2OF

x2OF
2rr

 
    (a)       (b)           (c) 

图 3-16 

解（1）轮 1O ，受力如图 3-16b 所示 
 01 =∑ OM ， 0)( 112 =−− MrFF ， 112 / rMFF =−    （1） 

 （2）轮 2O ，受力如图 3-16c 所示 

02 =∑ OM ， 0)( 2
'

1
'

2 =−− PrrFF  ， 2
'

1
'

2 / rPrFF =−        （2） 
由式(1)、(2)，得  

21 / rPrrM =  
3-17  图 3-17a 所示为 1 种闸门启闭设备的传动系统。已知各齿轮的半径分别为

4321 ,,, rrrr ，鼓轮的半径为 r，闸门重力为 P，齿轮的压力角为θ ，不计各齿轮的自重，求

最小的启门力偶矩 M 及轴 O3 的约束力。 

1F

θ
PyO3

F

xO3
F

3O
4r r

1r

θ

θ
1OF

2F 1O

M

2O

θθ1F ′

2r
3r yO2

F

xO2
F

 
     (a)        (b)       (c)      (d) 

图 3-17 
解（1）轮 O3，受力如图 3-17b 所示 

        03 =∑ OM ， 0cos 41 =⋅+− rFPr θ ， 
θcos4

1 r
PrF =     （1） 

        0=∑ yF ， 0cos13 =+− θFPF yO ， )1(
4

3 r
rPF yO −=    （2） 

        0=∑ xF ， 0sin13 =− θFF xO ，    θtan
4

3 r
PrF xO =  

(2) 轮 O1，受力如图 3-17c 所示 

        01 =∑ OM ， 0cos 12 =+⋅− MrF θ ， 
θcos1

2 r
MF =     （3） 

（3）轮 O2，受力如图 3-17d 所示 
        02 =∑ OM ， 2

'
231 coscos' rFrF ⋅=⋅− θθ ， 2

'
231' rFrF =   （4） 

式（1）、（2）、（3）代入（4），得 

              2
1

3
4 coscos

r
r

Mr
r

Pr
⋅=⋅

θθ
， 

42

31

rr
rPrr

M =  

3-18 如图 3-18a 所示，三铰拱由两半拱和 3 个铰链 A，B，C 构成，已知每半拱重为
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M 

kN 300=P ， m 10m 32 == , hl 。求支座 A，B 的约束力。 

2/l2/l

P P

8/l

A B
AyF

AxF
BxF

ByF

8/l

2/l

8/l C

A

CyF

CxF

AxF

AyF

P

 
             (a)       (b)      (c) 

图 3-18 
解  (1) 整体，受力如图 3-18b 所示 

        0=∑ AM ， 0)
8

(
8

=−−−
llPlPlFBy ,  kN 300== PFBy  

        0=∑ yF ， 0=−−+ PPFF ByAy ,  kN 300=AyF  

0,0 =+=∑ BCBxx FFF                                   （1） 
(2) 左半拱 AC，受力如图 3-18c 所示 

     0=∑ CM ， 0
2

)
82

( =−+−
lFhFllP AyAx ， kN 120

8
==

h
lPFAx  

将 AxF 代入式（1），得 

            kN 120−=−= AxBx FF  
3-19  构架由杆 AB，AC 和 DF 铰接而成，如图 3-19a 所示，在杆 DEF 上作用 1 力偶矩

为 M 的力偶。各杆重力不计，求杆 AB 上铰链 A，D 和 B 受力。 

a2

A

D

B

E
F

CFBxF

ByF

M

aa

D
EyF

ExF
DxF

DyF
E

AyF

ByF

BxF

DxF ′

DyF ′
AxF

A

D

B

 
    (a)         (b)      (c)       (d) 

图 3-19 
解（1）整体，受力如图 3-19b 所示  

0  ,  0 ==∑ Bxx FF  

a
MFM ByC 2

  ,  0 ==∑  (↓) 

    (2)  杆 DE，受力如图 3-19c 所示 

a
MFM DyE ==∑    , 0  (↓) 

   （3）杆 ADB，受力如图 3-19d 所示 
0     , 0 ==∑ DxA FM  

0    ,  0 ==∑ Axx FF  

0=∑ yF  ， 
a

MFAy 2
−=  (↓) 

3-20  构架由杆 AB，AC 和 DF 组成，如图 3-20a 所示。杆 DF 上的销子 E 可在杆 AC
的光滑槽内滑动，不计各杆的重量。在水平杆 DF 的一端作用铅直力 F，求铅直杆 AB 上铰
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链 A，D 和 B 受力。 

    

EF
°45

DyF
DxF

D E F

F

 
 (a)             (b) 

a a

BxF

ByF
CxF

CyF

F

F
ED

A

B C

     

AyF

DxF ′

AxF

DyF ′
D

A

B

ByF
BxF

 
                            (c)                              (d) 

图 3-20 
解 (1) 杆 DEF，受力如图 3-20b 所示 

0=∑ DM ， ,0245sin =⋅−⋅° aFaFE FFE 22=  
045cos  ,0 =°+=∑ EDxx FFF ，     FFDx 2−=  

0=∑ yF ， 045sin =−°+ FFF EDy ， FFDy −=  

   （2）整体，受力如图 3-20c 所示 
0=∑ CM ， 0=ByF  

    (3) 杆 ADB，受力如图 3-20d 所示 
0=∑ BM ， 02' =⋅−⋅ aFaF AxDx ， FFAx −=  

0=∑ yF ， 0' =− DyAy FF ，      FFAy −=  

0=∑ xF ， 0' =−+ DxBxAx FFF ， FFBx −='  
3-21  图 3-21a 所示构架中，物体重 P=1 200 N，由细绳跨过滑轮 E 而水平系于墙上，

尺寸如图。不计杆和滑轮的重力，求支承 A 和 B 的约束力，以及杆 BC 的内力 FBC。 
C

m2

BF
BDA

AyF

AxF

TF
E

P

m2
BCF

DyF

DxF

θ

D

TF

E

P

C

 
    (a)      (b)      (c) 

图 3-21 
P
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解 （1）整体，受力如图 3-21b 所示。绳索拉力 
2001T == PF  N 

        0,0 T =−=∑ FFF Axx ， 2001T == FFAx  N 

        0=∑ AM ， 0)m5.1()m2(m4 T =−−+−× rFrPFB  
                05018/74/)5.12( TT ==−++= PrFFPrPFB  N 

0=∑ yF ， ,0=−+ PFF BAx 150=AyF  N 

(2) 杆 CE，滑轮 E 及重物 P 为研究对象，受力如图 3-21 图 c 所示 
        0)5.1(5.1sin  ,0 T =−−⋅−×−=∑ rFrPFM BCD θ  

5001
5.12/2

N2001
sin 22

−=
+

−=−=
θ

PF BC  N  (压) 

3-22  图 3-22a 所示 2 等长杆 AB 与 BC 在点 B 用铰链连接，又在杆的 D、E 两点连 1
弹簧。弹簧的刚度系数为 k，当距离 AC 等于 a 时，弹簧内拉力为零。点 C 作用 1 水平力 F，
设 lAB = ， bBD = ，不计杆重，求系统平衡时距离 AC 之值。 

     

B

A C

D E

AxF

AyF CF

F

k

    

ByF

BxFB
θ

E

C
kF

F  
             (a)                (b)                           (c) 

图 3-22 
解  由相似三角形对应边成比例，知弹簧原长 

l
abl =0  

设平衡时 xAC = ，此时弹簧伸长： 

)( ax
l
b

−=δ ， )( ax
l

bkkFk −== δ  

（1）整体，受力如图 3-22b 所示 
0=∑ AM ， 0== CyC FF  

(2) 杆 BC，受力如图 3-22c 所示 
θθ coscos,0 FlbFM kB ==∑  

即                 Flbax
l

bk
=⋅− )( ， a

kb
FlxAC +== 2

2

 

3-23  图 3-23a 所示构架中，力 kN  04=F ，各尺寸如图，不计各杆重力，求铰链 A、
B、C 处受力。 

解 （1）杆 DEF，受力如图 3-23b 所示 

0=∑ FM ， 0
2
2m2m4 =××−× BECD FF                     （1） 

(2) 杆 ABC，受力如图 3-23c 所示 

0=∑ AM ， 0
2
2m2'm4m6' =××−×−× BEDC FFF               (2) 

式（1）、（2）联立，解得 
kN 2160=BEF （拉）， kN 08=CDF （压） 
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        kN 16045cos',0 −=°−==∑ BEAyy FFF  

    0=∑ xF ， 0'45cos' =+−°+ FFFF CDBEAx ， kN 201−=AxF   (←) 

   

CDF

BEF

E

F

D

FxF

FyF

°45

     AyF
AxF

BEF ′°45

A

B

F

CDF ′C

 
      (a)         (b)       (c) 

         图 3-23 
    3-24  在图 3-24a 所示构架中，A，C，D，E 处为铰链连接，杆 BD 上的销钉 B 置于杆

AC 的光滑槽内，力 F=200 N，力偶矩 mN 100 ⋅=M ，不计各构件重力，各尺寸如图，求

A、B、C 处受力。 

      

BFN

B
°60

DyF
DxF F

D

M

 
                         (a)                                (b) 

EyF

ExF
E
°60

F
°60 D

C

B

A
°60AxF

AyF

M

       

°60

C

BNF ′

CxF ′

CyF ′

AxF ′

AyF ′

A

B

 
                 (c)               (d)  
          图 3-24 

解（1）杆 BD，受力如图 3-24b 所示 
     0=∑ DM ， 0m6.0m8.060cosN =×−−×° FMF B ， N 550N =BF  

（2）整体，受力如图 3-24c 所示 
0=∑ EM ， 0m)60cos8.06.0(m6.1 =°−−−×− FMFAy ， N 5.87−=AyF  

（3）杆 AC，受力如图 3-24d 所示 

     0=∑ CM ， 0m8.0
2
3m6.1m8.0 '

N =×−××+× BAxAy FFF ， N 267=AxF  

     0=∑ xF ， 030cos'
N =−°− CxBAx FFF ， N 209−=CxF （→） 

     0=∑ yF ， 060cos'
N =°++ BCyAy FFF ， N 5.187−=CyF （↓） 

3-25  如图 3-25a 所示，用 3 根杆连接成一构架，各连接点均为铰链，B 处的接触表面

光滑，不计各杆的重力。图中尺寸单位为 m。求铰链 D 处受力。 
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2 2 31
AyF

AxF
A

D

E

kN50

C

BF

B

F
 

                      (a)                                  (b) 

BF

CxF

CyF

C

DxF

DyF

D

B

       

2 1
AyF

AxF

DxF ′
DyF ′

D

E

A

ExF

EyF
 

                  (c)           (d)  
图 3-25 

解 （1）整体，受力如图 3-25b 所示 
    0=∑ AM ， 0m8-m8kN50 =×× BF ， kN50=BF               (1) 
    0kN50,0 =+=∑ Axx FF ， kN 50−=AxF                        (2) 

    0,0 =−=∑ BAyy FFF ，    kN50=AyF                          (3) 

(2) 杆 DB，受力如图 3-25c 所示 
    0=∑ CM ， 0m3m3m2 =×−×−× BDyDx FFF             （4） 

(3) 杆 AE，受力如图 3-25d 所示 
    0=∑ EM ， 0m1m2m6m3 '' =×+×+×−×− DyDxAxAy FFFF       (5) 

式（1）、（2）、（3）代入（4）、（5），解得 
               kN 75−=DyF ， kN 5.37−=DxF  

3-26  图 3-26a 所示结构由直角弯杆 DAB 与直杆 BC、CD 铰链而成，并在 A 处与 B 处

用固定铰支座和可动铰支座固定。杆 DC 受均布载荷q 的作用，杆 BC 受矩为
2qaM = 的力

偶作用。不计各构件的自重。求铰链 D 受力。 

   

q

CD

M

BA

BF
AxF

AyF
 

(a)               (b)  
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q

CxF

CyF

CD

DyF

DxF

DyF ′

DxF ′ D

A0=AxF

AyF BF

y1BF

x1BFB

 
      (c)                                (d) 

图 3-26 
解 （1）整体，受力如图 3-26b 所示 

    0=∑ xF ， 0=AxF  

    0=∑ BM ， 02/2 =+− qaMaFAy ， 2/qaFAy =  

 （2）杆 CD，受力如图 3-26c 所示 
    0=∑ CM ， 2/qaFDy =  

 （3）直角杆 DAB，受力如图 3-26d 所示 
    0=∑ BM ， 0'' =−+ aFaFaF DxDyAy  

              qaFDx =
'

， 2/522 qaFFF DyDxD =+=   

3-27 在图 3-27a 所示构架中，各杆单位长度的重量为 30 N/m，载荷 N 0001=P ，A
处为固定端，B，C，D 处为铰链。求固定端 A 处及铰链 B，C 处的约束力。 

  

AyF

AxF

A

B

BDP
CDP P

DC

ACP

AM

 P
DC

CyF ′
CxF ′

BDF

CyF

AMAxF

AyF

A

B BxF
ByF

CxFC

 
            (a)                       (b)                       (c)                  (d) 

图 3-27 
解  (1) 整体，受力如图 3-27b 所示 

0=∑ xF ， 0=AxF  

0=∑ yF ， 0=−−−− ACBDCDAy PPPPF ， kN1.15=AyF  

0=∑ AM ， 0m2m3m6 =×−×−×− BDCDA PPPM ， kN4.68=AM  
（2）杆 CD，受力如图 3-27c 所示 

    0mm1m4  ,0 =×−×+×=∑ 2PPFM CDCyD ， kN55.4=CyF  

（3）杆 ABC，受力如图 3-27d 所示。由已知 
0m3 ,0 =+×=∑ ABxC MFM ， kN 8.22−=BxF  

0  ,0 =+=∑ CxBxx FFF ， kN 8.22=CxF  

0 ,0 =−++=∑ ACAyByCyy PFF FF ， kN85.17−=ByF  

*3-28  图 3-28a 所示结构位于铅垂面内，由杆 AB，CD 及斜 T 形杆 BCE 组成，不计各

杆的自重。已知载荷 1F ， 2F 和尺寸 a ，且 aFM 1= ， 2F 作用于销钉 B 上，求：（1）固定

端 A 处的约束力；（2）销钉 B 对杆 AB 及 T 形杆的作用力。 
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M
C D

CyF

CxF

DyF

DxF

 
      (a)             (b) 

CyF ′

CxF ′ C

E

1F

y1BF
x1BF

B

   

B

yB2
F

xB2
F

2F

yB1
F

xB1
F

   yBF
2
′

xBF
2
′ B A

AyF

AxF
AM

 
    (c)        (d)     (e) 

图 3-28 
解 （1）杆 CD，受力如图 3-28b 所示 

     0=∑ DM ， 02 =−× MaFy ， 
22

11 F
a
aFFCy ==  

 （2）T 形杆 BCE，受力如图 3-28c 所示 
     0=∑ BM ， 02 ''

1 =⋅+⋅−× aFaFaF CxCy ， 2/3 1
' FFCx =  

     0=∑ xF ， 2/3 11 FF xB =  

     0=∑ yF ， 011
' =+− yBCy FFF ， 2/11 FF yB =   

 （3）销钉 B，受力如图 3-28d 所示 
     0=∑ xF ， 2/3 1

'
22 FFF xBxB ==  

     0=∑ xF ， 02
'
22 =−− FFF yByB ， 212 2/ FFF yB +=   

 （4）悬臂梁 AB，受力如图 3-28e 所示 
     0=∑ xF ， 2/3 1

'
2 FFF xBAx ==  

     0=∑ yF ， 21
'
2 2/ FFFF yBAy +==  

     0=∑ AM ， 0'
2 =⋅+− aFM yBA ， aFFM A )2/( 21 += （顺） 

*3-29  图 3-29a 所示构架，由直杆 BC，CD 及直角弯杆 AB 组成，各杆自重不计，载

荷分布及尺寸如图。销钉 B 穿透 AB 及 BC 两构件，在销钉 B 上作用 1 铅垂力F 。已知q ，

a ，M ，且
2qaM = 。求固定端 A 的约束力及销钉 B 对杆 CB，杆 AB 的作用力。 

 
 

(c) 
    

 
 
 

 
 

 (a)          (b)                     (d)           (e) 
图 3-29 

P
B

y2BF ′

x2BF ′x1BF ′

y1BF ′

xB2
F

yB2
F

B
CxF ′

C

M CyF ′

CyF

CxF

q

D

C

DxF
DyFy1BF ′

x1BF ′B

A
AxF

AyF
AM

q
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 解（1）杆 CD，受力如图 3-29e 所示 
        0=∑ DM ， 2/qaFCx =  
 （2）杆 BC，受力如图 3-29c 所示 
     0=∑ CM ， qaaMF yB == /2  

     0=∑ xF ， 2/'
2 qaFF CxxB ==  

 （3）销钉 B，受力如图 3-29d 所示 
     0=∑ xF ， 2/'

2
'
1 qaFF xBxB ==  

     0=∑ yF ， qaFFFF yByB +=+= '
2

'
1  

（4）刚架 AB，受力如图 3-29b 所示 

     0=∑ xF ， 03
2
1

1 =−−× AxxB FFaq ， qaFAx = （←） 

     0=∑ yF ， qaFFF yBAy +== 1  （↑） 

     0=∑ AM ， 03
2

3
11 =+×+⋅−⋅− AxByB MaFaFaqa

 

              aqaFM A )( += （逆） 
3-30  由直角曲杆 ABC，DE，直杆 CD 及滑轮组成的结构如图 3-30a 所示，杆 AB 上作

用有水平均布载荷q 。不计各构件的重力，在 D 处作用 1 铅垂力 F，在滑轮上悬吊一重为 P
的重物，滑轮的半径 ar = ，且 FP 2= ， ODCO = 。求支座 E 及固定端 A 的约束力。 

TF

F

P
EC

D

EF
CyF

CxF °45

Bq
TF ′
°45

CxF ′

CyF ′

AyF

AxF

AM

A

C

 
    (a)       (b)        (c) 

图 3-30 
解 （1）DE 为二力杆，取 CD+滑轮+重物 P+DE 为研究对象，受力如图 3-30b 所示， 

且 
PF =T =2F 

0=∑ CM ， 0)2/3(323 T =++−×−× rFraPaFaFE ， FFE 2=  

     0=∑ xF ， 045cos45cos T =°−°− FFF ECx ， FFCx )12( +=  

     0=∑ yF ， 0
2
2

2
2

T =⋅+−−− ECy FFPFF ， FFCy )22( +=  

 （2）直角曲杆 ABC，受力如图 3-30c 所示 
     0=∑ xF ， 045cos6 '

T
' =°+−−× FFFaq CxAy ， FqaFAx −= 6  

     0=∑ yF ， 0
2
2

T
'

C =+− FFF yAy ， FFAx 2=  

     0=∑ AM ， 03336 '
T

'
C

'
C =−−+⋅− rFaFaFaqaM yxA  

2185 qaFaM A +=  
3-31  构架尺寸如图 3-31a 所示（尺寸单位为 m），不计各杆的自重，载荷 kN 60=F 。

求铰链 A，E 的约束力和杆 BD，BC 的内力。 
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A

F

AyF
BCF

AxF

θ
BDF

B
3 3

  

E

EyF

ExF
C

BDF ′ BCF ′

D

 
     (a)         (b)        (c) 

图 3-31 
解  BD，BC 为二力杆 
（1） 梁 AB，受力如图 3-31b 所示 

5/4cos =θ ， 5/3sin =θ  
0=∑ BM ， 2/FFAy =                                （1） 

0=∑ xF ， 0sin =+ θBDAx FF                              （2） 

0=∑ yF ， 0cos =++− θBDBCAy FFFF                          （3） 

（2）梁 EDC，受力如图 3-31c 所示 
0=∑ EM ， 0m5cosm8 =×+× θBDBC FF                     （4） 

0=∑ xF ， 0sin =− θBDEx FF                            （5） 

0=∑ yF ， 0cos =−− BCBDEy FFF θ                             （6） 

式（1）、（2）、（3）、（4）、（5）、（6）联立，解得 
6/5FFBC −= ； 3/5FFBD = ； FFAx −= ， 2/FFF ByAy == ； FFEx =  

即      kN 50−=BCF ； kN 100=BDF ； kN 60−=AxF ， kN 30=AyF ； 

kN 60=ExF ， kN 30=EyF  

3-32  构架尺寸如图 3-32a 所示（尺寸单位为 m），不计各构件自重，载荷 kN 1201 =F ，

kN 752 =F 。求杆 AC 及 AD 所受的力。 

     

2F

1F

DF

D

C

A

B

AxF

AyF
 

                         (a)                                       (b) 

DF

DADF

DCF
θ

             DCF ′

BBxF

ByF

C
1F

ϕ
ACF

 
            (c)                                     (d) 

图 3-32 
解 （1）整体，受力如图 3-32b 所示 

0=∑ AM ， 0m2m5.7m9 21 =×−×−× FFFD ， kN 
3
2116=DF  

（2）节点 D，受力如图 3-32c 所示， 5/4cos =θ  

0=∑ yF ， 0sin =+ DDC FF θ ， kN 145.83kN 
6
875

=
−

=DCF  
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0=∑ xF ， 0cos =− ADDC FF θ , kN 87.5−=ADF （压） 

（3）梁 BC，受力如图 3-32d 所示，
3
1tan =ϕ  

0=∑ BM ， 0m9sinm9sinm5.41 =×+×+× θϕ CDAC FFF  

kN 2.179=ACF （拉） 
3-33  图 3-33a 所示挖掘机计算简图中，挖斗载荷 kN 52.12=P ，作用于 G 点，尺寸

如图。 不计各构件自重，求在图示位置平衡时杆 EF 和 AD 所受的力。 

 
(a) 

   

°10
°06CCxF

CyF H
IE

KJ5.0

G

P

F

D

ADF

 

HyF

HxF
H

G

P

K
J

5.0

°30
IEFF

F

 
     (b)         (c) 

          图 3-33 
解（1）整体，受力如图 3-33b 所示 

0=∑ CM ， 0m)10cos25.0(m25.040cos =°+−×° PFAD ， kN 815=ADF （压） 
（2）考虑 FHIJK 及挖斗的平衡，受力如图 3-33c 所示 

0=∑ HM ， 030sinm5.1m5.0 =°⋅×−× EFFP ， kN 71.8=EFF （拉） 
3-34  平面悬臂桁架所受的载荷如图 3-34a 所示。求杆 1、2 和 3 的内力。 

F F F F

A
D m

m E C

m2 m2 m2 m2
B

FFFF
m2

C

4F
2F

1F

D

E
m2 m2

3F

5F
F

1F

2F

E

 
   (a)      (b)      (c)    (d) 

图 3-34 
 

解  (1) 桁架沿截面 mm 截开（图 3-34b），取右半部，得受力图 3-34c。 
0=∑ CM ， 0m2m4m6m62 =×+×+×−×− FFFF ， FF 22 = （拉） 

0=∑ DM ， 0m64m2m
4
9

1 =×−×−×−×− FFFF ， FF 33.51 −= （压） 

(2) 节点 E，受力如图 3-34d 所示 

C

D

E

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 37

0=∑ yF ， 0sin32 =+− αFFF  

FFFFF
3
5

)
2
3(2

2/3
)(

sin
1

22

23 −=

+

−
=−=

α
（压） 

3-35  平面桁架的支座和载荷如图 3-35a 所示。ABC 为等边三角形，且 AD=DB。求杆

CD 的内力 F。 

 
B

D
°60°60A

m

m

F F

C

E

°60

F F
CFF

CDF

ADF

BF

BD
E

CEF

0=DFEAEF  
       (a)       (b)       (c)        (d) 

图 3-35 
解 （1）节点 E，受力如图 3-35d 所示，因 AEF 与 EFC 同 1 条直线上，故 

0=EDF  
 (2) 桁架沿截面 mm 截开（图 3-35b），取右半部，得受力图 3-35c 

0=∑ BM ， 060sin =°⋅−⋅− DFFDBFCD  

FF
DB
DFFFCD 866.0

2
360sin −=−=°−= （压） 

3-36  平面桁架尺寸如图 3-36a 所示（尺寸单位为 m），载荷 kN 2401 =F ，

kN 7202 =F 。试用最简便的方法求杆 BD 及 BE 的内力。 

      

B

A

AyF
AxF

BDF ′

BEF ′
θ

1F

    

2F

D

E

C CxF

CyF

BEF
B

θ
BDF

 
      (a)      (b)     (c) 
           图 3-36 

解  将杆 BD，BE 截断，得受力图 3-36b 和 3-36c。由受力图 3-36c 得： 
                    132cos =θ ， 133sin =θ   

0=∑ CM ， 0m1m3 2 =×+× FFBD ， kN240−=BDF  （压） 
再由受力图 3-36b 得： 

0=∑ AM ， 0m2sinm2cosm2m1 '
1 =×+×+×+× θθ '

BE
'
BEBD FFFF   

                    kN53.86' =BEF  （拉） 
3-37  桁架受力如图 a 所示，已知 kN 101 =F ， kN 2032 == FF 。求桁架中杆 4、5、

7、10 的内力。 
解 （1）整体，受力如图 3-37b 所示 

     0=∑ xF ， 030sin3 =°− FFAx ， kN 0130sin3 =°= FFAx  

     0=∑ AM ， 0430cos2 321 =×+°−×−⋅− aFFaFaF B  

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 38

kN 5.25)
2

332(
4
1

321 =++= FFFFB  

  a a a

°30

13
118

97

6 10

5
4

BF
B

a

2

1 3

AxF A
1F 2F

3F
12

AyF

D

 
      (a)         (b) 

a

2

1 3

AxF A
1F

6F

5F
4F

AyF
°45

      

2F

10F

7F
6F D

 
(c)                                  (d)  

图 3-37 
     0=∑ yF ， 030cos321 =°−−−+ FFFFF BAy  

            kN 8.2130cos321 =−°++= BAy FFFFF  

 （2）桁架沿杆 4、5、6 截开，取左半部，得受力图 3-37c 
     0=∑ CM ， 04 =⋅−⋅ aFaF Ay ， kN 8.214 == AyFF （拉） 

     0=∑ AyF ， 045sin51 =°−− FFFAy ， kN 7.165 =F （拉） 

     0=∑ xF ， 045cos 456 =+°++ FFFFAx ， kN 6.436 =F （压） 
 （3）节点 D，受力如图 3-37d 所示 
     0=∑ xF ， 0610 =− FF ， kN 6.4310 =F （压） 

      0=∑ yF ， 072 =−− FF ， kN 027 −=F （压） 

3-38  平面桁架的支座和载荷如图 3-38a 所示，求杆 1、2 和 3 的内力。 

   

D C

F

F
3F

ADF 2F

   

C

2FCFF

1F θ

θ

 
      (a)         (b)        (c) 

图 3-38 
解  桁架沿杆 AD 和杆 3、2 截断，取上半部分，得受力图 3-38b： 

     0=∑ xF ， 03 =F  

     0=∑ DM ， 3/22 FF −= （压） 
 （2）节点 C，受力如图 3-38c 所示。全部力系向垂直于 CFF 方向投影得 

     0sincos 21 =− θθ FF ， F
a
aFFF

9
4

2/
3/

3
2tan21 −=⋅−== θ （压） 

D
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图 4-1 

图 4-2 

图 4-3 

第4章 空间力系 
 

4-1  力系中，F1=100 N，F2=300 N，F3=200 N，各力

作用线的位置如图 4-1 所示。试将力系向原点 O 简化。 
解  由题意得 

       N 345
5

2200
13
2300R −=×−×−=xF  

       N 250
13
3300R =×=yF  

       N 6.10
5

1200100R =×−=zF  

       mN 8.513.0
5

12001.0
13
3300 ⋅−=××−××−=xM  

       mN 6.361.0
13
220020.0100 ⋅−=××+×−=yM  

       mN 6.1033.0
5

22002.0
13
3300 ⋅=××+××=zM  

主矢   N 4262
R

2
R

2
RR =++= xyz FFFF ， N)6.10250345(R kji ++−=F  

主矩   mN 122222 ⋅=++= zyxO MMMM ， mN )1046.368.51( ⋅+−−= kjiOM  

4-2  1 平行力系由 5 个力组成，力的大小和作用线的位置如图 4-2 所示。图中小正方格

的边长为 10 mm。求平行力系的合力。 
解  由题意得合力 RF 的大小为 

N 20N15N10N20N10N1R =−−++=Σ= zFF  
N 20R kF =  

合力作用线过点（ Cx ， Cy ，0）： 

mm 60)1010202030104015(
20
1

=×−×+×+×=Cx  

mm 5.32

)40152010502030101015(
20
1

=

×−×−×+×+×=Cy
 

4-3  图示力系的 3 个力分别为 N 3501 =F ， N 4002 =F 和 N 6003 =F ，其作用线的

位置如图 4-3 所示。试将此力系向原点 O 简化。 
解  由题意得 

N 144
2
1600

10018
60350'R −=×−×=xF  

N 0101

866.0600707.0400
10018

80350'R

=

×+×+×=yF
 

N 517707.0400
10018
90350'R −=×−

−
×=zF  

主矢  N 14412'
R

2'
R

2'
RR =++= zyx FFF'F  
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图 4-4

E 

N )5170111144(R kjiF −+−='  

   mN 48mmN 00048120707.040060
10018

90350 ⋅−=⋅−=××−××−=xM  

   mN 07.21mmN 0702190
10018

90350 ⋅=⋅=××=yM  

   60
2
160090866.060060

10018
6035090

10018
80350 ××+××−××−×
×

×=zM  

     mN 4.19mmN 40019 ⋅−=⋅−=  

主矩  mN 55.9mmN 90055222 ⋅=⋅=++= zyxO MMMM  

  mN )4.191.2148( ⋅−+−= kjiMO  
4-4  求图 4-4 所示力 F=1 000 N 对于 z 轴的力矩 Mz。 
解  把力 F 向 x，y 轴方向投影，得 

     N 507
35
30001 =×=yF  

     N 169
35
10001 =×=xF  

     
mN 4.101mmN 400101

169150507150

⋅−=⋅−=

×−×−=−= xyz yFxFM
 

 
 

4-5  轴 AB 与铅直线成α角，悬臂 CD 与轴垂直地固

定在轴上，其长为 a，并与铅直面 zAB 成θ 角，如图 4-5a
所示。如在点 D 作用铅直向下的力 F，求此力对轴 AB 的矩。 

          

z B

β

A

C
θ

β
F

1F
2F

 
(a) (b) 

图 4-5 
解  将力 F 分解为 F1，F2，F1 垂直于 AB 而与 CE 平行，F2平行于 AB，如图 4-5b 所

示，这 2 个分力分别为： 
       αsin1 FF = ， αcos2 FF =  
       )()()( 21 FMFMFM ABABAB += 0sin1 +⋅= θaF θα sinsinFa=  

4-6  水平圆盘的半径为 r，外缘 C 处作用有已知力 F。力 F 位于铅垂平面内，且与 C
处圆盘切线夹角为 60°，其他尺寸如图 4-6a 所示。求力 F 对 x，y，z 轴之矩。 

解 （1）方法 1，如图 4-6b 所示，由已知得 
°= 60cosFFxy ， °= 30cosFFz  

kjikjiF FFFFF
2
3

4
1

4
360sin30sin60cos30cos60cos −−=°−°°−°°=
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C 

    

y

°60
F°30

z

O r °30

°30
x  

(a) (b) 
图 4-6 

       )3(
4

30cos
2
3

4
1)( rhFrFFhM x −=°⋅−=F  

       )(
4
330sin

2
3

4
3)( rhFrFFhM y +=°⋅+=F  

       FrrFM z 2
160cos)( −=°−=F  

    （2）方法 2 

       kjiF FFF
2
3

4
1

4
3

−−=  

       kjir hrrC ++=
2
3

2
1

 

       kii

kj i

FM zyxA MMM

FFF

hrr
++==

2
3-      

4
1-     

4
3

          
2
3            

2

                           

)(  

)3(
4

2
3-     

4
1- 

           
2
3

rhF

FF

hr
M x −== ， )(

4
3

4
3    

2
3-  

2
                 

rhF
FF

rh
M y +==  

Fr
FF

rr

M z 2
1

4
1-      

4
3  

2
3           

2
   

−==  

4-7  空间构架由 3 根无重直杆组成，在 D 端用球铰链连接，如图 4-7a 所示。A，B 和

C 端则用球铰链固定在水平地板上。如果挂在 D 端的物重 P=10 kN，求铰链 A，B 和 C 的约

束力。 
解  取节点 D 为研究对象，设各杆受拉，受力如图 4-7b 所示。平衡： 

0=∑ xF ， 045cos45cos =°−° AB FF             （1） 
0=∑ yF ， 015cos30cos45sin30cos45sin =°−°°−°°− CBA FFF      （2） 
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0=∑ zF ， 015sin30sin45sin30sin45sin =−°−°°−°°− PFFF CBA  （3） 
P=10 kN 

解得 
kN 4.26−== BA FF （压） kN 5.33=CF （拉） 

  x

y

P

D

z

AF

CF
°30

°45

°15
C

°45

BF

O

 
(a) (b) 

图 4-7 
4-8 在图 4-8a 所示起重机中，已知：AB=BC=AD=AE；点 A，B，D 和 E 等均为球铰链

连接，如三角形 ABC 的投影为 AF 线，AF 与 y 轴夹角为α 。求铅直支柱和各斜杆的内力。 

   

x

y

E

°90

D

B

P

CB

D E A

°45

A θ

 
                         (a)                                (b) 

A
x

y

1y
z

E °45
°45

D

BCF
BAF

BDF

BEF B θ

        
CAF

BCF ′

z

C

P

°45
y

 
(c)                              (d)  

图 4-8 
解 （1）节点 C 为研究对象，受力及坐标系如图 4-8d 所示，其中 x 轴沿 BC，y 轴铅直

向上。 
0=∑ xF ， 045cos =°−− CACB FF                           （1） 

0=∑ yF ， 045sin =°−− CAFP                                 （2） 

解得 
PFCA 2−= （压）， PFCB = （拉） 

    (2) 节点 B 为研究对象，受力及坐标系如图 4-8b、图 4-8c 所示 
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A 

0=∑ xF ， 0sin45sin45cos)( =+°− θBCBEBD FFF                 （3） 

0=∑ yF ， 0cos45cos)( 2 =+°+− θBCBEBD FFF                   （4） 

0=∑ zF ， 045sin)( =°+−− BEBDBA FFF                      （5） 
解得 

)sin(cos θθ += PFBE ， )sin(cos θθ −= FFBD ， θcos2PFAB −=  
4-9  图 4-9a 所示空间桁架由杆 1，2，3，4，5 和 6 构成。在节点 A 上作用 1 个力 F，

此力在矩形 ABDC 平面内，且与铅直线成 45°角。 FBMEAK Δ=Δ 。等腰三角形 EAK，FBM
和 NDB 在顶点 A，B 和 D 处均为直角，又 EC=CK=FD=DM。若 F=10 kN，求各杆的内力。 

   

z

°45

1F

3F
2F

E
C

K
x

B
6F

4FF
D

M

y°45

F
3F ′

5F

 
(a)  (b) 

图 4-9 
解  (1) 节点 A 为研究对象，受力及坐标如图 4-9b 所示 

0=∑ xF ， 045cos)( 21 =°− FF                             （1） 

0=∑ yF ， 045sin3 =°+ FF                               （2） 

0=∑ zF ， 045cos45sin)( 21 =°−°+− FFF                     （3） 

解得     kN 5
221 −=
−

==
FFF ， kN 07.73 −=F  

   （2）节点 B 为研究对象，受力如图 4-9b 所示 
0=∑ xF ， 045cos)( 54 =°− FF                           （4） 

0=∑ yF ， 045sin 36 =−° FF                                  （5） 

0=∑ zF ， 045sin)( 654 =°++− FFF                          （6） 

解得    kN 554 == FF （拉）， kN 106 −=F （压） 

4-10  如图 4-10a 所示，3 脚圆桌的半径为 mm 500=r ，重为 P=600 N。圆桌的 3 脚

A，B 和 C 形成 1 等边三角形。若在中线 CD 上距圆心为 a 的点 M 处作用铅直力 F=1500 N，

求使圆桌不致翻倒的最大距离 a。 

       

CF

BFAF

F

P

O

A BM
D

C

 
(a)   (b) 

图 4-10 
解 设圆桌中心为 D，AB 中点为 E，则 DE=rsin30°=250 mm。取圆桌为研究对象，受

力如图 4-10b 所示。若在点 M 作用力 F 使桌刚要翻倒，则此时 FNC=0，力系对轴 AB 的力矩

平衡方程 
        0=∑ ABM ， 0=⋅−⋅ DEWMEF  

                  mm 100mm250
N1500
N600

=×=⋅= DE
F
WME  
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mm 350=+= EMDEa  
    4-11  图 4-11a 所示 3 圆盘 A、B 和 C 的半径分别为 150 mm，100 mm 和 50 mm。3 轴

OA，OB 和 OC 在同 1 平面内， AOB∠ 为直角。在这 3 个圆盘上分别作用力偶，组成各力

偶的力作用在轮缘上，它们的大小分别等于 10 N，20 N 和 F。如这 3 个圆盘所构成的物系

是自由的，不计物系重量，求能使此物系平衡的力 F 的大小和角θ 。 

  

B
N20

N20
CM

AM °90

β

θ

N10

N10

A

BMC

F

F

 

AM

BM
CM

β
°− 90θ

 
(a)                       (b)                      (c) 

图 4-11 
解  画出 3 个力偶的力偶矩矢如图 4-11b 所示，由力偶矩矢三角形图 4-11c 可见 

        mmN 000500040003 2222 ⋅=+=+= BAC MMM  
 由图 4-11a、图 4-11b 可得 

mm100×= FM C ， N 50
mm100

== CM
F  

 由图 4-11b、图 4-11c 可得 

4
3tan ==

B

A

M
M

β ， '523687.36 °=°=β  

        '08143180 °=−°= βα  
4-12  图 4-12a 所示手摇钻由支点 B，钻头 A 和 1 个弯曲的手柄组成。当支点 B 处加压

力 xF ， yF 和 zF 以及手柄上加上 F 后，即可带动钻头绕轴 AB 转动而钻孔，已知 N 50=zF ，

N 150=F 。求：（1）钻头受到的阻抗力偶矩 M；（2）材料给钻头的约束力 AxF ， AyF 和 AzF  

的值；（3）压力 xF 和 yF 的值。 

   

x

C

F

B

z

yF

xF

y AyF

AxF
AzF

AM A

zF

 
(a) (b) 

图 4-12 
解  手摇钻为研究对象，受力如图 4-12b 所示 

       0=∑ zM ， 0mm150 =×− FM                              （1） 
      0=∑ yM ， 0mm200mm400 =×−× FFx                       （2） 

      0=∑ xM ， 0mm400 =×− yF                                （3） 

      0=∑ xF ， 0=−+ FFF Axx                                    （4） 

      0=∑ yF ， 0=+ Ayy FF                                           （5） 
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0=∑ zF ， 0=+− Azz FF                                        （6） 
解得    mN 25.2 ⋅=M ， N 75=xF ， 0=yF ， N 75=AxF ， N 0=AyF ， N 50=AzF  

4-13  如图 4-13a 所示，已知镗刀杆的刀头上受切削力 500=zF N，径向力 150=xF N，

轴向力 75=yF N，刀尖位于 Oxy 平面内，其坐标 x=75 mm，y=200 mm。工件重量不计，

求被切削工件左端 O 处的约束力。 

  

z

y

zF

xF
yF

zF

xF
x

yF

yMzM
xM

 
(a) (b) 

图 4-13 
解  镗刀杆为研究对象，受力如图 4-13b 所示。 

       0=∑ xF ， 0=+− Oxx FF                                  （1） 

       0=∑ yF ， 0=+− Oyy FF                                      （2） 

       0=∑ zF ， 0=+− Ozz FF                                  （3） 
       0=∑ xM ， 0m2.0 =+×− xz MF                             （4） 

       0=∑ yM ， 0m075.0 =+× yy MF                             （5） 

       0=∑ zM ， 0m075.0m2.0 =+×−× zyx MFF                    （6） 

解得           N 150=OxF ， N 75=OyF ， N 500=OzF ； 

      mN 100 ⋅=xM ， mN 5.37 ⋅−=yM （与图示反向）， mN 4.24 ⋅−=zM （与图示反向） 

4-14  图 4-14a 所示电动机以转矩 M 通过链条传动将重物 P 等速提起，链条与水平线

成 °30 角（直线 O1x1 平行于直线 Ax）。已知：r=100 mm，R=200 mm，P=10 kN，链条主动

边（下边）的拉力为从动边拉力的 2 倍。轴及轮重不计。求支座 A 和 B 的约束力及链条的

拉力。 

       P

xA
AxF

r

AzF

z

1z

B
BxF

BzF

°30
2F

1F
°30

R
O 1x

 
                    (a)                                         (b) 

图 4-14 
解  取整个轮轴（包括重物 P）为研究对象，受力如图 4-14b 所示： 

       0=∑ yM ， 0)( 21 =−− RFFPr           （1） 
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       0=∑ zM ， 0m6.030cos)(m1 21 =×°+−×− FFFBx      （2） 

       0=∑ xM ， 0m3.0m6.030sin)(m1 21 =×−×°−+× PFFFBz    （3） 

       0=∑ xF ， 030cos)( 21 =°+++ FFFF BxAx         （4） 

       0=∑ zF ， 030sin)( 21 =−°−++ PFFFF BzAz         （5） 
补充方程：       21 2FF =              （6） 
解得 

kN 101 =F ， kN 52 =F ； kN 2.5−=AxF ， kN 6=AzF ； 

kN 8.7−=BxF ， kN 5.1=BzF （←） 
4-15 某减速箱由 3 轴组成如图 4-15a 所示，动力由轴 I 输入，在轴 I 上作用转矩 M1=697 

N• m。如齿轮节圆直径为 D1=160 mm，D2=632 mm，D3=204 mm，齿轮压力角为 20°。不计摩

擦及轮、轴重量，求等速传动时，轴承 A，B，C，D 的约束力。 

  x

z y

A

B
1M

BzF

BxFrF

tF

AxF
  x rF ′

tF ′

CxF

CzF

z
3r

F 3t
F DyF

DxF
D

y

C

 
(a)                         (b)                           (c) 

图 4-15 
解 （1）研究对象为轴 AB，受力如图 4-15b 所示 

       0=∑ yM ， 1
1

t 2
M

D
F =⋅  ， N 5.7128

m16.0
mN69722

1

1
t =

⋅×
=⋅

D
M

F  

                  αcost FF = ， N 1713tansin tr === αα FFF  

       0=∑ xM ， 0mm580mm200t =×−× BzFF ， N 0043
29
10

t == FFBz  

       0=∑ zF ， 0t =+−− FFF BzAz ， N 7085=AzF  

       0=∑ zM ， 0mm580mm200r =×+×− BxFF ， N 0931=BxF  

       0=∑ xF ， 0r =−+ BxAx FFF ， N 0782−=AxF  
  （2）研究对象为轴 CD，受力如图 4-15c 所示 

       0=∑ yM ， 0
2

'
2

' 3
t3

2
t =⋅−⋅

D
FDF  

                  N 99226N5.7128
mm204
mm632't

3

2
t3 =×== F

D
DF  

                  N 824920tant3r3 =°= FF  

       0=∑ xM  ， 0mm580mm435mm200' t3t =×−×−×− DzFFF  

0mm580mm435N99226mm200N5.7128 =×+×−×− DzF  
   N 24823−=DzF  

0=∑ zF ， 0' t3t =−−− DzCz FFFF ， N 45612=CzF  

        0=∑ zM ， 0mm580mm435mm200' r3r =×+×−× DxFFF  

0mm580mm435N8249mm200N1713 =×+×−× DxF  

N2756=DxF  
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0=∑ xF ， 0' r3r =−+− DxCx FFFF ， N 378−=CxF  

4-16  使水涡轮转动的力偶矩为 mN 2001 ⋅=zM 。在锥齿轮 B 处受到的力分解为 3
个分力：圆周力 Ft，轴向力 Fa和径向力 Fr。这些力的比例为 17.0:32.0:1:: rat =FFF 。

已知水涡轮连同轴和锥齿轮的总重为 kN 12=P ，其作用线沿轴Cz ，锥齿轮的平均半径

m 6.0=OB ，其余尺寸如图 4-16a 所示。求止推轴承 C 和轴承 A 的约束力。 

         

z

y

CzF

C
CyF

CxFx

P

AyF

AxF

B

aF

rF

tF

O

zM

A

 
(a)   (b) 

图 4-16 
解  整个系统为研究对象，受力如图 4-16b 所示。设 B 处作用 tF ， aF ， rF 的合力 F，

则 

                   2940.0
32.017.01

1
222

t =
++

=
F
F

 

列平衡方程 
        0=∑ zM ， m60.02940.0 ×− FM z ， N` 1272=F  
得 

         N 00022940.0t == FF ， N 34017.0 tr == FF ， N 64032.0 ta == FF  

        0=∑ xM ， 0m6.0m3m4 ar =×+×−×− FFF Ay  

                  N 325)43406.0640(
3
1

−=×−×=AyF （←） 

        0=∑ yM ， 0m3m4t =×+×− AxFF ， kN 2.67N0002
3
4

=×=AxF  

        0=∑ xF ， 0t =++− CxAx FFF ， N 667t −=−= AxCx FFF （与图设反向） 

        0=∑ yF ， 0r =++ CyAy FFF ， N 7.14r −=−−= AyCy FFF （←） 

        0=∑ zF ， 0a =−− PFFCy ， kN 12.6N 64012a ==+= PFFCz  

4-17  如图 4-17a 所示，均质长方形薄板重 P=200 N，用球铰链 A 和蝶铰链 B 固定在墙

上，并用绳子 CE 维持在水平位置。求绳子的拉力和支座约束力。 
解  取薄板为研究对象，受力如图 4-17b 所示。尽量采用力矩式求解。 

        0=∑ zM ， 0=⋅− ABFBx ， 0=BxF  

        0=∑ ACM ， 030sin =°⋅ ABFBz ， 0=BzF  

        0=∑ yM ， 0
2

30sin =⋅+⋅°−
BCPBCF ， N 200== PF  

        0=∑ BCM ， 0
2

=⋅−⋅ ABFABP Az ， N 1002/ == PFAz  

        0=∑ xF ， 030sin30cos =°°− FFAx ， N 6.86=AxF  
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        0=∑ yF ， 030sin30cos =°°− FFAx ， N 150=AyF  

    

y

x

z

E

A B

P
D C

AxF

AzF

AyFF
BzF

BxF°30
°30

 
(a)  (b) 

图 4-17 
4-18  图 4-18a 所示 6 杆支撑 1 水平板，在板角处受铅直力 F 作用。设板和杆自重不计，

求各杆的内力。 

   

z

y

G

FE

x
A

D C

Bθ

β

θ

1F 2F
3F

6F 4F 5F

F
500

 
                      (a)                                   (b) 

图 4-18 
解  截开 6 根杆，取有板的部分为研究对象，受力如图 4-18b 所示。 

        0=∑ zM ， 0cos2 =⋅− ADF θ          （1） 
        0=∑ BFM ， 0cos4 =⋅− BCF θ          （2） 

        0=∑ xF ， 06 =⋅
FD
ADF                              （3） 

解得 
   02 =F ， 04 =F ， 06 =F  

        0=∑ EGM ， 0sin)( 3 =⋅− βEFFF                              （4） 

        0=∑ ADM ， 0)( 53 =⋅+ ABFF                            （5） 

        0=∑ BDM ， 0sin)( 51 =⋅− βABFF                              （6） 
解得 

FF =3 （拉）， FF −=5 （压）， FF −=1 （压） 
4-19 无重曲杆 ABCD 有 2 个直角，且平面 ABC 与平面 BCD 垂直。杆的 D 端为球铰支

座，A 端受轴承支持，如图 4-19a 所示。在曲杆的 AB，BC 和 CD 上作用 3 个力偶，力偶所

在平面分别垂直于 AB，BC 和 CD 三线段。已知力偶矩 2M 和 3M ，求使曲杆处于平衡的力

偶矩 1M 和支座约束力。 
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AzF

AyFA
z

yD
x

DyF

DzF

DxF
3M

b
°90 2M1M

B
C

 
(a)     (b) 

图 4-19 
解  曲杆为研究对象，受力及坐标如图 4-19b 所示。平衡： 

        0=∑ xF ， 0=DxF                                （1） 

        0=∑ xF ， 0=+ DyAy FF                               （2） 

        0=∑ zF ， 0=+ DzAz FF                               （3） 
        0=∑ xM ， 01 =⋅−⋅− bFcFM AzAy                             （4） 

        0=∑ yM ， 02 =−⋅ MaFAz                              （5） 

        0=∑ zM ， 03 =⋅− aFM Ay                           （6） 

由式（5）、（6）解得 

                   
a

M
FAz

2= ，
a

M
FAy

3=  

代入式（2）、（3），得 

                   
a

M
FDy

3−= ，
a

M
FDz

2−=  

再代入式（4），得 

                   231 M
a
bM

a
cM += ， 

即                 0321 =−− cMbMaM                                   （7） 
从图上看，在直角坐标系中， 

)( 321 kjiM MMM +−= ， )( kji cbaDA +−−=        （8） 
式（7）、（8）表明： 

0=⋅− DAM ，即  DA⊥M  

M 只有满足此式才能使曲杆达到平衡。若 M 有平行 DA的分量，则曲杆可绕 DA 轴线加速

转动，当转过 1 小角度后，A 端约束力将要复杂化、不能再作向心轴承看待。 
4-20  2 个均质杆 AB 和 BC 分别重 P1和 P2，其端点 A 和 C 用球铰固定在水平面上，另

1 端 B 由球铰链相连接，靠在光滑的铅直墙上，墙面与 AC 平行，如图 4-20a 所示。如 AB
与水平线交角为 45°， °=∠ 90BAC 求 A 和 C 的支座约束力以及墙上点 B 所受的压力。 

解  AB 和 BC 两杆为研究对象，受力及坐标如图 4-20b 所示。 
由于未知力较多，尽可能用轴矩式平衡方程（需保证方程独立）求解，力求使取矩轴与较多

的未知力相交和平行，从而使方程中所含未知量最少。 

       0=∑ ACM ， 0
2

)( N21 =⋅−⋅+ OBFOAPP ， )(
2
1

21N PPF +=         （1） 

       0' =∑ AzM ， 0=⋅ ACFCy ， 0=CyF              （2） 
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z
z′

z ′′

y ′′

y
x

x′
A

O

B

C°90
°45

AyF
AxF

BNF 2P
CzF

CyF

CxF
AzF

1P

 
                      (a)                                   (b) 

z

BzF

ByFBNF

BxF

1P
AyF

y

AzF

AxF
Ox

B

A

 
(c) 

图 4-20 

0' =∑ AzM ， 0)( N =⋅+ ACFF Ay ， )(
2
1

21N PPFFAy +−=−=    （3） 

0=∑ AyM ， 0
22 =⋅−⋅

ACPACFCz ， 22
1 PFCz =          （4） 

         0' =∑ CyM ， 0
2

)( 21 =⋅+⋅+−
ACPACPFAz ， 21 2

1 PPFAz +=         （5） 

         0=∑ xF ， 0=+ CxAx FF                （6） 
    （2）杆 AB 为研究对象，受力及坐标如图 4-20c 所示 
         0=∑ OzM ， 0=⋅OAFAx ， 0=AxF           （7） 
代入式（6），得 

0=CxF              （8） 
4-21 杆系由球铰连接，位于正方体的边和对角线上，如图 4-21a 所示。在节点 D 沿对

角线 LD 方向作用力 FD。在节点 C 沿 CH 边铅直向下作用 F。如球铰 B，L 和 H 是固定的，

杆重不计，求各杆的内力。 

     

z

y

x H

K
G

B

L

A
D

DF

6F

1F
2F

4F
3F

5F

3F ′
C

 
(a) (b) 

图 4-21 
解  (1) 节点 D 为研究对象，受力如图 4-21b 所示 

       0=∑ yF ， 0
2

1
2
1

1 =×−× FFD ， DFF =1 （拉） 

       0=∑ zF ， 0
2

1
2
1

6 =×−× FFD ， DFF =6 （拉） 
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B 

       0=∑ xF ， ( ) 02/1)( 613 =×++ FFF ， DFF 23 −= （压） 
    (2) 节点 C 为研究对象，受力如图 4-21b 所示 
       0=∑ xF ， ( ) 03/143 =×−− FF  ，   DFF 64 −= （拉） 

       0=∑ yF ， ( ) 03/142 =×−− FF  ，   DFF 22 −= （压） 

0=∑ zF ， ( ) 03/145 =×−−− FFF  ，   DFFF 25 −−= （压） 
4-22  图4-22a所示机床重50 kN，当水平放置时（ °= 0θ ）秤上读数为15 kN，当 °= 20θ

时秤上读数为 10 kN，试确定机床重心的位置。 

  

y

θ

x
A

θ

C
Cy

P
BF

F

 
(a) (b) 

图 4-22 
解  设机床相对水平地面倾斜θ 角仍处于平衡，其受力如图 4-22b 所示。又设机床重心

C 的坐标为 xC及 yC，则 
       0=∑ BM ， 0m4.2cossinkN50coskN50 =×−⋅⋅−⋅⋅ θθθ Fyx CC  （1） 

°= 0θ 时， 
kN 15=F  

代入式（1），得 
    m 72.0=Cx  

°= 20θ 时， kN 10=F ，且 m 72.0=Cx  
代入式（1），得 

m 659.0=Cy  
4-23  工字钢截面尺寸如图 4-23a 所示，求此截面的几何中心。 

     

y

xO
C

200

20
Cx 20  

                         (a)                               (b) 
图 4-23 

解 把图形的对称轴作轴 x，如图 4-23b 所示，图形的形心 C 在对称轴 x 上，即 
0=Cy  

mm 90
201502020020200

2102015010020200)10(20200
=

×+×+×
××+××+−××

=
Δ∑
⋅Δ∑

=
i

ii
C A

xA
x  

4-24  均质块尺寸如图 4-24 所示，求其重心的位置。 

解 
)604080304020104040(

)206040801030402060104040(
××+××+××

×××+×××+×××
=

∑
∑

=
g

g
P
xP

x
i

ii
C ρ

ρ
 

mm 72.21=  
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)604080304020104040(
)406040806030402020104040(

××+××+××
×××+×××+×××

=
∑
∑

=
g

g
P
yP

y
i

ii
C ρ

ρ
 

mm 69.40=  

)604080304020104040(
))30(60408015304020)5(104040(

××+××+××
−×××+×××+−×××

=
∑
∑

=
g

g
P
zP

z
i

ii
C ρ

ρ

           mm 62.23−=  

  
                图 4-24                               图 4-25 

4-25 均质曲杆尺寸如图 4-25 所示，求此曲杆重心坐标。 

解  
100200100100200

2001001002000100)50(100)100(200
++++

×+×+×+−×+−×
=

∑
∑

=
i

ii
C P

xP
x  

mm 43.21=  

700
100100100200501000100)100(200 ×+×+×+×+−×

=
∑
∑

=
i

ii
C P

yP
y  

mm 43.21=  

700
)50(1000200010001000200 −×+×+×+×+×

=
∑
∑

=
i

ii
C P

zP
z  

 mm 143.7−=  
4-26  图 4-26a 所示均质物体由半径为 r 的圆柱体和半径为 r 的半球体相结合组成。如

均质体的重心位于半球体的大圆的中心点 C，求圆柱体的高。 

                  x

yC

r

z

 
(a)       (b) 

图 4-26 
解  选坐标轴如图 4-26b 所示，由题意知 

    0
3/2

)3/3(3/22/
33

32

=
π+π

−⋅π+⋅π
=

rhr
rrhhrzC  

解得 

rrh 707.0
2
==  
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第5章 摩  擦 
 

5-1 如图 5-1a 所示，置于 V 型槽中的棒料上作用 1 力偶，力偶矩 mN 15 ⋅=M 时，刚

好能转动此棒料。已知棒料重力 N 400=P ，直径 m 25.0=D ，不计滚动摩阻。求棒料与

V 形槽间的静摩擦因数 fs。 

        2NF1NF 2sF

xy

1sF

°45°45

O
P

M

 
(a)    (b) 

图 5-1 
解  圆柱体为研究对象，受力如图 5-1b 所示，Fs1，Fs2 为临界最大摩擦力。 

       0=∑ xF ， 045cos2s1N =°−+ PFF             （1） 

       0=∑ yF ， 045sin1s2N =°−− PFF             （2） 

       0=∑ OM ， 0
22 2s1s =−+ MDFDF             （3） 

临界状态摩擦定律： 
                  1Ns1s FfF =             （4） 

                  2Ns2s FfF =               （5） 
以上 5 式联立，化得 

                 0145coss2
s =+°−

M
PDf

f  

代入所给数据得 
                 01714.4 s

2
s =+− ff  

方程有 2 根： 
442.4s1 =f （不合理）， 223.0s2 =f （是解） 

故棒料与 V 形槽间的摩擦因数 
223.0s =f  

5-2  梯子 AB 靠在墙上，其重力为 N 200=P ，如图 5-2a 所示。梯长为 l，并与水平面

交角 °= 60θ 。已知接触面间的静摩擦因数均为 0.25。今有 1 重力为 650 N 的人沿梯向上爬，

问人所能达到的最高点 C 到点 A 的距离 s 应为多少？ 

           

A

ANF

AsF
P
Wθ

B
BNF

sBF

C

 
(a)     (b) 

图 5-2 
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解  梯子为研究对象，受力如图 5-2b 所示，刚刚要滑动时，A，B 处都达最大静摩擦力。 
人重力 N 650=W ，平衡方程： 
        0=∑ xF , 0sN =− AB FF            （1） 

        0=∑ yF , 0sN =−−+ WPFF BA          （2） 

        0=∑ AM ， 060cos60sin60cos60cos
2 sN =°−°−°+° lFlFWslP BB  （3） 

临界补充方程： 
                 AsA FfF Ns =                              （4） 

                 BsB FfF Ns =                           （5） 
联立以上 5 式，解得 

                N 800
1 2

s
N =

+
+

=
f
WPF A ， N 200s =AF  

                N 200)(
1 2

s
N =+

+
= WP

f
f

F s
B ， N 50s =BF  

                lPFf
W
ls B 456.0]

2
)3[( Ns =−+=  

5-3  2 根相同的匀质杆 AB 和 BC，在端点 B 用光滑铰链连接，A，C 端放在不光滑的水

平面上，如图 5-3a 所示。当 ABC 成等边三角形时，系统在铅直面内处于临界平衡状态。求

杆端与水平面间的摩擦因数。 

            CA

B B
BxF ′BxF

P P
NF

F ′F

NF

 
(a)    (b) 

图 5-3 
解  由于结构对称与主动力左右对称，约束力也对称，只需取 1 支杆 AB 为研究对象，

受力如图 5-3b 所示，临界平衡时，A 端达最大静摩擦力，设 AB=BC=l，则 
       0=∑ yF ， 0N =− PF                         （1） 

       0=∑ BM ， 030sin
2

30sin30cos N =°+°−°
lPlFlF               （2） 

临界摩擦力为： 

Ns FfF =                             （3） 

解得 

287.0
32

1
s ==f  

5-4  攀登电线杆的脚套钩如图 5-4a 所示。设电线杆直径 mm 300=d ，A，B 间的铅直

距离 mm 100=b 。若套钩与电杆之间摩擦因数 5.0s =f ，求工人操作时，为了完全，站在

套钩上的最小距离 l 应为多大。 
解  套钩为研究对象，受力如图 5-4b 所示，设工人站在保证安全的最小 minl 处，此时

钩与电杆接触点 A，B 都达最大静摩擦力，方向向上。 
       0=∑ xF ，  0NN =− BA FF                          （1） 

   0=∑ yF ，  0s =−+ PFF sBA                             （2） 
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A 
B 

   

x

y

BsFd

AFN

BFN

Pl
AsF

 
   (a)                                       (b)  

图 5-4 

0=∑ AM ， 0)
2

( sNmin =+++− dFbFdlP BB                      （3） 

临界摩擦力： 

AA FfF Nss =                        （4） 

                  BB FfF Nss =                           （5） 
式（1）、（2）、（4）、（5）联立，解得 

                  
2ss
PFF BA == ，

s
NN 2 f

PFF BA ==  

代入式（3），得 

            0
22

)
2

(
s

min =⋅+⋅++− b
f

PdPdlP  

                  mm 100min == bl  

5-5  不计自重的拉门与上下滑道之间的静摩擦因数均为 sf ，门高为 h 。若在门上 h
3
2

处

用水平力 F 拉门而不会卡住，求门宽 b 的最小值。问门的自重对不被卡住的门宽最小值是

否有影响？ 

        

ANF

F

b

ENF
EsF

A
AsF ′

E

 
(a) (b) 

图 5-5 
解 （1）不计自重时受力如图 5-5b 所示 

        0=∑ yF ， AE FF NN =  

        0=∑ xF ， AE FFF ss += ， EE FfF Nss = ， AA FfF Nss =  

                  AE FF ss = ， AFF s2=  

        0=∑ EM ， 0
3

2
minNs =⋅−− bFhFhF AA  

综上化得 

0
3

4

s

min =−−
f

bhh
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s

min

3 f
bh

=  ，
3
s

min
hf

b =  

    （2）考虑门自重 W（位于门形心，铅垂向下，图中未画出）时，受力如图 5-5b 所示 
0=∑ yF ， AE FWF NN +=  

0=∑ xF ， AE FFF ss +=  
 临界摩擦力： 

EE FfF Nss = ， AA FfF Nss =  

         0=∑ EM , 0
2
1

3
2

sN =+⋅+×+×− hFbFbWhF AA  

 解得 

)31(
3
1

3
1

ss
2

ss F
Whfhfhf

F
Whfb ⋅+=+=  

当门被卡住时，无论力 F 多大，门仍被卡住，得 

                                   
3
s

min
hf

b =  

可见，门重与此门宽最小值无关。 
5-6  平面曲柄连杆滑块机构如图 5-6a 所示。 lOA = ，在曲柄 OA 上作用有 1 矩为 M

的力偶，OA 水平。连杆 AB 与铅垂线的夹角为θ ，滑块与水平面之间的摩擦因数为 sf ，不

计重力，且 stan f>θ 。求机构在图示位置保持平衡时 F 力的值。 

  θ
O

OyF

OxF

ABF

A
M

    NF

F
βθ B

SF

ABF ′

 
                (a)                           (b)                          (c) 

图 5-6 
解 （1）研究对象 AO，受力如图 5-6b 所示 

        0=∑ OM   MlFAB =⋅θcos ，
θcos⋅

=
l

MFAB          （1） 

（2）研究对象为滑块 B，受力如图 5-6c 所示，这里假设 F 较小，B 有向右滑趋势： 
        0=∑ xF ， 0cossin s

' =−− FFFAB βθ        （2） 

        0=∑ yF ， 0sincos'
N =−− βθ FFF AB  

βθ sincos'
N FFF AB +=  

补充方程：        Nss FfF =  

                  )sincos( '
ss βθ FFfF AB +=              （3） 

式（1）代入式（3），得 

)sin(ss βF
l

MfF +=                 （4） 

式（1）、（4）代入式（2），得 

      0)sin(cossin
cos s =+−− ββθ

θ
F

l
MfF

l
M

 

                  )sin(cos)(tan ss ββθ fFf
l

M
+=−  
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令 ϕtans =f ，则 

              )sintan(cos)tan(tan βϕβϕθ +=− F
l

M
 

              
)cos(
)sin(

cos)sin
cos
sin(cos

)
cos
sin

cos
sin(

ϕβ
ϕθ

θβ
ϕ
ϕβ

ϕ
ϕ

θ
θ

−
−

⋅=
+

−
=

l
M

l

M
F  

F 较大时，滑块 B 滑动趋势与图 c 相反，即摩擦力 Fs 与图 c 所示相反，则此时式（1），（4）
不变，式（2）变为 
             0cossin s

' =+− FFFAB βθ  
式（1），（4）代入上式，得 

             0)sincossin
cos ss =++− ββθ

θ
Ff

l
MfF

l
M

 

          )sin(cos)(tan ss ββθ fFf
l

M
−=+  

                         
)sin(cos

)(tan

s

s

ββ
θ
fl

fM
F

−
+

=  

同样令 ϕtans =f ，则 

       
)cos(cos

)sin(
ϕβθ

ϕθ
+

+
=

l
MF  

以上 2 个 F 是使系统保持平衡的 F 的最小与最大值，在两者之间的 F 都能保持平衡，即  

       
)cos(cos

)sin(
)cos(cos

)sin(
ϕβθ

ϕθ
ϕβθ

ϕθ
+

+
≤≤

−
−

l
MF

l
M

 

5-7  轧压机由两轮构成，两轮的直径均为 mm 500=d ，轮间的间隙为 mm 5=a ，两

轮反向转动，如图 5-7a 上箭头所示。已知烧红的铁板与铸铁轮间的摩擦因数 1.0s =f ，问

能轧压的铁板的厚度 b 是多少？ 
    提示：欲使机器工作，则铁板必须被两转轮带动，亦即作用在铁板 A、B 处的法向反作

用力和摩擦力的合力必须水平向右。 

        

θ
AsF

BsF
θ

BNF
θ

θ
ANF

 
(a)   (b) 

图 5-7 
解  铁板主要受力为两轮的正压力 ANF 、 BNF 及摩擦力 AsF 、 BsF ，如图 5-7b 所示。

由于两轮对称配置，可设 

NNN FFF BA == ， FFF BA == ss  
合力水平向右，即 

      θθ sin2cos2 NFF − ≥0，  N/ FF ≥ θtan  
又由摩擦定律 
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 sN/ fFF ≤  
比较上 2 式，可见  

stan f=θ  
由几何关系 

        
bad

badd
bad

badd

−+
−+−

=
−+

−+
−

=
22

22

)(

2

)
2

()
2

(
tanθ  

得 

s
22 )()( fbadbadd −+≤−+− ，

2
s1

)(
f

ddab
+

−+≤  

将 2
1

2
s )1(

−
+ f 展开，略去

4
sf 项及其后各项，可得 

mm 5.7
2

2
s =+≤ fdab  

5-8 鼓轮利用双闸块制动器制动，设在杠杆的末端作用有大小为 200 N 的力 F，方向与

杠杆相垂直，如图 5-8a 所示，自重均不计。已知闸块与鼓轮间的摩擦因数 5.0s =f ，又

m 5.02 2121 ======= LOKLAOCDKDOOR ， m 75.01 =BO ， m 11 == DOAC ，

m 25.0=ED ，求作用于鼓轮上的制动力矩。 

          

C

D

θ

θ

O

1O A B

2O
yO1

F
xO1

F
FACF

xO1
F

1O

yO1
F

1NF

DyF ′
DxF ′ DxF

DyFE
EKF

K
EKF ′

2NF

xO2
F

yO2
F

2NF ′

OyF

OxF
1NF ′

2sF
1sF ′

1sF2sF ′

D

ACF ′

 
(a)   (b) 

图 5-8 
解  (1) 杆 BO1 为研究对象，受力如图 5-8b 所示的下部。 

        01 =∑ OM ， 011 =⋅−⋅ BOFAOFAC ， N 300
1

1 == F
AO
BO

FAC  

由几何关系 

                 
5

2
25.050.0

50.0cos
22
=

+
==

KE
KDθ  

    （2）杆 CDE 为研究对象，受力如图 5-8b 所示的上部。 
        0=∑ DM ， 0cos ' =⋅−⋅ DCFDEF ACKE θ ， ACKE FF 5=  

        0=∑ xF ， 0cos =− θKEDx FF ， N 6002cos === ACKEDx FFF θ  
    （3）杆 O1D 为研究对象，受力如图 5-8b 所示的右部。 

        01 =∑ OM ， 0
2
1

1N1
' =⋅−⋅

DO
FDOFDx ， N 20012 '

1N == DxFF      
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    （4）杆 KO2 为研究对象，受力如图 5-8b 所示的左部。 

02 =∑ OM ， 0cos
2 2

'2
2N =⋅−⋅ KOF

KO
F KE θ  

N 20014cos2 '
2N === ACKE FFF θ  

由摩擦定律 
     N 6005.0 1N1s == FF ， N 6005.0 2N2s == FF  

    (5) 鼓轮为研究对象，受力如图 5-8b 所示的中部，由平衡条件得制动力矩为 
mN 300)( '

s2
'

s1 ⋅=+= RFFM  
 

5-9  砖夹的宽度为 0.25 m，曲杆 AGB 与 GCED 在点 G 铰接，尺寸如图 5-9a 所示。设

砖重 P=120 N，提起砖的力 F 作用在砖夹的中心线上，砖夹与砖间的摩擦因数 5.0s =f ，

求距离 b 为多大才能把砖夹起。 

  

1sF

1NF
2NF

P

250
DA

2sF

F
G

A

1sF ′
1NF ′

GyF

GxF
30 95

B

 
(a)                            (b)                            (c) 

图 5-9 
解 （1）整体为研究对象，受力如图 5-9a 所示，由图 5-9a 得出： 

N 120== PF  
    （2）砖块为研究对象，受力如图 5-9b 所示 
         0=∑ xF ， 0N21N =− FF                      （1） 

         0=∑ yF ， 02s1s =−− PFF                         （2） 

 补充方程： 
      1N1s FfF s≤ ， 2N2s FfF s≤                     （3） 

 解得 

        N 60
221s ===
PFF ， N 120

s

1s
2N1N =≥=

f
F

FF  

    （3）曲杆 AGB 为研究对象，受力如图 5-9c 所示 
         0=∑ GM ， 0mm30mm95 '

1N1s =⋅−×+× bFFF  
以 P、Fs1、FN1 值代入，解得 

      mm 110≤b  
 

5-10  图 5-10a 所示起重用的夹具由 ABC 和 DEF 两个相同的弯杆组成，并由杆 BE 连

接，B 和 E 都是铰链，尺寸如图，不计夹具自重。问要能提起重物 P，夹具与重物接触面处

的摩擦因数 sf 应为多大？（忽略 BE 间距尺寸） 
解  (1) 整体为研究对象，受力如图 5-10a 所示，得 

                   PF =  
    （2）吊环 O 为研究对象，受力如图 5-10d 所示 
        0=∑ xF ， 060sin60sin =°−° AD FF         （1） 

        0=∑ yF ， 060cos60cos =°−°− AD FFF        （2） 

解得 

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 61

O 

  PFFF DA ===  

 
P

2sF ′

2NF1NF ′ G

1sF ′

 

AF ′

200
C

1NF

1sF

B

A °90

BEF

 DF

F

AF °120
 

(a)                      (b)                    (c)                  (d) 
图 5-10 

 
    (3) 重物为研究对象，受力如图 5-10b 所示 
        0=∑ xF ， 0'

N2
'
1N =− FF            （3） 

        0=∑ yF ， 0'
1

'
2 =−+ PFF ss           （4） 

        0=∑ GM ， 0m20.0m20.0 '
2

'
1 =×−× ss FF       （5） 

摩擦力 
            '

N1s
'

s1 FfF ≤               （6） 

                  '
2Ns

'
2 FfFs ≤            （7） 

解得 

            
2

'
s2

'
s1

PFF ≥=  

                  
s

'
N2

'
1N 2 f

PFF ≥=  

    （4）弯杆 ABC 为研究对象，受力如图 5-10c 所示 
         0=∑ BM ， 0mm200mm150mm600 s1N1

' =×+×+×− FFFA  
把有关量代入上式，得 

               15.0s ≥f  
 

5-11 图 5-11a 所示 2 无重杆在 B 处用套筒式无重滑块连接，在杆 AD 上作用 1 力偶，其

力偶矩 mN 40 ⋅=AM ，滑块和杆 AD 间的摩擦因数 3.0s =f ，求保持系统平衡时力偶矩

CM 的范围。 
 

A

AyF

AxF
AM

D

sF

BNF

B

  C

CyF

CxF

CM

B

sF ′
BNF ′

A
°30

°30

 
                 (a)                           (b)                        (c) 

图 5-11 
解 （1）研究对象为杆 AD，受力如图 5-11b 所示 

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 62

b 

        0=∑ AM ， 0N =−⋅ AB MABF ， °= 30cos/
2
lAB  

                
l
M

l
MF AA

B
3

30cos/
2

N =
°

=                               （1） 

                
l
Mf

FfF A
B

s
Nss

3
==                                  （2） 

    （2）研究对象为杆 CB，受力如图 5-11c 所示 
          0=∑ CM ， 030cos30sin '

N
'

s =°+°+− lFlFM BC                  （3） 
式（1）、（2）代入式（3），得 

030cos330sin
3 s =°+°+− l

l
Ml

l
Mf

M AA
C  

       

mN 4.70mN )33.03(
2

40)33(
22

3
2
3

ss ⋅=⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +×=+=+= f

M
MMfM A

AAC  

当 CM 较小时，摩擦力 sF 与图示反向，此时式（1）、（2）不变，式（3）变为 

030cos330sin
3 s =+°−− l

l
Ml

l
Mf

M AA
C  

mN 6.49mN )3.033(
2

40)33(
2 s ⋅=⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×−=−== f

M
M A

C  

mN 4.70mN 6.49 ⋅≤≤⋅ CM  
5-12  均质箱体 A 的宽度 m 1=b ，高 m 2=h ，重力 kN 200=P ，放在倾角 °= 20θ

的斜面上。箱体与斜面之间的摩擦因数 2.0s =f 。今在箱体的 C 点系 1 无重软绳，方向如

图所示，绳的另 1 端绕过滑轮 D 挂 1 重物 E。已知 m 8.1== aBC 。求使箱体处于平衡状

态的重物 E 的重量。 

  

F
°30

P

A

NFSF

C

B
θ

  NF

°30
F

P

C

A
B

°20
sF

 
                         (a)                   (b)                  (c) 

图 5-12 
解 （1）物 E 重较小时，临界受力如图 5-12b 所示 
① 临界下滑 

0=∑ xF ， 020sin30cos s =°−+° PFF              （1） 

        0=∑ yF ， °−°= 30sin20cosN FPF              （2） 

                   Nss FfF =                  （3） 

式（2）代入式（3），式（3）代入式（1），消去 FN、 sF ，得 

                   kN 2.40
30sin30cos

)20cos20(sin

s

s =
°−°
°−°

=
f
fP

F               （4） 

② 临界逆时针翻倒判别 
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0
2

20cos
2

20sin)( <⋅°−⋅°=
bPhPM A P  

又因为 
              0≥F ， 0)( <FAM   

所以图 5-12b 所示状态不会翻倒。 
    （2）物 E 较重时， F 较大，上滑与顺时针倾倒的临界受力如图 5-12c 所示。 

① 临界上滑 

0=∑ xF ， 020sin30cos s =°−−° PFF             （5） 

        0=∑ yF ， 020cos30sin N =+°−° FPF                （6） 

                   Nss FfF =                                           （7） 
式（6）代入式（7），式（7）代入式（5），得 
                020sin)30sin20cos(30cos s =°−°−°−° PFPfF  

解得 

kN 7.109

2
12.0

2
3

)20cos2.020(sinkN200
30sin30cos

)20cos20(sin

s

s =
×+

°+°⋅
=

°+°
°+°

=
f
fP

F  （8） 

    ② 临界顺时针翻倒 

       0=∑ BM ， 0
2

20sin
2

20cos30cos =⋅°+⋅°+⋅°−
hPbPaF  

      kN 104
30cos8.1

)20sin220(coskN100
30cos

)20sin20cos(
2 =

°
°+°⋅

=
°

°+°
=

a

hbP

F  （9） 

由式（4）、（8）、（9）得  
                kN 104kN 2.40 ≤≤ F  

这里的 F 为保持平衡时物 E 的重力范围。 
5-13  机床上为了迅速装卸工件，常采用如图 5-13a 所示的偏心轮夹具。已知偏心轮直

径为 D，偏心轮与台面间的摩擦因数为 sf 。现欲使偏心轮手柄上的外力去掉后，偏心轮不

会自动脱落，求偏心距 e 应为多少？各铰链中的摩擦忽略不计。 

       NF

sF

e
F

C
θ

 
(a) (b) 

图 5-13 
解  忽略偏心轮重力，则偏心轮保持平衡相当于二力杆，由自锁条件如图 5-13b 受力得 

                    stan

2

f
D
e

=≤ θ ，
2
s Df

e ≤  

*5-14 均质圆柱重力 P，半径为 r，搁在不计自重的水平杆和固定斜面之间。杆端 A 为

光滑铰链，D 端受 1 铅垂向上的力 F，圆柱上作用 1 力偶，如图 5-14a 所示，已知 PF = ，

圆柱与杆和斜面间的静滑动摩擦因数皆为 3.0s =f ，不计滚动摩阻，当 °= 45θ 时，

BDAB = 。求此时能保持系统静止的力偶矩 M 的最小值。 
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BNF ′

BsF ′

F

BA

AyF

AxF
D

EsFENF

A
°45

BsF

BNF

P

r
ME

O

B

 
(a)                            (b)                       (c) 

      图 5-14 
 解 （1）研究对象为杆 ABD，受力如图 5-14b 所示 

        0=∑ AM ， BDAB = ， PFF B 22'
N ==  

 
(2) 研究对象为轮 O，受力如图 5-14c 所示 
① 设 E 处摩擦力先达临界值，则 

                    EE FfF Nss =  

     0=∑ yF ， 045cos45cos2 NsN =°−°−− EE FfFPP  

                 P
f
PF E 13

210
1

2

s
N =

+
= ， PFfF EE 13

23
Nss ==       （1） 

     0=∑ xF ， 045cos45cos sNsN =−°−° BEE FFfF  

                 PPfFF EB 13
77.0

13
210

2
2)1(

2
2

sNs =××=−=       （2） 

BBB FPPFfF sNsmaxs 6.023.0 >=×==  
点 B 处摩擦力未达临界值。 

0=∑ OM ， MrFF EB =− )( ss  

    PrPrM 212.0
13

237
=

−
=                       （3） 

② 设 B 处摩擦力先达临界值，则 
PFfF BB 6.0Nss ==  

    0=∑ yF ， PPFF EE 245cos45cos sN =+°+°  

                   PFF EE 2sN =+                          （4） 

    0=∑ xF ， 045cos45cos ssN =−°−° BEE FFF  

                   PFFF BEE 26.02 ssN ==−                 （5） 
式（4）―式（5），得 

PPF E 8282.022.0s ==  
式（4）+式（5），得 

PF E 28.0N =  

                    EEE FPPFfF sNsmaxs 4339.028.03.0 >=×==  

        0=∑ OM   MrFF EB =− )( ss  
                    PrPrM 3172.0)8282.06.0( =−=      （6） 
比较式（3）、（6）得 

      PrM 212.0min =  
*5-15  重为 N 4501 =P 的均质梁 AB。梁的 A 端为固定铰支座，另 1 端搁置在重
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O 

N 3432 =W 的线圈架的芯轴上，轮心 C 为线圈架的重心。线圈架与 AB 梁和地面间的静滑

动摩擦因数分别为 4.0s1 =f ， 2.0s2 =f ，不计滚动摩阻，线圈架的半径 m 3.0=R ，芯轴

的半径 m 1.0=r 。在线圈架的芯轴上绕 1 不计重量的软绳，求使线圈架由静止而开始运动

的水平拉力 F 的最小值。 

1NF 1sFAxF

AyF

1P
A

m2 m1

B

R r
F

1NF ′

2sF

2NF

2P

1sF ′

 
(a)                              (b)                      (c) 

         图 5-15 
解  （1）研究对象为杆 AB，受力如图 5-15b 所示 

        0=∑ AM  ， N 300
3
2

11N == PF  

    （2）研究对象为线圈架轮，受力如图 5-15c 所示 
                     ( ) N 120N 3004.0'

1Ns1
'
1s =×== FfF  

        0≤∑ OM ， )()('
1s rRFrRF −≤+⋅  

                     N 240'
1s =

−
+

≥ F
rR
rRF  

                     N 240min =F  
此时轮 C 顺时针转，D 处相对滑动，摩擦力达最大，O 处纯滚，显然 O 处要滑动需更大的

力 F。 
5-16  构件 1 和 2 用楔块 3 连接，已知楔块与构件间的摩擦因数 1.0s =f ，楔块自重不

计。求能自锁的倾斜角θ 。 

      

θ
2NF

2sF

1NF

1sF
 

(a) (b) 
图 5-16 

解  楔体为研究对象，受力如图 5-16b 所示。列平衡方程： 
       0=∑ xF ， 0sincos 1N2s2N =−+ FFF θθ                  （1） 

       0=∑ yF ， 0cossin 1s2s2N =−θ−θ FFF            （2） 

摩擦定律： 
                 1Ns1s FfF ≤              （3） 

                 2Ns2s FfF ≤             （4） 
式（3）、（4）代入式（1）、（2），得 
                 1Ns2N )sin(cos FfF ≥+ θθ  

                 N1ss2N )cos(sin FffF ≤− θθ  
由上 2 式得 

θ
θ

θθ
θθ

tan1
tan

sincos
cossin

s

s

s

s
s f

f
f
f

f
+

−
=

+
−

≥  

推得 
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            202.0
-1
2

tan 2
s

s =≤
f
f

θ  

                  '251142.11 °=°≤θ  
方法 2：考虑双面自锁，θ 应小于 2 倍摩擦角，即 
        1.0arctan2arctan22 sf ==≤ fϕθ '251142.11 °=°=  
5-17  均质长板 AD 重 P，长为 4 m，用 1 短板 BC 支撑，如图 5-17a 所示。若

m 3=== ABBCAC ，板 BC 的自重不计。求 A、B、C 处摩擦角各为多大才能使之保持

平衡。 

             
B

C

Cϕ

Bϕ
°60

BF

CF

   
A

AF

°60

C
D

°60

P

Aϕ

O

CF ′

 
(a)                         (b)                      (c) 

图 5-17 
解 （1）研究对象 BC，自重不计，为二力杆，BC 两端全约束力必共线、等值、反向，

如图 5-17b 所示，临界状态时 Bϕ 、 Cϕ 为各自摩擦角。 

           °= 30Bϕ ， 577.030tan =°=Bf ； °= 30Cϕ ， 577.0=Cf  
    （2）研究对象 AD，为三力汇交于点 O 平衡，A、C 处全约束力如图 5-17c 所示 

°
=

120sinsin
AOOC

θ
， 1=OC  m 

          13120cos31231 22 =°×××−+=AO m 

          240.0
2
3

13
1120sinsin =⋅=°=

AO
OCθ ， °= 9.13θ  

          °=θ−°=ϕ 1.1630A  
     说明：本题还可用将 A、B、C 三处全约束力用最大静摩擦力和法向约束力表示，用解

析法，列平衡方程联立求解可得同样结果。 
5-18  尖劈顶重装置如图 5-18a 所示。在块 B 上受力 P 的作用。块 A 与 B 间的摩擦因

数为 sf （其他有滚珠处表示光滑）。如不计块 A 和 B 的重力，求使系统保持平衡的力 F 的

值。 

   

P

BNF

1NF

1sF
B

  

F

ANF
1sF ′

1NF ′

 
                 (a)                               (b)                     (c) 

图 5-18 
解 （1）求刚能顶住重物不下降所需 F 的最小值。 

    ①  块 B 为研究对象，块 B 几乎要下滑，受力如图 5-18b 所示 
        0=∑ yF ， 0sincos 11N =−θ+θ PFF s                            （1） 

    ②  块 A 为研究对象，受力如图 5-18c 所示 
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        0=∑ xF ， 0sincos 1N1s =−+− FFF θθ                          （2） 
摩擦定律： 

1Ns1s FfF ≤                           （3） 
解得 

P
f
f

F
s θθ

θθ
sincos
cossin s

min +
−

=  

    （2）求顶住重物但还不致向上升所允许的 F 的最大值。 
    ①  块 B 为研究对象，块 B 刚要上滑，受力图是将图 5-18b 中的

'
s1F 画成反向，得 

        0=∑ yF ， 0sincos 2s2N =−− PFF θθ        （4） 

    ②  块 A 为研究对象，受力图是将图 5-18c 中的 s1F 画成反向，得 

        0=∑ xF ， 0sincos 2N2s =−+ FFF θθ        （5） 
摩擦定律： 

2Ns2s FfF =                （6）  
解得 

θθ
θθ

sincos
cossin

s

s
max f

f
F

−
+

=  

5-19  1 半径为 R，重为 P1 的轮静止在水平面上，如图 5-19a 所示。在轮上半径为 r 的
轴上缠有细绳，此细绳跨过滑轮 A，在端部系 1 重为 2P 的物体。绳的 AB 部分与铅直线成θ
角。求轮与水平面接触点 C 处的滚动摩阻力偶矩、滑动摩擦力和法向反作用力。 

             

sF

NF
fM

1P

θ
TF

B

C

O

 
(a) (b)  

图 5-19 
解  (1) 取重物为研究对象，显然绳中张力为 

2T PF =  
（2）取轮子为研究对象，受力如图 5-19b 所示。图中 Mf为滚阻力偶矩。设轮子处于平

衡状态。平衡方程为 
0=∑ xF ， 0sinT =− sFF θ                                    （1） 

        0=∑ yF ， 0cos 1TN =−+ PFF θ                                （2） 

        0=∑ OM ， 0sTf =−+ RFrFM                             （3） 
式（1）、（2）、（3）联立，解得 

θsin2s PF = ， θcos21N PPF −= ， )sin(2f rRPM −= θ   
*5-20 汽车重力 kN 15=P ，车轮的直径为 600 mm，轮自重不计。问发动机应给予后

轮多大的力偶矩，方能使前轮越过高为 80 mm 的阻碍物？并问此后轮与地面的静摩擦因数

应为多大才不至打滑？ 
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M

r
BF

BFN

B
W

  

A Br
C

P

2NF
BNF

BsF
20012001

 
(a)                   (b)                     (c) 

图 5-20 
 

解 （1）后轮 B 为研究对象，受力如图 5-20b 所示（ 0=W ） 

      0=∑ BM ，
r

MFB =                （1） 

    （2）整体为研究对象，受力如图 5-20c 所示（图中， BB FF =s ），忽略轮 A（从动轮）

处滑动摩擦力，并考虑到以汽车整体为研究对象时，发动机加给后轮的力偶矩为内力，所以

与图 5-20b 不同。另外后轮为主动轮，摩擦力较大，方向朝前；前轮为从动轮，摩擦力朝后，

一般较小，故忽略。 
        0=∑ AM ， 030040022001 N =×−×+×− BB FFP      （2） 

        0=∑ yM ， PFF BA =+ NN cosϕ           （3） 

        0=∑ zM ， BA FF =ϕsinN ，
ϕsinN

B
A

FF =            （4） 

式（4）代入式（3），得 

      PF
F

B
B =+ Nsinϕ

， ϕcotN BB FPF −=             （5） 

式（4）代入式（1），得 
PFFP BB 20013004002)cot( =×−×− ϕ  

即                PFFP BB 48)cot( =−×− ϕ  

                   kN 23.6kN 

204
22081

154
cot81

4
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

×+

×
=

+
=

ϕ
PFB  

代入式（4），得 

kN 28.8kN 
204
22023.615N =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×−=BF  

                   BB FfF Ns≤  

                   752.0
28.8
23.6

N
s ==≥

B

B

F
Ff  

                   ( ) mN 87.1mN 3.023.6 ⋅=⋅×== rFM B  
 

5-21  如图 5-21a 所示，钢管车间的钢管运转台架，依靠钢管自重缓慢载无滑动地滚下，

钢管直径为 50 mm。设钢管与台架间的滚动摩阻系数 mm 5.0=δ 。试决定台架的最小倾角

θ 应为多大？ 
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x

y

ω
R

P
O

NF

sF

 
(a)      (b) 

图 5-21 
解  钢管为研究对象，受力及坐标系如图 5-21b 所示。在倾角θ 时钢管刚能慢慢滚下，

即θ 是使钢管产生滚动的最小倾角，认为在θ 角时钢管仍平衡，平衡方程为 
        0=∑ xF ， 0sins =− θPF           （1） 

        0=∑ yF ， 0cosN =− θPF           （2） 

        0=∑ OM ， 0Ns =− δFRF           （3） 
由式（1）、（2）得 

     θtan
N

s =
F
F

 

由式（3）得 

       
RF

F δ
=

N

s  

比较式（4）、（5）得 

       
R
δθ =tan  

                     '91)02.0(tan)(tan 11 °=== −−

R
δθ  

5-22  重 50 N 的方块放在倾斜的粗糙面上，斜面的边 AB 与 BC 垂直，如图 5-22a 所示。

如在方块上作用水平力 F 与 BC 边平行，此力由零逐渐增加，方块与斜面间的静摩擦因数为

0.6。求保持方块平衡时，水平力 F 的最大值。 

B

C

y

z

A

ϕ
1 2

θ
ϕ

D
sF NF

P
F

M

x

x

yM

θ

F

sF

ϕsinP

 
                   (a)                              (b)                    (c) 

图 5-22 
解  方块 M 为研究对象，受力如图 5-22b 所示。 

        0=∑ zF ， ϕcosN PF = ， ϕcos6.0Nsmaxs PFfF ==  

0=∑ xF ， ϕθ sincosmaxs PF =  

                 
2.1

1
6.0

tan
cos6.0

sincos ===
ϕ

ϕ
ϕθ

P
P

， °= 56.33θ  

        0=∑ yF ， FF =θsinmaxs  

N 8.1456.33sin
5

2N506.0sincos6.0 =°××== θϕPF  

5-23  图中均质杆 AB 长 l，重力 P，A 端由 1 球形铰链固定在地面上，B 端自由地靠在
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1 铅直墙面上，墙面与铰链 A 的水平距离等于 a，图中平面 AOB 与 yOz 的交角为θ 。杆 AB
与墙面间的摩擦因数为 sf ，铰链的摩擦阻力可不计。求杆 AB 将开始沿墙滑动时，θ 角应等

于多大？ 

       

y

z z′

x
a

l

P

sF
NF

θ
AzF

AyF

AxF

B

O A

 
(a) (b) 

图 5-23 
解  杆 AB 为研究对象，受力及坐标系如图 5-23b 所示。由于杆长不变，AO 与墙垂直，

杆端 B 在墙上只能沿以 O 为圆心的圆周滑动，此圆的半径为 

                     22 alr −=                             （1） 
点 B 的摩擦力只能沿圆的切向，且与水平面夹θ 角。 
        0=∑ AzM ， 0cossinN =⋅− aFrF θθ                              （2） 
摩擦定律： 

  Nss FfF =                        （3） 
解式（1）、（2）、（3）联立，得 

  
22

N

tan
al

af
rF
aF ss

−
==θ  

5-24  皮带制动器如图 5-24a 所示，皮带绕过制动轮而连接于固定点 C 及水平杠杆的 E
端，皮带绕于轮上的包角   π25.1225 =°=θ （弧度），皮带与轮间的摩擦因数为 5.0s =f ，

轮半径 mm 100=a 。如在水平杆 D 端施加 1 铅垂力 N 100=F ，求皮带对于制动轮的制

动力矩 fM 的最大值。 

    提示：轮与皮带间将发生滑动时，皮带两端拉力的关系为
θ

se12
fFF = 。其中θ 为包角，

以弧度计， sf 为摩擦因数。 

        

C
E D

F1F ′ 2F ′

CyF
CxF

 
(a) (b) 

图 5-24 
解  研究对象为杆 ECD，受力如图 5-24b 所示。 

0=∑ CM ， FF 2'1 =  ， N 20021 == FF  

N 4251e200e200e 51.963  1.250.5
12

s ==== × πθfFF  
[ ] mN 5.122mN 1.0)2004251()( 12f ⋅=⋅×−=−= aFFM  
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第六章 点的运动学 
 

6-1  图 6-1 所 示 为 曲 线 规 尺 的 各 杆 ， 长 为 mm 200== ABOA ，

mm 50==== AEACDECD 。如杆 OA 以等角速度 rad/s 
5
π

=ω 绕 O 轴转动，并且当运

动开始时，杆 OA 水平向右，求尺上点 D 的运动方程和轨迹。 
解  如图所示 tAOB ω=∠ ，则点 D 坐标为 

    tOAxD ωcos= ， tACtOAyD ωω sin2sin −=  
代入数据，得到点 D 的运动方程为： 

mm 
5
πcos200 tx = ， mm 

5
πsin100 ty =  

把以上两式消去 t 得点 D 轨迹方程： 

1
1000040000

22

=+
yx

（坐标单位：mm） 

因此，D 点轨迹为中心在（0，0），长半轴为 0.2 m，短半轴为 0.1 m 的椭圆。 
6-2  如图 6-2 所示，杆 AB 长 l ，以等角速度ω绕点 B 转动，其转动方程为 tωϕ = 。

而与杆连接的滑块 B 按规律 tbas ωsin+= 沿水平线作谐振动，其中 a 和b 为常数。求点 A
的轨迹。 

解  
⎩
⎨
⎧

−=
++=

tly
tltbax

A

A

ω
ωω

cos
sinsin

 

即  
⎩
⎨
⎧

−=
+=−
tly

tlbax

A

A

ω
ω

cos
sin)()(

 

即 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=
+
−

t
l

y

t
lb
ax

A

A

ω

ω

cos

sin
 

上两式两边平方后相加，得 

 1
)(
)(

2

2

2

2

=+
+
−

l
y

lb
ax AA （点 A 的轨迹为椭圆） 

6-3  如图 6-3 所示，半圆形凸轮以等速 m/s 01.00 =v 沿水平方向向左运动，而使活塞

杆 AB 沿铅直方向运动。当运动开始时，活塞杆 A 端在凸轮的最高点上。如凸轮的半径

mm 80=R ，求活塞上 A 端相对于地面和相对于凸轮的运动方程和速度，并作出其运动图

和速度图。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
（a）                                      （b） 

图 6-3 
 

图 6-1 

 
图 6-2 
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解  1）A 相对于地面运动 

        把直角坐标系 xOy 固连在地面上，如图 6-3b 所示，则 A 点的运动方程为 

        0=x ， m 6401.0 222
0

2 ttvRy −=−= （ 80 ≤≤ t ） 

    A 的速度 0== xvx & ， m/s 
64

01.0
2t

tyvy
−

−== &  

    A 的运动图（ ty − 曲线）及速度图（ tvy − 曲线）如图 6-3b 的左部。 

    2）A 相对于凸轮运动 
    把直角坐标系 '' yOx′ 固连于凸轮上，则点 A 的运动方程为 

    m 01.0' ttvx O == ， m 6401.0' 2ty −= （ 80 ≤≤ t ） 

    A 相对于凸轮的速度 m/s 01.0'' == xvx & ， m/s 
64

01.0'
2

'

t
tyvy

−
−== &  

运动图（ ty −' 及 tx −' 曲线）及速度图（ tvy −
'

及 tvx −
'

曲线）如图 6-3b 的中右部所示。 
 
6-4  图 6-4 所示雷达在距离火箭发射台为 l 的 O 处观察铅直上升的火箭发射，测得角θ

的规律为 kt=θ （k 为常数）。试写出火箭的运动方程并计算当
6
π

=θ 和
3
π

时，火箭的速度

和加速度。 
解  如图 6-4 所示在任意瞬时 t 火箭的坐标为 

lx = ， ktlly tantan == θ  
这就是火箭的运动方程。 
    分别对 t 求一次及二次导数： 
  0=x& ， 0=x&& ； 

ktlky 2sec=& ， ktktlky tansec2 22=&&  

  当
6
π

== ktθ 时， lkv
3
4

= ，
2

9
38 lka =  

当
3
π

== ktθ 时， lkv 4= ，
238 lka =  

 
6-5  套管 A 由绕过定滑轮 B 的绳索牵引而沿导轨上升，滑轮中心到导轨的距离为 l，如

图 6-5 所示。设绳索以等速 v0 拉下，忽略滑轮尺寸，求套管 A 的速度和加速度与距离 x 的关

系式。 
解  设绳段 AB 原长 0s ，在任意瞬时长度为 s，则 

    tvssBA 00 −== ， 0d
d v

t
s

−=   （1） 

又设Ox 轴的原点 O，方向如图。由几何关系知： 
22 xls += ，

22d
d

xl

xx
t
s

+
=

&
 （2） 

由 式 （ 1 ）、（ 2 ） 解 得 套 管 A 的 速 度 ：       

x
xlv

x
22

0 +
−=&  

加速度： 3

22
0

x
lv

xa −== &&  

 

图 6-4 

图 6-5 
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6-6  如图 6-6a 所示，偏心凸轮半径为 R，绕 O 轴转动，转角 tωϕ = （ω为常量），偏心距

OC=e，凸轮带动顶杆 AB 沿铅垂直线作往复运动。试求顶杆的运动方程和速度。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（a）                                  （b） 
图 6-6 

解  建立如图 6-6b 所示直角坐标系 xOy ，设初始瞬时 0=ϕ ，在任意瞬时 A 点纵坐标

为 

        22 CDACODDAODOAy −+=+==  

    即  teRtey ωω 222 cossin −+=  
    此即顶杆 AB 的运动方程。把运动方程对 t 求导，得顶杆速度得 

]
cos2

2sin[cos
cos

cossin2
2
1cos

222222

2

teR

tete
teR

tteteyv
ω

ωωω
ω

ωωωωω
−

+=
−

⋅
⋅+== &  

 
6-7  图示摇杆滑道机构中的滑块 M 同时在固定的圆弧槽 BC 和摇杆 OA 的滑道中滑动。

如弧 BC 的半径为 R，摇杆 OA 的轴 O 在弧 BC 的圆周上。摇杆绕 O 轴以等角速度ω转动，

当运动开始时，摇杆在水平位置。试分别用直角坐标法和自然法给出点 M 的运动方程，并

求其速度和加速度。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                                            (b) 

图 6-7 
解  （1）坐标法 

 建立如图 6-7b 所示的坐标系 yxO1 ，由于 tAOx ω=∠ ，则 txMO ω21 =∠  
故 M 点的运动方程为    tRx ω2cos= ， tRy ω2sin=  
于是        tRx ωω 2sin2−=& ， tRy ωω 2cos2−=&  

   tRx ωω 2cos4 2−=&& ， tRy ωω 2sin4 2−=&&  
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故得  ωRyxv 222 =+= &&  及 222 4 ωRyxa =+= &&&&  
（2）自然法 
当 0=t 时，M 点在 M0 点处，以 M0 为弧坐标 M0 M 的原点，如图 6-7a 所示。 

  tRMMORsMM ω2010 =∠⋅==
)

 
 M 点运动方程： tRs ω2=  
 M 点的速度： ωRsv 2== &  

 M 点的加速度： 0t == sa && ， R
R
va 2

2

n 4ω== ， Ra 24ω=  

 
6-8  如图 6-8a 所示，OA 和 O1B 两杆分别绕 O 和 O1 轴转动，用十字形滑块 D 将两杆

连接。在运动过程中，两杆保持相交成直角。已知： aOO =1 ； kt=ϕ ，其中 k 为常数。

求滑块 D 的速度和相对于 OA 的速度。 

 
 

(a)                                            (b) 

图 6-8 
解  建立如图 6-8b 所示的坐标系 xOy 。 

由于
2
π

1 =∠ODO ，所以 aOD = kta coscos =ϕ  

 滑动 D 的运动方程为 

)2cos1(
2

coscos ktaktktax +=⋅=  

 )2sin
2

sincos ktaktktay =⋅=  

则  ktakx 2sin⋅−=& ， ktaky 2cos⋅=&  

 akyxv =+= 22 &&  

滑块 D 相对 OA 的速度 ktak
t

ODv sin
d

)(d
r −==  

6-9  曲柄 OA 长 r ，在平面内绕 O 轴转动，如图 6-9
所示。杆 AB 通过固定于点 N 的套筒与曲柄 OA 铰接于点

A。设 tωϕ = ，杆 AB 长 rl 2= ，求点 B 的运动方程、

速度和加速度。 
解  rl 2=  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−+=

2
cos)

2
sin2(

2
sin)

2
sin2(

ttrly

ttrlrx

ωω

ωω

 

即          图 6-9 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=+−=

+=+=−+=

)
2

cos2(sinsin
2

cos

)
2

sin2(coscos
2

sin
2

sin2
2

sin 2

ttrtrtly

ttrtrtltrtlrx

ωωωω

ωωωωωω

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=⋅+=

−=−=

)
2

sin(cos
2

sin
2

cos

)sin
2

(cossin
2

cos
2

ttrtltry

ttrtrtlx

ωωωωωωω

ωωωωωωω

&

&

 

2
sin2222 tryxv ωω −=+= &&  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=+−=

+
−

=−−=

)sin2
2

(cos
2

)
2

cos
2

sin(

)cos2
2

(sin
2

)cos
2

sin
2

(

2

2

ttrttry

ttrttrx

ωωωωωωωω

ωωωωωωωω

&&

&&

 

2
sin45

2

2
22 tryxa ωω

−=+= &&&&  

 
6-10  点沿空间曲线运动，在点 M 处其速度

jiv 34 += ，加速度 a 与速度 v 的夹角 °= 30β ，且
2m/s 10=a 。试计算轨迹在该点密切面内的曲率半径 ρ 和

切向加速度 ta 。 

解  ( ) m/s 5m/s 34 2222 =+=+= yx vvv  

  2
n m/s 530sin10sin =°== βaa  

  m 5m 
5

52

n

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

a
vρ  

  2
t m/s 66.8cos == βaa  

 
6-11  小环 M 由作平动的 T 形杆 ABC 带动，沿着图 6-11 所示曲线轨道运动。设杆 ABC

的速度 v=常数，曲线方程为 pxy 22 = 。试求环 M 的速度和加速度的大小（写成杆的位移 x
的函数）。 

解  由图 6-11 得环 M 的运动方程 
  vtx =  
  pvtpxy 22 ==  

  速度：由于 vx =& ，
y
pv

px
pvy ==
2

&  

  
x
pvyxvM 2

122 +=+= &&  

  加速度：由于 0=x&& ，
x
p

x
v

y
vvpy 2

4

2

2 −=−=
&

&&  

  
x
p

x
vyaM

2
4

2

−== &&  

图 6-10 

图 6-11 
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6-12 如图 6-12 所示，一直杆以匀角速度 0ω 绕其

固定端 O 转动，沿此杆有一滑块以匀速 0v 滑动。设运

动开始时，杆在水平位置，滑块在点 O。求滑块的轨迹

（以极坐标表示）。 
解  以O为原点，建立极坐标，M 点运动方程为 

tvr 0= ， t0ωϕ =  

由上式消去 t，得轨迹方程： ϕ
ω0

0v
r =  

 
**6-13  如果上题中的滑块 M 沿杆运动的速度与距离 OM 成正比，比例常数为 k，试求

滑块的轨迹（以极坐标 r，ϕ表示，假定 0=ϕ 时 0rr = ）。 
解  根据题意                 krr =&  

故                          tk
r
r dd
=  

两边积分                      ∫∫ =
tr

r
tk

r
dr

0
d

0

 

得                              ktrr e0=  

把 tωϕ = 代入上式得滑块的轨迹方程  ϕω
kerr 0=  

 
**6-14  如图 6-13 所示螺线画规的杆 'QQ 和曲柄 OA 铰接，并穿过固定于点 B 的套筒。

取点 B 为极坐标系的极点，直线 BO 为极轴，已知极角 kt=ϕ （ k 为常数），BO=AO=a，
AM=b。试求点 M 的极坐标形式的运动方程、轨迹方程以及速度和加速度的大小。 

解  依题意 M 点的运动方程为： 
acoktbr 2+= ， kt=ϕ  

消去 t 得轨迹方程： ϕcos2abr +=  
因此，M 点的轨迹为一螺旋线。由于 

 ktak
t
rvr sin2

d
d

−==  

kbktak
t

rv +== cos2
d
dϕ

ϕ  

因此速度为 

ktabbakvvv r cos44 2222 ++=+= ϕ  

由于 bkktak
t

r
t
rar

222
2

2

cos4)
d
d(

d
d

−−=−=
ϕ

 

  ktak
t

r
tr

a sin4)
d
d(

d
d1 22 −==

ϕ
ϕ  

加速度为 

ktabbakaaa r cos816 22222 ++=+= ϕ  

 
**6-15  图 6-14 所示搅拌器沿 z 轴周期性上下运动，

ftzz π2sin0= ，并绕 z 轴转动，转角 tωϕ = 。设搅拌轮半径为

r，求轮缘上点 A 的最大加速度。 
解  ωϕ =& ，

2ωrar =  

图 6-12 

 
图 6-13 

图 6-14 
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ftfzz π2sin)π2( 2
0−=&& ，

22
0max π4 fzz =&&  

2
0

44422
max

2
max π16 zfrzaa r +=+= ω&&  

 
**6-16 点 M 沿正圆锥面上的螺旋轨道向下运动。正圆锥的底半径为b ，高为h ，半顶

角为θ ，如图 6-15 所示。螺旋线上任意点的切线与该点圆锥面的水平切线的夹角γ 是常数，

且点 M 运动时，其柱坐标角对时间的导数ϕ&保持为常数。求在任意角ϕ时，加速度在柱坐

标中的投影 ρa 的值。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                                            (b) 

图 6-15 
 

解  ϕρϕ &=v ， θρ tan=
zv

v
 

即  θρ tan
)(
)(
=

tz
t

&

&
， θρ tanz&& = ，

ϕ

ργ
v

vv z
22

tan
+

=  

即  22tan z&&& += ργϕρ   （ 0<ρ& ） 

   ρθγϕρ && 2cot1tan +−=  

   
td

d
sin

1tan ρ
θ

γϕρ −=&  

   tdsintand
⋅⋅−= θγϕ

ρ
ρ

&  

  积分 ct +⋅−= θγϕρ sintanln &  
  0=t 时， b=ρ ， bc ln=  

  t
b

⋅⋅−= θγϕρ sintanln &  

  tb ⋅⋅−= θγϕρ sintane &  

  tb ⋅⋅−−= θγϕθγϕρ sintanesintan &&&  

  tb ⋅⋅−⋅= θγϕθγϕρ sintan222 esintan &&&&  
  tϕϕ &=  

  2ϕρρρ &&& −=a 2sintan222 esintan ϕρθγϕ ϕθγ && −⋅= ⋅b  

 

t
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)1sin(tane 22sintan2 −= ⋅− θγϕ ϕθγ&b  

式中  
h
b

=θtan  

**6-17 图 6-16 所示公园游戏车 M 固结在长为 R
的臂杆 OM 上，臂杆 OM 绕铅垂轴 z 以恒定的角速度

ωϕ =& 转动，小车 M 的高度 z 与转角ϕ 的关系为

)2cos1(
2

ϕ−=
hz 。求

4
π

=ϕ 时，小车 M 在球坐标系

的各速度分量： rv ， θv ， ϕv 。 

解  由 )2cos1(
2

ϕ−=
hz ， 

)2cos1(
2

cos ϕθ −==
R
h

R
z

 

对 t 求导：
tR

h
t d

d22sin
2d

dsin ϕϕθθ ⋅=− ， ω
θ
ϕθ

sin
2sin

d
d

R
h

t
−=  

  
4
π

=ϕ ，
2
hz = ，

R
h

2
cos =θ ，

2
22

)
2

(1
2

4sin
R
h

R
hR

−=
−

=θ  

2)
2

(1
d
d

R
hR

h
t

−

−
=

ωθ
 

     

2

2

)
2

(1
d
dsin

)
2

(1
d
d

0
d
d

R
hR

t
Rv

R
h

h
t

Rv

t
rvr

−==

−
−==

==

ωθθ

ωθ

ϕ

θ  

 

图 6-16 
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第7章 刚体的简单运动 
 

7-1  图 7-1a 所示曲柄滑杆机构中，滑杆有 1 圆弧形滑道，其半径 mm 100=R ，圆心 O1 在导

杆 BC 上。曲柄长 OA=100 mm，以等角速度 rad/s 4=ω 绕轴 O 转动。求导杆 BC 的运动规律以及

当轴柄与水平线间的交角ϕ为 30°时，导杆 BC 的速度和加速度。 

      

xO ϕ

ω A R

B
1O

C

 
                               (a)                                (b) 

图 7-1 
解  建立坐标轴 Ox，如图 7-1b 所示。导杆上点 O1 的运动可以代表导杆的运动，点 O1的运动

方程为 
m 4cos20.0cos2 tRx == ϕ  

对时间 t 求导得 
m/s 4sin80.0 tx −=&  

  2m/s 4cos20.3 tx −=&&  
当 °== 304tϕ 时， 

m/s 40.0−== xvBC &  
2m/s 77.2−== xaBC &&  

7-2  图 7-2 示为把工件送入干燥炉内的机构，叉杆 OA=1.5 m 在铅垂面内转动，杆 AB=0.8 m，

A 端为铰链，B 端有放置工件的框架。在机构运动时，工件的速度恒为 0.05 m/s，杆 AB 始终铅垂。

设运动开始时，角 0=ϕ 。求运动过程中角ϕ与时间的关系，以及点 B 的轨迹方程。 
    解 （1）求 )(tϕ  
AB 平移： 

BA vv =  
令 m 5.1== OAl ，则 

ϕ&lvv AB ==  
即 

05.0
d
d5.1 =

t
ϕ

 

td
30
1d =ϕ ， ct +=

30
1ϕ  

0=t 时， 0=ϕ ， 0=c ， t
30
1

=ϕ  

  
⎩
⎨
⎧

−=
=

8.0sin
cos

ϕ
ϕ

lx
lx

A

B
（单位：m） 

点 B 轨迹方程为 5.1=l m 
222 5.1)8.0( =++ BB yx  （单位：m） 

7-3  已知搅拌机的主动齿轮O1以 r/min 950=n 的转速转动。搅杆ABC用销钉A、B与齿轮 2O 、

3O 相连，如图 7-3 所示。且 32OOAB = ， m 25.023 == BOAO ，各齿轮齿数为 201 =z ， 502 =z ，

图 7-2 

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 80

 
图 7-3 

 
图 7-4 

图 7-5 

503 =z ，求搅杆端点 C 的速度和轨迹。 

解 ABOO 32 为平行四边形，搅杆 ABC 作平移，点

C 的运动参数与点 A 相同，显然点 A 的轨迹为 1 个半径

为 m 25.03 == rAO 的圆。 

  

m/s 95.9
60

2950
50
2025.0

1
3

1
333

=
×

××=

⋅⋅=⋅=

π

ωω
z
zAOAOv

 

 

7-4  机构如图 7-4 所示，假定杆 AB 以匀速 v 运动，开始时 0=ϕ 。求当
4
π

=ϕ 时，摇杆 OC

的角速度和角加速度。 
解  依题意，在 0=ϕ 时，A 在 D 处。由几何关系得： 

l
vt

=ϕtan  

两边对时间 t 求导： 

l
v

=ϕϕ 2sec& ， ϕϕ 2cos
l
v

=& ， 

ϕϕϕϕ &&& ⋅−= sincos2
l
v

 

当
4
π

=ϕ 时，杆 OC 的角速度 

l
v2

== ϕω &  （逆） 

杆 OC 的角加速度 

2

2

222
2

2
22

l
v

l
v

l
v

−=⋅⋅⋅−== ϕα && （顺） 

7-5  如图 7-5 所示，曲柄 CB 以等角速度 0ω 绕轴 C 转动，其转动方程为 t0ωϕ = 。滑块 B 带

动摇杆 OA 绕轴 O 转动。设 hOC = ， rCB = 。求摇杆的转动方程。 
解  （1）  曲柄和摇杆均作定轴转动。由 OBCΔ 知 

)](180sin[sin ϕθθ +−°
=

hr
 

得 

ϕ
ϕθ

cos
sintan
rh

r
−

=  

注意到 t0ωϕ = ，得 

]
cos

sin
[tan

0

01

t
r
h

t

ω

ω
θ

−
= −  

（2）  自 B 作直线 BD 垂直相交 CO 于 D，则 

trh
tr

DO
BD

0

0

cos
sin

tan
ω

ω
θ

−
==  
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图 7-6 

 
图 7-7 

  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
= −

t
r
h

t

0

01

cos

sin
tan

ω

ω
θ  

7-6  如图 7-6 所示，摩擦传动机构的主动轴 I 的转速为 r/min 600=n 。轴 I 的轮盘与轴Ⅱ的轮

盘接触，接触点按箭头 A 所示的方向移动。距离 d 的变化规律为 td 5100 −= ，其中 d 以 mm 计，

t 以 s 计。已知 mm 50=r ， mm 150=R 。求：（1）以距离 d 表示轴 II 的角加速度；（2）当 rd =
时，轮 B 边缘上 1 点的全加速度。 

解 （1）两轮接触点的速度以及切向加速度相同 
rd 12 ωω =  

故      rad/s  
5.010

π100
30
600π

5100
50

12 ttd
r

−
=

⋅
⋅

−
== ωω  

( )
2

2

2
2

2

rad/sπ0005
π5100
π0005

5100
π0001

d
d

d
d

d

ttt

=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
==

ω
α

 

（2）轮 B 作定轴转动，当 rd = 时轮缘上 1 点的加速度可如下求得： 

rad/s π20112 === ωωω
d
r

 

2
2

3

2

3

2 rad/s π2π105π105
=

×
=

×
=

rd
α  

     
22

2424
2

2
2

m/s 592mm/s 000592

000π401π300)π20()π2(150

==

+=+=+= ωαRa
 

7-7  车床的传动装置如图 7-7 所示。已知各齿轮的齿数分别为： 401 =z ， 842 =z ， 283 =z ，

804 =z ；带动刀具的丝杠的螺距为 mm 124 =h 。求车刀切削工件

的螺距 1h 。 
解  根据齿轮传动比，得 

1

2

2

1

z
z

=
ω
ω

， 32 ωω = ，
3

4

4

3

z
z

=
ω
ω

 

     6
2840
8084

31

42

4

1 =
⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
zz
zz

ω
ω

 

故得     mm 2
6
4

1 ==
h

h  

 
7-8  如图 7-8 所示，纸盘由厚度为 a 的纸条卷成，令纸盘的中心不动，而以等速 v 拉纸条。求

纸盘的角加速度（以半径 r 的函数表示）。 
解  纸盘作定轴转动，当纸盘转过 rad π2 时半径减小 a。设纸盘转过 θd 角时半径增加 rd ，则 

r
a

dπ2d −
=θ  

纸盘的角速度 
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t
r

at d
dπ2

d
d −

==
θω ， ω

π2d
d a

t
r −
=                          （1） 

     

v

θ r
θd

 
                            (a)                                  (b) 

图 7-8 
又 vr =ω ，两边对时间 t 求导： 

0
d
d

d
d

=+ ωω
t
r

t
r  

即                  
t

r
t
r

d
d

d
d ω

ω
−=                         （2） 

式（1）代入式（2），得纸盘的角加速度 

2

22

π2π2d
d

r
av

r
a

t
===

ωωα  

 
7-9  图 7-9 所示机构中齿轮 1 紧固在杆 AC 上， 21OOAB = ，齿轮 1 和半径为 2r 的齿轮 2 啮合，

齿轮 2 可绕 O2 轴转动且和曲柄 BO2 没有联系。设 lBOAO == 21 ， tb ωϕ sin= ，试确定 s 
2
π
ω

=t

时，轮 2 的角速度和角加速度。 

   

t
Aa

1O

A

ϕ

C B
D

2α
2O2ω 2r

1

2

Dvt
Dan

Aa
Av

 
                                (a)                                 (b) 

图 7-9 
解  AB 平移，所以轮 B 上与轮 2 接触点 D 处： 

AD vv = ，
tn
AAAD aaaa +==  

因为轮 1、轮 2 啮合，所以轮 2 上点 D 速度与轮 1 上点 D 速度相同，切向加速度也相同。 

   tlblvA ωωϕ cos== & ， 0cos 2

22
2 ===

=
ω
π

ωωω
t

A

r
tlb

r
v

 

22t sin ωωωϕ lbtlblaA −=−== && ，
2

2

2

t

2 r
lb

r
aA ωα −==  

7-10  在上题图中，设机构从静止开始转动，轮 2 的角加速度为常数 2α 。求曲柄 AO1 的转动规

律。 
解  轮 1、轮 2 上点 D 切向加速度相同 

22
t αraD =  
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ACB 平移，点 A切向加速度 
tt
DA aa =  

ϕ&&laA =t  

即                                  22αϕ rl =&& ， 2
2 αϕ
l
r

=&&  

积分，得                  12
2 Ct
l
r

+= αϕ& ， 21
2

2
2

2
CtCt

l
r

++= αϕ  

初始静止， 0=t ， 0=ϕ& ， 01 =C ， 0=ϕ ， 02 =C  

                               222

2
t

l
r α

ϕ =  

7-11  杆 AB 在铅垂方向以恒速 v 向下运动并由 B 端的小轮带着半径为 R 的圆弧 OC 绕轴 O 转

动。如图 7-10a 所示。设运动开始时，
4
π

=ϕ ，求此后任意瞬时 t，OC 杆的角速度ω和点 C 的速度。 

              x

C

O

ω
R

B
v

ϕ

 
                                (a)                                   (b) 

图 7-10 

解                      
2
π

=∠CBO ， ϕcos2RxB =  

又                          RxB 2)0( = ， vtRxB += 2& （↓） 

由图 7-10b，得              2
22

)(222
2
1

2
)2(

sin
R
vt

R
vt

R
xR B −−=

−
=ϕ  

                        
ϕ

ω
sin2R
v

−= ，
ϕ

ω
sin

2 vRvC −==  

7-12  图 7-11a 所示 1 飞轮绕固定轴 O 转动,其轮缘上任 1 点的全加速度在某段运动过程中与轮

半径的交角恒为 60°,当运动开始时，其转角 0ϕ 等于零，角速度为 0ω 。求飞轮的转动方程以及角

速度与转角的关系。 

          

M
θ

ta

na a  
                                (a)                                (b) 

图 7-11 
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解  设轮缘上任 1 点 M 的全加速度为 a，切向加速度 αra =t ，法向加速度 ra 2
n ω= ，如图

7-11b 所示。 

2
n

ttan
ω
αθ ==

a
a

 

把 
td

dωα = ， °= 60θ 代入上式，得 

2
d
d

60tan
ω

ω
t=°  

分离变量后，两边积分： 

∫∫ =
t

t
02 d3d

0

ω

ω ω
ω

 

得  

                            
t0

0

31 ω
ω

ω
−

=                               （1） 

把  
td

dϕω = 代入上式进行积分 

  t
t

t
d

31
d

0
0

0

0 ∫∫ −
=

ω
ω

ω
ϕ

 

得  

                            )
31

1ln(
3

1

0tω
ϕ

−
=                         （2） 

这就是飞轮的转动方程。 
式（1）代入式（2），得 

0

ln
3

1
ω
ωϕ =  

于是飞轮角速度与转角的关系为 
ϕωω 3

0e=  
7-13  半径 mm 100=R 的圆盘绕其圆心转动，图 7-12a 所示瞬时，点 A 的速度为

mm/s  200a jv = ，点 B 的切向加速度
2t mm/s 150iaB = 。求角速度ω 和角加速度α ，并进一步写

出点 C 的加速度和矢量表达式。 

            

C

A x

B

O
α

ω
°45

i
Av

t
Ba

t
Ca

n
Ca

y

j

 
                              (a)                                   (b) 

图 7-12 
解  由图 7-12b 得出 
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m/s 2.0 jv A = ， Riv A ×= ω ， ji 200.01.0 =×ω ， k2=ω ， 

RjaB ×=ατ
， ji 1.0150.0 ×=α ， k5.1−=α  

  )45cos45sin()45sin45cos(2tn jijiaaa CCC °−°−+°+°−=+= αω RR  

  jijijia 177.0389.0)(
2
25.11.0)(

2
221.0 2 +−=+××−+−××=C  

7-14 圆盘以恒定的角速度 rad/s  40=ω 绕垂直于盘面的中心轴转动，该轴在 zy − 面内，倾斜

角
4
3tanarc=θ 。点 A 的矢径在图 7-13 示瞬时为 mm 120160150 kjir −+= 。求点 A 的速度和加

速度的矢量表达式，并用 ωRv = 和
2

n ωRa = 检验所得结果是否正确。 

解  （1）
5
4cos =θ ，

5
3sin =θ  

     rv A ×= ω )120160150()cossin( kjikj −+×+= θωθω  

        

120-              160       150
 cos         sin           0

                   
θωθω

k j         i
=  

           mm/s) 600380040008( kji −+−=  
m/s 6.38.48 kji −+−=  

 （2） va ×= ωA     （ 0=α ） 

     

3.6-            4.8        8-
 cos       sin       0

               
θωθω

kj  i          
=  

           = kji )
5
3408()

5
4408()

5
4408.4

5
3406.3( ××+××−+××−××  

           = kji 192256240 +−− m/s2 
验证： 

    ①  25.012.016.015.0 222 =++=R  
        40=ω  

        106.38.48 222 =++=v  
        ωRv =  

    ②  400192256240 222
n =++== aa  

        2
n ωRa =  

图 7-13 
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图 8-1 

图 8-2 

第 8 章  点的合成运动 
 

8-1  如图 8-1 所示，光点 M 沿 y 轴作谐振动，其运动方程为 

   0=x ， )cos( β+= ktay  

如将点 M 投影到感光记录纸上，此纸以等速 ev 向左运动。求点 M 在记录纸上的轨迹。 

解  动系 ''' yxO 固结在纸上，点 M 的相对运动

方程 

  tvx e'= ， )cos(' β+= ktay  

消去 t 得点 M 在记录纸上的轨迹方程 

  )'cos('
e

β+= x
v
kay  

8-2  如图 8-2 所示，点 M 在平面 '' yOx 中运动，

运动方程为 

  )cos1(40' tx −= ， ty sin40'=  

式中 t 以 s 计， 'x 和 'y 以 mm 计。平面 '' yOx 又绕垂直于该平面的轴O转动，转动方程为

rad t=ϕ ，式中角ϕ为动系的 'x 轴与定系的 x 轴间的交角。求点 M 的相对轨迹和绝对轨

迹。 

解  由点 M 的相对运动方程可改写为 

    

ty

tx

sin
40

cos1
40
'

'

=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

 

上 2 式两边平方后相加，得点 M 的相对轨迹方程 

  1600')40'( 22 =+− yx  

由题得点 M 的坐标变换关系式 

  ϕϕ sin'cos' yxx −=  

ϕϕ cos'sin' yxy +=  

将 t=ϕ 和相对运动方程代入，消去 t 得点M 的绝对轨迹方程 

  1600)40( 22 =++ yx  

8-3  水流在水轮机工作轮入口处的绝对速度 m/s 15a =v ，并与直径成 °= 60β 角，

如图 8-3a 所示，工作轮的半径 m2=R ，转速 r/min 30=n 。为避免水流与工作轮叶片相

冲击，叶片应恰当地安装，以使水流对工作轮的相对速度与叶片相切。求在工作轮外缘处

水流对工作轮的相对速度的大小方向。 

         

ev y′

av

x′

rv

°60
θ

M

 
                          (a)                               (b) 

图 8-3 
解  水轮机工作轮入口处的 1 滴水为动点 M，动系固结于工作轮，定系固结于机架/

地面（一般定系可不别说明，默认为固结于机架，下同）；牵连运动为定轴转动，相对运动

与叶片曲面相切，速度分析如图 8-3b 所示，设θ 为 rv 与 'x 轴的夹角。点 M 的牵连速度 
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  m/s 283.6
30
π2e =×==

nRv ω  

方向与 'y 轴平行。由图 8-3b, 

  
°

=
−°

=
+° sin30)sin(90)sin(60

rae vvv
θθ

 

由前 1 等式得 

)60sin(cos ae θθ +°= vv  

即      
°
°−

=
60cos

60sin
tan

a

ae

v
vv

θ  

把 m/s 283.6e =v 及 m/s 15a =v 代入,解得 

'4841°=θ  

由后 1 等式得 

m/s 1.10
cos

30sin
ar =

°
= vv

θ
 

8-4  如图 8-4a 所示，瓦特离心调速器以角速度ω绕铅直轴转动。由于机器负荷的变

化，调速器重球以角速度 1ω 向外张开。如 rad/s 10=ω ， rad/s 2.11 =ω ，球柄长

mm 500=l ，悬挂球柄的支点到铅直轴的距离为 mm 50=e ，球柄与铅直轴间所成的交

角 °= 30β 。求此时重球的绝对速度。 

       

z′

y′

x′

O′

rv

ev
av

M

 
                         (a)                                  (b) 

图 8-4 

解  重球为动点，动系固结于铅垂轴；牵连运动为定轴转动，相对运动为绕悬点之圆

弧摆动，且 re vv ⊥ ，绝对运动为空间曲线，如图 8-4b 所示。由于 

        m/s 3)sin(e =+= ωβlev ， m/s 6.01r == ωlv  

所以 

    m/s 06.32
r

2
ea =+= vvv  

av 在 ev ， rv 决定的平面内，且 

        2.0),(tan
e

r
ea ==∠

v
vvv  

8-5  杆 OA 长 l ，由推杆推动而在图面内绕点 O 转动，如图 8-5a 所示。假定推杆的

速度为 v ，其弯头高为 a  。求杆端 A 的速度的大小（表示为推杆至点 O 的速度 x 的函数）。 
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B

     

Av

ev

av

x
ϕ v

ω
A

rv

 
(a)                                (b) 

图 8-5 
解  直角推杆上与杆 AO 接触点 B 为动点，动系固结于 AO；牵连运动为定轴转动，

绝对运动为水平直线运动，相对运动为沿杆 OA 直线运动。点 B 速度分析如图 8-5b,设 OA
角速度为ω ,则 

        vv =a ， ϕω sinae vOBv =⋅= ， ϕω sinvOB =⋅  

以  
22

sin
ax

a
OB
a

+
==ϕ 代入上式得 

22 ax
va
+

=ω  

最终得 

  22a ax
lavlv
+

== ω  

方向如图。 

8-6  车床主轴的转速 r/min 30=n ，工件的直径 mm 40=d ，如图 8-6a 所示。如车

刀横向走刀速度为 mm/s 10=v ，求车刀对工件的相对速度。 

        

rv

av ϕ

ev  
                               (a)                            (b) 

图 8-6 

解  车刀头为动点，动系固结于工件；牵连运动为定轴转动，绝对运动为水平直线，

相对运动为螺旋曲线。点 M 的牵连速度 ev 垂直向下，绝对速度 vv =a ，相对速度 rv 在 av
与 ev 所决定的平面内，且设与 av 成ϕ角，如图 8-6b 所示。 

        mm/s 10a == vv ，  mm/s 83.62
30
π

2e =⋅=
ndv  

所以 

    mm/s 6.6383.6210 222
e

2
ar =+=+= vvv  

'5780)283.6(tan)(tan 1

a

e1 °=== −−

v
v

ϕ  

8-7  在图 8-7a 和图 8-7b 所示的 2 种机构中，已知 mm 20021 == aOO ，

rad/s 31 =ω 。求图示位置时杆 AO2 的角速度。 
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av

rvev
°30

A
°30

1ω

1O

2O

ω
°30

1O

2O

°30
A

ω

1ω

°30

ev
av

rv

 
           (a)                     (b)                     (a1)                  (b1) 

图 8-7 

解 （a）套筒 A 为动点，动系固结于杆 AO2 ；绝对运动为 1O 绕的圆周运动，相对运

动为沿 AO2 直线，牵连运动为绕 2O 定轴转动。速度分析如图 8-7a1 所示,由速度合成定理 

rea vvv +=  

因为 AOO 21Δ 为等腰三角形，故 

     aOOAO == 211 ， °= 30cos22 aAO ， 1a ωav = ， °=⋅= 30cos22e ωω aAOv  

由图 8-7a1： 

ωa
v

v 2
30cos
a

a =
°

=  

得      ωω aa 21 =  

        rad/s  5.1
2

1 ==
ω

ω （逆） 

    （b）套筒 A 为动点，动系固结于杆 AO1 ；绝对运动为绕 2O 圆周运动，相对运动为沿

杆直线运动，牵连运动为绕 1O 定轴转动。速度分析如图 8-7b1 所示。 

        °=⋅= 30cos212a ωω aAOv ， 111e ωω aAOv ==  

由图 b1：
°

=
°

=
cos30cos30

1e
a

ωav
v  

得      
°

=°
30cos

30cos2 1ωω
aa  

        rad/s 2
3
2

1 == ωω （逆） 

8-8  图 8-8a 所示曲柄滑道机构中，曲柄长 rOA = ，并以等角速度ω绕轴O转动。

装在水平杆上的滑槽 DE 与水平线成 °60 角。求当曲柄与水平线的交角分别为 °= 0ϕ ，

°30 ， °60 时，杆 BC 的速度。 

y

x°60

ϕ

A

av rv

ev
  O°30

A

rvav

ω

O
°60

A

rv
av

°60 ev
°60

  
    (a)                         (b)                  (c)                (d) 

                (a)                         (b) 
图 8-8 
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解  曲柄端点 A 为动点，动系固结于杆 BC；绝对运动为绕 O 圆周运动，相对运动为

沿滑道 DB 直线运动，牵连运动为水平直线平移。速度分析如图 8-8b 所示 
ϕ=∠ ),( a yv , ωrv =a  

从图 b 得 

        
°

=
−° 60sin)30sin(

ae vv
ϕ

 

所以 

  ωϕ rvvBC °
−°

==
60sin

)30sin(
e  

°= 0ϕ 时， ωrvBC 3
3

= （←）； 

°= 30ϕ 时， 0=BCv  

°= 60ϕ 时， ωrvBC 3
3

−= （→） 

8-9  如图 8-9a 所示，摇杆机构的滑杆 AB 以等速 v 向上运动，初瞬时摇杆OC 水平。

摇杆长 aOC = ，距离 lOD = 。求当
4
π

=ϕ 时点 C 的速度的大小。 

            v

x
l

ϕ
A

C

y av

ev

rv

DO

 
                        (a)                                     (b) 

图 8-9 

解  套筒 A 为动点，动系固结于杆 OC；绝对运动为上下直线，相对运动沿 OC 直线，

牵连运动为绕 O 定轴转动。速度分析如图 8-9b 所示，设杆 OC 角速度为ω，其转向逆时

针。由题意及几何关系可得 

        vv =a                （1） 

        OAv ⋅= ωe               （2） 

        
ϕcos

e
a

v
v =               （3） 

        
222 tvlOA +=              （4） 

        
OA
l

=ϕcos               （5） 

式（1），（2），（4），（5）代入式（3），得 

        
l

ltv
l
OAOAv )(

cos

2222 +
=

=
=

⋅
=

ωω
ϕ

ω
 

222 ltv
vla
+

=ω  

因 
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  222C ltv
vlaav
+

=⋅= ω  

当  
4
πϕ = 时， ltv =⋅ ，故  

l
vav
2C =  

8-10  平底顶杆凸轮机构如图 8-10a 所示，顶杆 AB 可沿导轨上下移动，偏心圆盘绕

轴 O 转动，轴 O 位于顶杆轴线上。工作时顶杆的平底始终接触凸轮表面。该凸轮半径为 R，
偏心距 eOC = ，凸轮绕轴 O 转动的角速度为ω，OC 与水平线夹角ϕ。求当 °= 0ϕ 时，

顶杆的速度。 

           
ω

O
ϕC
R

A

B
ev

av

rv
e

 
(a)                                  (b) 

图 8-10 

解  （1）运动分析 

    轮心 C 为动点，动系固结于 AB；牵连运动为上下直线平移，相对运动为与平底平行

直线，绝对运动为绕 O 圆周运动。 

    （2）速度分析，如图 8-10b 所示 

        av    =  ev  +  rv  

        方向   OC⊥     ↑     ← 

        大小     ωe      ?      ? 

  ωϕ evvvAB === cosae   

8-11  绕轴 O 转动的圆盘及直杆 OA 上均有 1 导槽，两导槽间有 1 活动销子 M 如图

8-11a 所示， m 1.0=b 。设在图示位置时，圆盘及直杆的角速度分别为 rad/s 91 =ω 和

rad/s 32 =ω 。求此瞬时销子 M 的速度。 

        

1ev

2ev°30

θ

1ω 1rv

2rv
°30

2ω

av
M

O

 
                           (a)                                   (b) 

图 8-11 

解 （1）运动分析 

① 活动销子 M 为动点，动系固结于轮 O；牵连运动为绕 O 定轴转动，相对运动为沿

轮上导槽直线，绝对运动为平面曲线。 

       r1e1a vvv +=                                   （1） 

 ②  活动销子 M 为动点，动系固结于杆 OA；牵连运动为绕 O 定轴转动，相对运动为

沿 OA 直线，绝对运动为平面曲线。 
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r2e2a vvv +=                                   （2） 

速度分析如图 8-11b 所示，由式（1）、（2）得 

     e1v      +  r1v   =  e2v    +  r2v                          （3） 

方向  OM⊥      √     OM⊥    √ 

大小  1ω⋅OM     ？    2ω⋅OM    ？ 

式（3）向 e2v 方向投影，得 

 e2r1e1 30cos vvv =°−  

  )(
3
4

cos30
cos30cos30

cos30 21

21
e2e1

r1 ωω
ωω

−=
°

°
−

°=
°

−
=

b
bb

vv
v  

式（3）向 r2v 方向投影，得 

  m/s 4.0)(
3
2

2
1

21r1r2 =−== ωωbvv  

  m/s 346.03

2
3
1.0

e2 =×=v  

所以     

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

°===

=+=

9.40,
4.0

346.0tan

m/s 529.0

r2

e2

2
r2

2
e2a

θθ
v
v

vvv
 

8-12  图 8-12a 为叶片泵的示意图。当转子转动时，叶片端点 B 将沿固定的定子曲线

运动，同时叶片 AB 将在转子上的槽 CD 内滑动。已知转子转动的角速度为ω，槽 CD 不

通过轮心点 O，此时 AB 和 OB 间的夹角为 β ，OB 和定子曲线的法线间成θ 角， ρ=OB 。

求叶片在转子槽内的滑动速度。 

       av ev
ω

O
ϕ

B

θ
rv

β

 
                        (a)                                    (b) 

图 8-12 

解  （1）运动分析 

 叶片 AB 上的点 B 为动点，动系固结于转子；绝对运动为定子曲线，相对运动为沿槽

CD 直线，牵连运动为绕 O 定轴转动。 
（2）速度分析如图 8-12b 所示。设 AB 相对 CD 滑动速度为 rv ，转子作顺时针转动，

点 B 的牵连速度为： 

  ωρω =⋅= OBve  

由图 8-12b 得 

)](90[sinsin
er

θ-β-
v

θ
v

°
=  

)cos(
sin

)cos(
sine

r βθ
θωρ

βθ
θ

−
=

−
=

v
v  
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A 

1O

8-13  直线 AB 以大小为 1v 的速度沿垂直于 AB 的方向向上移动；直线 CD 以大小为 2v
的速度沿垂直于 CD 的方向向左上方移动，如图 8-13a 所示。如两直线间的交角为θ ，求

两直线交点 M 的速度。 

    

A

C
B

D

θ

1v Mv

2v

1rv
2rv

M
 

                            (a)                              (b) 
图 8-13 

解  先将动系固结于杆 AB，则动点 M 的牵连速度为 1v ，相对速度 1rv 沿 AB；再将动

系固结于杆 CD，则动点 M 的牵连速度为 2v ，相对速度 2rv 沿 CD，见图 8-13b，两种情况

用速度合成定理矢量式分别为 
  r11 vvv M +=                                                     (1) 

  r22 vvv M +=                                                     (2) 

由式（1），（2）得 

r22r11 vvvv +=+  

上式分别向水平轴 x 和铅垂轴 y 投影得 

θθ cossin0 r22r1 vvv +−=+  

θθ sincos0 r221 vvv +=+  

解得 

  
θ
θ

sin
cos 21

r1
vvv −

=  

代入式（1）得 

  θ
θ

cos2
sin

1
21

2
2

2
1

2
1r

2
1 vvvvvvvM −+=+=  

8-14  图 8-14a 所示两盘匀速转动的角速度分别为 rad/s 11 =ω ， rad/s 22 =ω ，两盘

半径均为 mm 50=R ，两盘转轴距离 mm 250=l 。图示瞬时，两盘位于同 1 平面内。求

此时盘 2 上的点 A 相对于盘 1 的速度和加速度。 

1z
2z

l

R
1y

1x
1ω

2x

2ω

2yR
2O

aaea Ca
av

rv

ev

 
(a)    (b) 

图 8-14 

解  （1）运动分析 

轮 2 上点 A 为动点，动系固结于轮 1；绝对运动为水平面 222 yxO 内，以 2O 为圆心的圆周

运动，相对运动为空间曲线，牵连运动为绕 1O 定轴转动。 

    iω 1e ω= ， kω 2a ω= ， jr )(e Rl += ， jr R=a  

    krωv 1eee )( ωRl +=×= ， irωv 2aaa ωR−=×=  
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（2）速度分析，如图 8-14b 所示 

rea vvv +=  

mm/s 300100)( 12ear kikivvv −−=+−−=−= ωω RlR  

     mm/s 316300100 22
r =+=v  

     jrωa 2
1eee )( ωRl +−=×= ，  jvωa 2

2aaa ωR−=×=  

     jkiira 2
1121reC )(2))((22 ωωωωω RlRlR +=+−−×=×=  

（3）加速度分析，如图 8-14b 所示 

Crea aaaa ++=  

Cear aaaa −−= jjj 2
1

2
1

2
2 )(2)( ωωω RlRlR +−++−=  

     
22

1
2
2 mm/s 500)300200())(( jjj −=+−=++−= ωω RlR （←） 

8-15  图 8-15a 所示公路上行驶的两车速度都恒为 72 km/h。图示瞬时，在车 B 中的

观察者看来，车 A 的速度、加速度应为多大？ 

   

y′

x′O

eω

BBv

rv
θev av

   

ra

y′

x′
O

B
Bv

Ca
av

rv°30
θ

θ

eω

 
                  (a)                        (b)                     (c) 

图 8-15 

解  （1）运动分析 

车 A 为动点，动系固结于车 B；绝对运动为直线；相对运动为平面曲线；牵连运动为定轴

转动。 
 （2）速度分析，如图 8-15b 所示 

    av   =   ev    +   rv                                    （1） 

         方向   Av     OA⊥    ？ 

         大小   Av      Bv
2
3

   ？ 

m/s 20== BA vv  

       rad/s2.0
m100

m/s20
e ===

R
vBω  

       m/s 30m150ee =×= ωv  

m/s '10'32.47ear jivvv +=−= ， °== 93.11,
32.47

10tan θθ  

 （3）加速度分析，如图 8-15c 所示 

    aa  =  ea    +   ra   +    Ca                         （2） 

 方向  √    AO        ？      rv⊥  

 大小  0   
2
eω⋅AO      ？     re2 vω  

  
22

e m/s 6)
100
20(150 =×=a  
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2

reC m/s 346.19365.48
5
122 =××== va ω  

式（2）向 'y 投影，得 

  9.1293.11cos346.196cosCe'r −=°−=−= θaaa y  

式（2）向 'x 投影，得 

  4sinC'r == θaa x  

所以 
2

r m/s '9.12'4 jia −=  

8-16  图 8-16a 所示小环 M 沿杆 OA 运动，杆 OA 绕轴 O 转动，从而使小环在 Oxy 平

面内具有如下运动方程： 
  mm 310 tx = ， mm 310 2ty =  
求 s 1=t 时，小环 M 相对于杆 OA 的速度和加速度，杆 OA 转动的角速度及角加速度。 

y

xθ

ω

O

Aθ

xav
ev

yav
av

rv

M

y

x

ω

O

A

raCa aa

t
ea

Mα
n
ea

 
                  (a)                        (b)                       (c) 

图 8-16 
解  (1) s 1=t 时，  

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

mm 310

mm 310

y

x
，
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

mm/s 320

mm/s 310

y

x

&

&
，

⎩
⎨
⎧

=

=

mm/s 320

0

y

x

&&

&&
 

  mm/s  151022
a =+= yxv &&  

由图 8-16b 

  2)45tan(
a

a ==°+
x

y

v
v

θ ,  °= 43.18θ  

 （2） rea vvv +=  

  mm/s 74.3643.18sinar =°= vv （小环 M 相对杆 OA 的速度）     （1） 

  mm/s 24.1243.18sinae =°= vv  

  rad/s 5.0
610

24.12e ===
OM
v

OAω （逆时针转向）        （2） 

 （3） aa  =  
n
ea   +  

t
ea   +  ra   +  Ca                            (3) 

 方向    √     √     √      √      √ 

 大小    √     √      ？      ？     √ 

  
2

a mm/s 320== ya &&  

222n
e mm/s 1237.65.0610 =×=⋅= OAOMa ω  

  
2

rC mm/s 74.3674.365.022 =××== va OAω  

式（3）向 ra 方向投影，得 

  r
n
ea 45cos aaa +−=°  
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2n

ear mm/s 6.307123.6610
2
2

=+=+= aaa  

式（3）向
t
ea 方向投影，得 

  C
t
ea 45cos aaa +=°  

  
2

Ca
t
e mm/s 245.1274.36610

2
2

−=−=−= aaa  

2
t
e rad/s 5.0

610
245.12

−=
−

==
OM
a

OAα （顺时针转向）         （4） 

8-17  图 8-17a 所示铰接四边形机构中， mm 10021 == BOAO ，又 ABOO =21 ，

杆 AO1 以等角速度 rad/s 2=ω 绕 1O 轴转动。杆 AB 上有 1 套筒C ，此筒与杆CD相铰接。

机构的各部件都在同 1铅直面内。求当 °= 60ϕ 时，杆CD的速度和加速度。 

Av av
ev

rv

1O
2O ϕ

C

D

A

ω

B

1O
2O ϕ

C

D

A

ω

B
ra

ea aa
Aa

 
                (a)                           (b)                          (c) 

图 8-17 

解  杆CD上点C 为动点，动系固结于杆 AB ；牵连运动为曲线平移，相对运动沿 BA
直线，绝对运动为上下直线。速度与加速度分析分别如图 8-17b、图 8-17c 所示，图中 

evvv BA == ， avvCD = ， eaaa BA == ， aaaCD =  

于是得 

    m/s 10.0coscos 1ea =⋅=== ϕωϕ AOvvvCD  

     
22

1ea m/s 346.0sinsin =⋅=== ϕωϕ AOaaaCD  

方向如图。 

8-18 剪切金属板的‘飞剪机’结构如图 8-18a。工作台 AB 的移动规律是

m 
6
πsin2.0 ts = ，滑块C 带动上刀片 E 沿导柱运动以切断工件 D ，下刀片 F 固定在工作

台上。设曲柄 m 6.0=OC ， s 1=t 时， °= 60ϕ 。求该瞬时刀片 E 相对于工作台运动的

速度和加速度，并求曲柄OC 转动的角速度及角加速度。 

C

A B

rv av
ev

O
ϕ

ea C

A B

ra
aa

av

ω
α

O
ϕ

 
                (a)                             (b)                        (c) 

图 8-18 

解  ts
6
πsin2.0=  

（1）运动分析 
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OC 上 C 为动点，动系固结于 AB ；绝对运动为以 O 为圆心的圆周运动；相对运动为上下

直线；牵连运动为水平直线平移。 

 （2）速度分析，如图 8-16b 所示 

   av    =  ev    +   rv                                        （1） 

 方向  OC⊥     →        ↓  

 大小    ？      s&          ？ 

  m/s π
60

3
6
πcos

6
π2.0e =×== tsv & （ s 1=t ） 

  m/s 052.0
3
3π

60
330taner =⋅=°= vv （ s 1=t ） 

  m/s 105.02 ra == vv （ s 1=t ） 

  rad/s 175.0
6.0

105.0a ===
OC
v

OCω  

 （3）加速度分析，如图 8-16c 所示 

    
n
aa   +  

t
aa   =  ea   +  ra                                 （2） 

  方向    √      √      √      √ 

  大小    √      ？      √      ？ 

  
2

2
2

e m/s 
360
π

6
πsin)

6
π(2.0 === tsa &&  （←） 

  
2

2
an

a m/s 0184.0==
OC
v

a  

式（2）向 ea 投影，得 

  e
t
a

n
a 60sin60cos aaa =°+°  

  
2t

a m/s 021.0=a ，
2rad/s 035.0

6.0
021.0

==OCα  （↑） 

式（2）向
n
aa 投影，得 

°−°= 30cos60cos re
n
a aaa ， 

  2
r m/s 00542.0−=a  （↓） 

8-19  如图 8-19a 所示，曲柄OA长 m 4.0 ，以等角速度 rad/s 5.0=ω 绕O轴逆时针

转向转动。由于曲柄的 A端推动水平板 B ，而使滑杆C 沿铅直方向上升。求当曲柄与水平

线间的夹角 °= 30θ 时，滑杆C 的速度和加速度。 

             

evav

ra
A C

O θ
ω

θ

ea
aa

rv

 
                          (a)                                 (b) 

图 8-19 

解  曲柄OA端点 A为动点，动系固结于滑杆 BC ；牵连运动为上下直线平移，相对

运动为水平直线，绝对运动为绕 O 圆周运动。点 A的牵连速度与牵连加速度即为杆 BC 的

速度与加速度。速度、加速度分析如图 8-19b 所示，得 
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    m/s 173.0cose =⋅== θωOAvvC （↑） 

    m/s 05.0cos2
e =⋅== θωOAaaC （↓） 

方向如图。 

8-20  图 8-20a 所示偏心轮摇杆机构中，摇杆 AO1 借助弹簧压在半径为 R 的偏心轮C
上。偏心轮C 绕轴O往复摆动，从而带动摇杆绕轴 1O 摆动。设 1OOOC ⊥ 时，轮C 的角

速度为ω，角加速度为零， °= 60θ 。求此时摇杆 AO1 的角速度 1ω 和角加速度 1α 。 

A

1O O
θ

1ω
1α

H
Rev

av

ωrv
C

A

1ω
1α

1O O

R
C

Ca
aara

t
ea

n
ea

2/θ
ω

 
                   (a)                             (b)                        (c) 

图 8-20 

解 （1）运动分析 

轮心C 为动点，动系固结于杆 AO1 ；绝对运动为绕点 O 圆周运动；相对运动为与杆 AO1 平

行的直线运动；牵连运动为绕 1O 定轴转动。 

 （2）速度分析，图 8-20b 
   av    =   ev   +    rv                                    （1） 

 方向  CO⊥     CO1⊥   AO1//  

 大小   ωR        ？       ？ 

式(1)向 rv⊥ 方向投影，得 

  °=° 30cos30cos ea vv  

ωRvv == ae  

  
22

/ 1ee1
ωωωω ====

R
RCOv  

ωRvv == ar  

 （3）加速度分析，图 8-20c 
    aa   =   

n
ea     +   

t
ea    +   ra    +   Ca                   (2) 

 方向    沿CO  沿 1CO       沿 ev      沿 rv     沿 HC  

大小    
2ωR    

2)
2

(2 ωR      ？        ？     r2
2 vω
⋅  

式(2)向 Ca 投影,得 

  C
t
e

n
ea 30cos60cos60cos aaaa +°−°−=°  

C
n
ea

t
e 2

1
2
130cos aaaa +⋅−⋅−=°  

  
2222

C
n
ea

t
e 32

1)2
2
1(

3
1)2(

3
1 ωωωω RRRRaaaa =+−−=+−−=  

  
22

t
e

1 12
3

34
1

2
ωωα ===

R
a

 

8-21  半径为 R 的半圆形凸轮 D 以等速 0v 沿水平线向右运动，带动从动杆 AB 沿铅
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直方向上升，如图 8-21a 所示。求 °= 30ϕ 时杆 AB 相对于凸轮的速度和加速度。 

        

n
ra aa

ϕ

rv av

ev
Ov

A t
ra

ϕ

 
                         (a)                                   (b) 

图 8-21 

解  杆 AB 的顶点 A为动点，动系固结于凸轮。绝对运动为上下直线，相对运动为沿

凸轮圆弧曲线，牵连运动为水平直线平移。杆 AB 的运动与点 A运动相同,速度、加速度

分析如图 8-21b 所示。 

（1）速度 

因 0e vv = ，从速度分析中得 

v
v

v 155.1
cos

e
r ==

ϕ
 

 （2）加速度 

因 0v =常量，故 

0e =a  

而      
R
v

R
va

3
4 2

0
2
rn

r ==  

根据 rea aaa +=  得 

        
t
r

n
rra aaaa +==  

从加速度分析中得 

R
va

aa
2
0

n
r

ar 9
38

cos
===

ϕ
 

8-22  如图 8-22a 所示，斜面 AB 与水平面间成 °45 角，以
2m/s 1.0 的加速度沿轴Ox

向右运动。物块M 以匀相对加速度
2m/s 21.0 ，沿斜面滑下，沿斜面滑下，斜面与物块

的初速都是零。物块的初位置为：坐标 0=x hy = 。求物块的绝对运动方程、运动轨迹、

速度和加速度。 

            
x

y
A

B
°45

aa
ra

eaM

O  

                        (a)                                 (b) 

图 8-22 

解  (1) 物块M 为动点，动系固结于斜面，加速度分析如图 8-22b 所示 
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2

e m/s 10.0=a ，
2

r m/s 210.0=a  

2
re

2
r

2
ea m/s 510.0135cos2 =°−+= aaaaa  

 (2) 速度 
2

re m/s 20.045cos =°+= aaax , 
2

r m/s 10.045sin −=°−= aay  

m/s 20.0d
0

ttav
t

xx == ∫ , m/s 10.0d
0

ttav
t

yy −== ∫  

m/s 510.022 tvvv yx =+=  

 (3) 运动方程及轨迹 

  ∫∫ =
t

o x

x
tvx dd

o
，

210.0 tx =  

  ∫∫ =
t

o y

y

h
tvy dd ，

205.0 thy −=−  

得运动方程： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
2

2

05.0
10.0

thy
tx

 

消去 t 得轨迹方程： 

hyx 22 =+  

8-23  小车沿水平方向向右作加速运动，其加速度
2m/s 493.0=a 。在小车上有 1 轮

绕轴O转动，转动的规律为
2t=ϕ （ t 以 s 计，ϕ以 rad 计）。当 s 1=t 时，轮缘上点 A

的位置如图 8-23a 所示。如轮的半径 m 2.0=r ，求此时点 A 的绝对加速度。 

      

O
y

x

a

°60

t
ra

ea

n
ra

ϕ

ϕ&

ϕ&&

A

 
(a) (b) 

                                        图 8-23 

解  点 A 为动点，动系固结于小车；牵连运动为水平直线平移，相对运动为绕 O 圆周

运动，绝对运动为平面曲线。加速度分析如图 8-23b 所示，图中 xa ， ya 为点 A 的绝对加

速度沿 x ， y 轴的 2 个分量。由题意得 s 1=t 时，各量为 

     rad/s 2=ϕ& ，
2rad/s 2=ϕ&& ，

2
e m/s 493.0== aa  

     22n
r m/s 80.0== ϕ&ra ，

2t
r m/s 40.0== ϕ&&ra ， 

e
t
r

n
ra aaaa ++=  

分别向轴 x ， y 方向投影得 

     °+°−= 30sin30cos t
r

n
re aaaax  

     °+°= 30cos30sin t
r

n
r aaay  

代入有关数据解得 
    24 m/s 108.1 −×=xa ，

2m/s 746.0=ya  

222
a m/s 746.0=+= yx aaa  

8-24  如图 8-24a 所示，半径为 r 的圆环内充满液体，液体按箭头方向以相对速度 v在
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环内作匀速运动。如圆环以等角速度ω绕轴O转动，求在圆环内点 1 和 2处液体的绝对加

速度的大小。 

   

1ra

1rv

1ea

1Ca

1

  

1O

ω
2ea

x

y

O

θ

2r
v

2ra2Ca
2

 
                       (a)                (b)                   (c) 

图 8-24 

解  取点 1，2 两处的 1 滴液体作动点，动系固结于圆环；绝对运动为平面曲线，相

对运动为绕 1O 圆周运动，牵连运动为绕 O 定轴转动。加速度分析如图 8-24b、图 8-24c 所

示。由   Crea aaaa ++=  

对点 1： 

  
2

2

1e1C1r1 2 ωω rv
r

vaaaa −+=−+=  （↑） 

对点 2，将加速度矢量式分别向水平和铅垂方向投影得 

  2C2r2e2 cos aaaa x −−⋅−= α ， αsin2e2 aa y −=  

  
5

2sin =α ，
5

1cos =α  

故  
2

e2 5 ωra =  

422
2

22
2

2
22 4)2( ωωω r

r
vvraaa yx +++=+=  

8-25  图 8-25a 所示圆盘绕 AB 轴转动，其角速度 rad/s 2t=ω 。点M 沿圆盘直径离

开中心向外缘运动，其运动规律为 mm 40 2tOM = 。半径OM 与 AB 轴间成 60º倾角。

求当 s 1=t 时点M 的绝对加速度的大小。 

      

ωO

ra
rv
°60

y

z

x

M
n
ea

t
ea

Ca °60

 
                             (a)                                (b) 

图 8-25 

解  点M 为动点，动系Oxyz 固结于圆盘；牵连运动为定轴转动，相对运动为沿径向

直线运动，绝对运动为空间曲线。其中轴 x 垂直圆盘指向外，加速度分析如图 8-25b 所示，

其中
t
ea ， Ca 垂直于盘面。当 s 1=t 时 

     rad/s 22 == tω ，
2rad/s 2

d
d

==
t
ωα ， mm 4040 2 == tOM  

 mm/s 8080
d
d

r === tOM
t

v ， 
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22n

e mm/s 38060sin =⋅°= ωOMa ，
2t

e mm/s 34060sin =⋅°= αOMa  

2r
r mm/s 80

d
d

==
t

v
a  

     
2

rC mm/s 316060sin2 =°⋅⋅⋅= va ω  

     
2

C
t
e

2n
er

2
r

222 )()60sin()60cos( aaaaaaaaa zyxM ++−°+°=++=  

代入数据得 
2m/s 356.0=Ma  

8-26  图 8-26a 所示直角曲杆OBC 绕轴O转动，使套在其上的小环 M 沿固定直杆

OA滑动。已知： m 1.0=OB ，OB 与 BC 垂直，曲杆的角速度 rad/s 5.0=ω ，角加速度

为零。求当 °= 60ϕ 时，小环M 的速度和加速度。 

 

C

A
M

Bω
ϕ

O
rv

ev
av

 

ra
ea

Ca

A
ω

ϕ
aa

O M

 
                  (a)                          (b)                        (c) 

图 8-26 

解  小环M 为动点，动系固结于曲杆OBC ；绝对运动为沿 AO 直线，相对运动沿直

线 BC，牵连运动为绕 O 定轴转动。速度分析如图 8-26b 所示，据 

  re vvv +=M  

此时 

m/s 0.1
cose =

⋅
=⋅=

ϕ
ωω OBOMv  

m/s 1732.0310.0tane === ϕvvM （→） 

  m/s  20.02
cos e

e
r === v

v
v

ϕ
 

加速度分析如图 8-26c 所示 

  Cre aaaa ++=M  

其中 

  
22

e m/s 05.0=⋅= ωOMa ，
2

rC m/s 20.02 === va ω  

将加速度矢量式向 Ca 方向投影得 

  Ce coscos aaaM +−= ϕϕ  

代入已知数据解得 

2Ce m/s 35.0
cos
cos

=
+−

=
ϕ
ϕ aa

aM  

8-27  牛头刨床机构如图 8-27a 所示。已知 mm 2001 =AO ，角速度 rad/s 21 =ω 。

求图示位置滑枕 CD 的速度和加速度。 
解 （1）先取 AO1 上点 A 为动点，动系固结于 BO2 ；绝对运动为绕 1O 圆周运动，相

对运动为沿直线 BO2 ，牵连运动为绕 2O 定轴转动。速度、加速度分析如图 8-27b，图 8-27c
所示。设 BO2 的角速度为ω，角加速度为α。由图知 

m 4.01 =AO ， m/s 4.011 =⋅= AOvA ω  
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 2O

°30

B

A

CD

1O

°90
ω

1ω °30
rAv

rBvBv

eBv °30

Av
eAv

 

CD

B

rBat
Ba

eBa

n
Ba

rAat
eAa

CAa
1ω

1O

2O

°90 n
eAa

O

A

°30

Aa

 
            (a)                         (b)                      (c) 

图 8-27 

由速度分析图 8-27b， 

m/s 320.030cosr =°= AA vv ， m/s 20.030sine =°= AA vv  

又      AOvA 2e ⋅= ω  

所以 

    rad/s 5.0
2

e ==
AO

vAω （逆） 

由加速度分析图 8-27c，将 

Cr
t

e
n

e AAAAA aaaaa +++=  

分别向轴 x , y 投影得 

     °−°+°−°−=− 30cos60cos30cos60cos Cr
t

e
n

e AAAAA aaaaa       （1） 

  °+°+°+°−= 30sin60sin30sin60sin0 Cr
t

e
n

e AAAA aaaa      （2） 

把      
2

1
2
1 m/s 8.0=⋅= AOaA ω ，

2
2

2n
e m/s 10.0=⋅= AOaA ω ， 

  
2

2
t

e m/s 40.0 αα =⋅= AOaA ，
2

rC m/s 320.02 == AA va ω  

代入式（1），（2），消去 rAa ，解得 

2rad/s 
2
3

=α （逆） 

（2） 再取摇杆 BO2 上的点 B 为动点，动系固结于滑枕CD；绝对运动为绕 2O 圆周

运动，相对运动为上下直线运动，牵连运动为水平直线平移。速度、加速度分析如图 8-27b、
图 8-27c 所示。因 

        m/s 3
3
65.05.0

30cos
65.0

2 =×
°

=⋅= ωBOvB  

故 

    m/s 325.030cose =°== BBCD vvv （←） 

将      re
nt

BBBB aaaa +=+  

向轴 x 投影得 

 cos60cos30 e
nt

BBB aaa −=°−°−                                    （3） 

把 

  
2

2
t m/s 65.0=⋅=− αBOaB , 

22
2

n m/s 6187.0=ω⋅=− BOaB  

代入式（3），解得 
2

e m/s 657.0== BCD aa （←） 
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O 

8-28  如图 8-28a 所示，点M 以不变的相对速度 rv 沿圆锥体的母线向下运动。此圆锥

体以角速度ω绕轴 OA 作匀速转动。如 θ=∠MOA ，且当 0=t 时点在 0M 处，此时距离

bOM =0 。求在 t 秒时，点M 的绝对加速度的大小。 

     

θ

B
A

ω

Ca
rv

ea
M

0M

 
(a) (b) 

图 8-28 

解  点M 为动点，动系固结于圆锥体；牵连运动为定轴转动，相对运动沿 OB 直线，

绝对运动为圆锥螺旋线。加速度分析如图 8-28b 所示。据 

  Cre aaaaM ++=  

其中    0r =a ,  θωωθ sin)(sin 2
r

2
e tvbOMa +=⋅= , θω sin2 rC va =  

因      Ce aa ⊥  

故 

    θωω sin4)( 2
r

242
r

2
C

2
e ⋅++=+= vtvbaaaM  
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图 9-1 

 
图 9-2 

第9章 刚体的平面运动 
 

9-1  椭圆规尺 AB 由曲柄 OC 带动，曲柄以角速度 0ω 绕轴 O 匀速转动，如图 9-1 所示。

如 OC=BC=AC=r，并取 C 为基点，求椭圆规尺 AB 的平

面运动方程。 
解  取 C 为基点。将规尺的平面运动分解为随基点的

平移和绕基点的转动。因为 
        rACBCOC ===   

所以  

CBOCOB ∠=∠  
设此角为ϕ，则 

t0ωϕ =  
故规尺 AB 的平面运动方程为 
        trxC 0cosω= ， tryC 0sinω= ， t0ωϕ =  
 

9-2  如图 9-2 所示，圆柱 A 缠以细绳，绳的 B 端固定在天花板上。圆柱自静止落下，

其轴心的速度为 ghv 3
3
2

= ，其中 g 为常量，h 为圆柱轴心到初始位置的距离。如圆柱半

径为 r，求圆柱的平面运动方程。 
解  以点 A 为基点，将圆柱的平面运动分解为随基点 A 的平移和绕基点 A 的转动。 

先求基点 A 的方程。图示坐标系中， 
hyx AA == ,0  

ghv
t
h 3

3
2

d
d

==   

改写为 

      tg
h
h d

3
32d

=  

上式积分 

    ∫ ∫=
h t

t
gh

0 0
d

3
32

h
d

 

得  
2

3
1 gthyA ==  

依题意，有 
2

3
1 gt
rr

h
A ==ϕ  

故圆柱的平面运动方程为 

        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

2

2

3
1

3
1
0

gt
r

gty

x

A

A

A

ϕ

 

9-3  半径为 r 的齿轮由曲柄 OA 带动，沿半径为 R 的固定齿轮滚动，如图 9-3a 所示。

如曲柄 OA 以等角加速度α绕轴 O 转动，当运动开始时，角速度 00 =ω ，转角 00 =ϕ 。求

动齿轮以中心 A 为基点的平面运动方程。 
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⌒ ⌒

解  动齿轮的平面运动可分解为以 A 为基点的平移和绕点 A 的转动。在图 9-3 所示坐

标系中，  

       

y′y

x

x′A

O
ϕ M

0M

N
R θα C r

 
                        (a)                                     (b) 

图 9-3 

点 A 的坐标为 
       ϕcos)( rRxA +=                 （1） 

               ϕsin)( rRyA +=                    （2） 
因α是常数，且当 0=t 时， 000 == ϕω  

故 

2

2
tαϕ =  

设小轮上开始时啮合点为 M，则 AM 起始位置为水平。设任 1 时刻 AM 绕 A 的转角为 Aϕ ，

由图可见， 
NAMA ∠=ϕ ，且 θϕϕ +=A  

因动齿轮作纯滚动，故有弧 CMCM =0 ，即 

θϕ rR =  ， ϕθ
r
R

=  

得  

       ϕϕ
r

rR
A

+
=           （3） 

以
2

2
1 tαϕ = 代入式（1）、（2）、（3），得动齿轮的平面运动方程为 

        2

2
cos)( trRxA

α
+=  

        2

2
sin)( trRyA

α
+=  

        2)(
2
1 at

r
rR

A
+

=ϕ   

9-4  杆 AB 的 A 端沿水平线以等速 v 运动，运动时杆恒与 1 半圆周相切于点 C，半圆周

的半径为 R，如图 9-4a 所示，如杆与水平线间的交角为θ ，试以角θ 表示杆的角速度。 

  

B

A
Av

Av

CvR
ACv

C

 
(a) (b) 

图 9-4 
解  以 A 为基点，研究杆 AB 上与半圆周的切点 C 的运动，点 C 速度分析如图 9-4b。

图中 
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                      vvA = ， θθ sinsin vvv ACA ==        （1） 

                        ω
θ

ω ⋅=⋅=
tan

RACvCA                （2） 

解式（1）\（2）得 

θ
θω

cos
sin 2

R
v

= （逆） 

9-5  如图 9-5a 所示，在筛动机构中，筛子的摆动是由曲柄杆机构所带动。已知曲柄

OA 的转速 min/r40=OAn ， m 3.0=OA 。当筛子 BC 运动到与点 O 在同一水平线上时，

°=∠ 90BAO 。求此瞬时筛子 BC 的速度。 

  

Bv Av

BC O

°60

°60
ω

A

 
(a) (b) 

图 9-5 
解  筛子 BC 作平移，如图 9-5b 所示的位置， Bv 与 CBO 夹角为 30°，与 AB 夹角为

60°。且 

        m/s  π40.030.0
30

40π
=×

×
=⋅= OAvA ω  

由速度投影定理 ABBABA vv )()( =  得（图 9-5b） 
°= 60cosBA vv  

        m/s  2.51π8.0
60cos

==
°

== A
BBC

v
vv  

9-6  四连杆机构中，连杆 AB 上固结 1 块三角板 ABD，如图 9-6a 所示。机构由曲柄 AO1

带动。已知曲柄的角速度 rad/s 2
1
=AOω ；曲柄 m 1.01 =AO ，水平距离 m 05.021 =OO ，

m 05.0=AD ；当 AO1 铅直时，AB 平行于 21OO ，且 AD 与 1AO 在同 1 直线上；角 °= 30ϕ 。

求三角板 ABD 的角速度和点 D 的速度。 

               

BvDv

Av
AO1

ω

ABω
P

A B
ϕ

1O

D

2O

 
(a)     (b) 

图 9-6 
解  三角板 ABD 作平面运动，在图 9-6 所示位置的速度瞬心在点 P，设三角板角速度

为 ABω ，由题意得 

ABAOA PAAOv ϖω ⋅=⋅=
11  

由几何关系 
    m 305.010.030cot21111 +=°+=+= OOAOPOAOPA  
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把 PA 值代入上式，得 

  rad/s 07.1
305.010.0

210.0
1

1 =
+

×
=⋅= AOAB PA

AO
ωω （逆） 

于是有 
m/s 253.007.1)305.010.005.0()( =×++=+=⋅= ABABD PAADPDv ωω （←） 

9-7  图 9-7a 所示双曲柄连杆机构的滑块 B 和 E 用杆 BE 连接。主动曲柄 OA 和从动曲

柄 OD 都绕 O 轴转动。主动曲柄 OA 以等角速度 rad/s 120 =ω 转动。已知机构的尺寸为：

OA=0.1m，OD=0.12 m，AB=0.26 m，BE=0.12 m， m 312.0=DE 。求当曲柄 OA 垂直于

滑块的导轨方向时，从动曲柄 OD 和连杆 DE 的角速度。 

   

Av A

O
ϕ

Dv

BE BvEv

Oω
ODω

DEω

PA

Dβ

 
                          (a)                                    (b) 

图 9-7 
解  当 OA 垂直 EB 时， BA vv // ，杆 AB 作瞬时平移，故 

BA vv =  
杆 BE 作水平直线平移，所以 

BE vv =  
故 

m/s 20.10 =⋅=== ωOAvvv EBA  

由于 ODvD⊥ ，平面运动杆 DE 的速度瞬心应在 Dv ， Ev 的垂线的交点 P。由几何关系 

        m 12.02
2 =−−=−= EBOAABEBOBOE  

m 12.0== ODOE ， ϕ=∠=∠ ODEDEO ， 

2
32/cos ==

OE
DEϕ ， °= 30ϕ  

由速度投影定理得 
ϕβ coscos ED vv =   

而   
ϕβ −°= 90 ， ϕβ sincos =  

        m/s 320.1
tan

==
ϕ

E
D

vv  

        rad/s 32.17310 ===
OD
vD

ODω  （逆） 

由几何关系知 
  m 312.02tantan ==∠⋅= ϕOEEOPOEPE  

rad/s 77.53
3

10
===

PE
vE

DEω （逆） 

9-8  图 9-8a 所示机构中，已知： m 1.0=== DEBDOA ， m 31.0=EP ；
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F  

rad/s 4=OAω 。在图 9-8a 所示位置时，曲柄 OA 与水平线 OB 垂直；且 B，D 和 F 在同 1
铅直线上，又 DE 垂直于 EF。求杆 EF 的角速度和点 F 的速度。 

     

A

OAω
C

B

Ev

E
D

Fv

F

EFω

P

Av

Bv

Cv

ϕ

 
(a)                              (b) 

图 9-8 
解  机构中，杆 AB，BC 和 EF 作平面运动，曲柄 OA 和三角块 CDE 作定轴转动，而

滑块 B，F 作平移。此时杆 AB 上 Av ， Bv 均沿水平方向如图 9-8b 所示，所以杆 AB 作瞬时

平移。 
        m/s 40.0=⋅== OAAB OAvv ω  

DCC ⊥v ， DBB ⊥v ，杆 BC 的速度瞬心在点 D，故 

BC v
DB
DCv ⋅=  

        m/s 40.0=⋅=⋅= B
C

E v
DB
DE

DC
v

DEv （方向沿杆 EF 如图 9-8b） 

由速度投影定理得 
      EF vv =⋅ ϕcos  

由几何关系知，在△DEF 中， 

    
2
3cos =ϕ ，

2
1sin =ϕ  

        m/s 462.0
cos

==
ϕ

E
F

v
v （↑） 

杆 EF 的速度瞬心在点 P ： 

        rad/s 33.1
sin

sin/
====

EF
v

EF
v

PF
v FFF

EF
ϕ

ϕ
ω （顺） 

9-9  图 9-9a 所示配汽机构中，曲柄 OA 的角速度 rad/s 20=ω 为常量。已知 OA=0.4 m，

AC=BC= 372.0 m。求当曲柄 OA 在两铅直线位置和两水平位置时，配汽机构中气阀推杆

DE 的速度。 

  

AAv
C

Cv
B

Bv

D

E

O
°90

  

Av

A C

Cv

B
Dv

D

ω
O

E  
              (a)                              (b)                           (c) 
                                                 图 9-9 

解  图 9-9 所示杆 AB，CD 作平面运动。 
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    （1）当 °= 90ϕ 、270°时，曲柄 OA 处于铅垂位置，图 9-9b 表示 °= 90ϕ 时， Av 、 Bv
均沿水平方向，则杆 AB 作瞬时平移， BA vv = ， Cv 也沿水平方向，而杆 CD 上的点 D 速

度（即推杆 DE 的平移速度） DEv 应沿铅垂方向，故杆 CD 的速度瞬心在点 D。可见此时， 
                               0=DEv  

（2）当 °= 0ϕ 、 °180 时，杆 AB 的速度瞬心在点 B，即 0=Bv 。而 Av ， Cv 均沿铅垂

方向，杆 CD 上 Cv ， DEv 均沿铅垂方向，杆 CD 此时作瞬时平移， CDE vv = 。图 9-9c 表示

°= 0ϕ 的情形。因 

m/s 00.4
2
1

== AC vv  

故 
m/s 00.4=DEv  

因此当 °= 0ϕ 时， m/s 00.4=DEv   （↑） 
同理当 °= 180ϕ 时， m/s 00.4=DEv   （↓） 

9-10  在瓦特行星传动机构中，平衡杆 AO1 绕轴 1O 转动，并借连杆 AB 带动曲柄 OB；
而曲柄 OB 活动地装置在轴 O 上，如图 9-10a 所示。在轴 O 上装有齿轮 I，齿轮 II 与连杆

AB 固结于一体。已知： m 33.021 == rr ， m 75.01 =AO ， m 5.1=AB ；又平衡杆的角

速度 rad/s 6
1
=Oω 。求当 °= 60γ 且 °= 90β 时，曲柄 OB 和齿轮 I 的角速度。 

          

Av

Bv Cv

ϕ

θ
1Oω

1O

1ω

O 1r

III
2r

OBω PB
ABω

A

 
(a)    (b) 

图 9-10 
解  连杆 AB 作平面运动，其它构件作定轴转动，如图 9-10b 所示 AOA 1⊥v ， OBB ⊥v ，

故连杆AB的速度瞬心在AO1和BO延长线的交点P。设轮 I与轮 II的啮合点为C。此时 ABPΔ
为直角三角形， °= 60γ ，由几何关系知： 

m 00.3
cos

==
γ

ABPA ， m 350.160tan =°= ABPB  

    m 32.12 =−= rPBPC  
故 

rad/s 5.111 =
⋅

==
PA
AO

PA
v OA

AB

ω
ω  

        m/s 325.2=⋅= ABB PBv ω ， m/s 38.1=⋅= ABC PCv ω  
曲柄 OB 的角速度 

    rad/s 75.3
21

=
+

==
rr

v
OB
v BB

OBω （逆） 

齿轮 I 的角速度 
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    rad/s 6
1

I ==
r
vCω （逆） 

9-11  使砂轮高速转动的装置如图 9-11a 所示。杆 21OO 绕 1O 轴转动，转速为 4n 。 2O 处

用铰链接 1 半径为 2r 的活动齿轮 II，杆 21OO 转动时轮 II 在半径为 3r 的固定内齿轮上滚动，

并使半径为 1r 的轮 I 绕 1O 轴转动。轮 I 上装有砂轮，随同轮 I 高速转动。已知 11
1

3 =
r
r

，

r/min 9004 =n ，求砂轮的转速。 

         

III

1r
2O

1O
1ω

4ω

VI
2r III

2ω
2Ov

P

C

Cv

3r

 
(a)   (b) 

图 9-11 
解  轮 II 作纯滚动，其速度瞬心在点 P，如图 9-11b 所示。 

421421 )(
2

ωω rrOOvO +==  

        22222
ωω rPOvO =⋅= ， 4

2

21
2 ωω

r
rr +

=  

轮 II 与轮 I 的切点 C 的速度 
  421 )(22

2
ωrrvv OC +==  

        44
1

3
4

1

31
4

1

21

1
1 12)1(

)()(2
ωωωωω =+=

+
=

+
==

r
r

r
rr

r
rr

r
vC  

        r/min 8001012 41 == nn   (↓) 
*9-12 图 9-12 所 示 小 型 精 压 机 的 传 动 机 构 ， m 1.01 === rBOOA ，

m 4.0==== lADBDEB 。在图 9-12b 所示瞬时， ADOA⊥ ， EDBO ⊥1 ， DO1 在水平

位置，OD 和 EF 在铅直位置。已知曲柄 OA 的转速 r/min 120=n ，求此时压头 F 的速度。 

         

PE

B
Ev

F A
O

Av

Dv

D

ϕ
ϕ
ϕϕ

n

1O

 
(a)   (b) 

图 9-12 
    解  EF 作铅垂方向平移，点 B 绕 O1 作圆周运动，速度分析如图 9-12b 所示，作 Ev ， Bv
的速度垂线，其交点即为杆 ED 的速度瞬心 P，由几何关系知： 

（1） EP=PD，所以点 D 速度的大小与点 E 速度大小相等，即 

DE vv =  
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    （2） ϕ=∠==∠=∠ PDEPEDBDOADO 1  

        
2222

sin
lr

r
ADOA

OA
+

=
+

=ϕ ， 
22

cos
lr

l
+

=ϕ  

根据速度投影定理得 
   ϕcosDA vv =  

由于 

 m/s π40.0
60
π2

=⋅=
nOAvA  

         m/s 295.1m/s 
40.0

40.010.0π40.0
cos

2222

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=

+
==

l
lrvvv AA

D ϕ
 

故得 
 m/s 295.1=== DEF vvv  （↓） 

9-13  图 9-13a 所示蒸汽机传动机构中，已知：活塞的速度为 v； 111 aAO = ， 222 aAO = ，

11 bCB = ， 22 bCB = ；齿轮半径分别为 r1 和 r2；且有 112221 rbarba ≠ 。当杆 EC 水平，杆 21BB
铅直，A1，A2 和 O1，O2都在同 1 条铅直线上时，求齿轮 O1 的角速度。 

    

1A

CE
v 2O

1Oω

2Oω
2ACv

Cv

1Bv
CB1v

Cv

2B

1B

2Bv
CB2v

1O
1Av

2Av
 

                          (a)                                    (b) 
图 9-13 

解  设杆 B1B2 的角速度为
21BBω ，以 C 为基点分析点 B1、B2 的速度，如图 9-13b 所示。

因该瞬时 vv =C 且方向水平，B1B2 铅垂，其他各速度矢均沿水平方向，故有 

                   vbv BBB +=
211 1ω                         （1） 

                   vbv BBB −=
2122 ω                          （2） 

因  
11

// AB vv 、
2

//2 AB vv , 故 A1B1、A2B2均作瞬时平移。 

设齿轮 O1，O2 角速度分别为
1Oω 、

2Oω ，则 

        
111 1 OAB avv ω==  ， 2222 OAB avv ω==  

代入式（1）、（2）得 
               vba BBO +=

211 11 ωω                        （3） 

                  vba BBO −=
212 22 ωω                        （4） 

由式（3），（4）得 
               vbbbaba OO )( 211221 21

+=− ωω                 （5） 

根据齿轮传动关系有 

                 
12

2

1
OO r

r
ωω =                          （6） 

式（6）代入式（5），解得 

112221

221 )(
1 rbarba

vrbb
O −

+
=ω  
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9-14  如图 9-14a 所示，齿轮 I 在齿轮 II 内滚动，其半径分别为 r 和 R=2r。曲柄 OO1

绕轴 O 以等角速度 Oω 转动，并带动行星齿轮 I。求该瞬时轮 I 上瞬时速度中心 C 的加速度。 

           

1COv

1Ov

1O
OR
Oω

1Oa

1Ov
1ω 1Oa

1COa
C

r

 
(a)     (b) 

图 9-14 
解  作平面运动的行星齿轮 I 在图 9-14b 所示位置的速度瞬心在其与定齿轮 II 的啮合点

C 上，见图 9-14b。故 
0=Cv  

因                 OOO rOOv ωω =⋅= 11
， 1111

ωω rCOvO =⋅=  

故                                  Oωω =1  
以 O1 为基点分析点 C 的加速度如图 9-14b 所示，得 

2
1 OO ra ω=  ， 22

111 OCO rCOa ωω =⋅=  

由于
11 COOC aaa += 中各矢量共线，故 

222 2
11 OOOCOOC rrraaa ωωω =+=+= （方向沿 CO） 

9-15 半径为 R 的轮子沿水平滚动而不滑动，如图 9-15a 所示。在轮上有圆柱部分，其

半径为 r。将线绕于圆柱上，线的 B 端以速度 v 和加速度 a 沿水平方向运动。求轮的轴心 O
的速度和加速度。 

  
COv

O

A

Ov
α

Ov
Ov

C

AOv

ω

   

ω

α O Oa

Oa

Oat
CO

a

t
AOa

A n
COa

C

n
AOa

 
                        (a)                            (b)                    (c) 

图 9-15 
解  因轮子沿水平面滚动而不滑动，所以轮上与地面接触点 C 的速度为 0，且轮上 C

点的加速度沿水平方向的投影也为 0。以轮心 O 为基点分析轮上点 A 及点 C 的运动。设轮

心 O 的速度为 Ov ，加速度为 Oa ，则 

AOOA vvv += ， COOC vvv +=  
设轮子滚动的角速度为ω，角加速度为α，则 
        ωω Rvrv COAO =⋅= ， 0=Cv ， vvA = ， αraAO =t

， αRaCO =t  
由图 9-15b 得 

          ωrvv O −=                  （1） 

              ωRvO −=0                         （2） 
解式（1）、（2）得 

v
rR

RvO −
=  

由图 9-15c 得 
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    nt
AOAOOA a++= aaa ，

nt
COCOOC aaaa ++=  

将上 2 式向水平轴投影，得 
              αraa OAx −=                  （3） 

              αRaa OCx −=                      （4） 

由于 aaAx = ， 0=Cxa ，故可从式（3），（4）解得 

rR
RaaO −

=  

9-16  曲柄 OA 以恒定的角速度 rad/s 2=ω 绕轴 O 转动，并借助连杆 AB 驱动半径为 r
的轮子在半径为 R 的圆弧槽中作无滑动的滚动。设 OA=AB=R=2r=1m，求图 9-16a 所示瞬

时点 B 和点 C 的速度与加速度。 

 

A

ω

O

Bωr
Bv B

1O
Cv

R
CAv

D

 

1O

Aa

t
BAa

A

ω

O

D

R

BaCa
t
Ba
r

Aa
Bω

n
CBa

n
Ba

CB

 
                   (a)                             (b)                       (c) 

图 9-16 
解 （1）速度分析 

ωRvA =  
杆 AB 瞬时平移： 

0=ABω ， m/s 2=== ωRvv AB ， ωω 2==
r

vB
B  

        m/s 828.22222 ===⋅= ωωω Rrrv BC  
   （2）加速度分析 

        2ωRaA =  
OA 定轴转动，以 A 为基点，则 
        0n =BAa  

            ttn                         BAABB aa aa +=+  
     方向   ↑      ←       ↓      ↑ 

     大小  
rR

vB

−

2

    ？     2ωR      ？ 

上式向 AB 方向投影，得 
   0t =Ba  ， 0=Ba  

         22
22

n m/s 82)(
===

−
== ωω R

r
R

rR
vaa B

BB   （↑） 

 以 B 为基点，则 
0t =CBa  ， n

CBBC aaa +=  ， 222n 4)2( ωωω rrra BCB =⋅==  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

==+=

4
π

m/s 31.1122)4()4( 222222

θ

ωωω RrraC
 

9-17  在曲柄齿轮椭圆规中，齿轮 A 和曲柄 O1A 固结为一体，齿轮 C 和齿轮 A 半径为
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r 并互相啮合，如图 9-17a 所示。图中 AB=O1O2，O1A=O2B=0.4 m。O1A 以恒定的角速度ω
绕 O1 转动， rad/s 2.0=ω 。M 为轮 C 上 1 点，CM=0.1 m。在图 9-17a 所示瞬时，CM 为铅

垂，求此时点 M 的速度和加速度。 

 1O

P

Cω

DrA

Av
Dv

ω
°60

2O
Cv Mv

MCv Cv
r
C

°60 B

1O
Ca

MaAa M

n
MCa

Ca
CA

ω
 

(a)   (b)                              (c) 
图 9-17 

解 （1）杆 AB 作曲线平移 

CA vv =  
轮 A、C 接触点线速度相同： 

        rad/s 2.0=== ωωω CA  
以 C 为基点，则 

MCCM vvv +=  ， m/s 08.04.0 == ωCv  

        ( ) m/s 02.0m/s 2.01.01.0 =×== CMCv ω  

        
m/s  8097.0m/s  

2
302.008.0202.008.0      

30cos2

22

22

≈
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
×××++=

°++= MCCMCCM vvvvv

 

    （2）ω为常数， Cω 为常数， 0=Cα  

        n
MCCM aaa +=  （ 0t =MCa ） 

        016.02.04.0 22
1 =×=ω⋅== AOaa AC  

        004.02.01.0 22n =×=⋅== CMCMC CMaa ω  

        °−+= 30cos222
MCCMCCM aaaaa  

2222 m/s 7012.0m/s  
2
3004.0016.02004.0016.0 =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
×××−+=  

9-18  在图 9-18a 所示曲柄连杆机构中，曲柄 OA 绕轴 O 转动，其角速度为 Oω ，角加

速度为 Oα 。在某瞬时曲柄与水平线间成 60°角，而连杆 AB 与曲柄 OA 垂直。滑块 B 在圆

形槽内滑动，此时半径 O1B 与连杆 AB 间成 30°角。如 OA=r， rAB 32= ， rBO 21 = ，

求在该瞬时，滑块 B 的切向和法向加速度。 

BAv

Bv

Av

Av
°30

1O

B

A

°60

O

Oω
Oα

A

°60

O

Oω
Oα

°30
1O

n

n
Ba

B

t
BAa

n
Aa

t
Ba

t
Aa

n
BAa

t
Aa

n
Aa

 
(a)                            (b)                       (c) 

图 9-18 
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解  曲柄 OA 上点 A 的速度和加速度为 
        OA rv ω=  ； 2n

OA ra ω=  ， OA ra α=t  
以点 A 为基点分析杆 AB 上点 B 的速度与加速度，如图 9-18b、图 9-18ç 所示，则点 B 的速

度为      

O
A

B r
v

v ω2
30sin

=
°

=  

且                         OBBA rvv ω330cos =°=  

将                      nttnnt
BABAAABBB aaaaaaa +++=+=  

分别向轴 n ，轴 t 投影，得 
        °−°−°+°= 30sin30sin30cos30cos ntntn

ABABAAB aaaaa       （1） 

        °+°+°+°= 30cos30cos30sin30sin ntntt
ABABAAB aaaaa       （2） 

将      2

1

2
n 2 O

B
B r

BO
va ω== ，

2
2

n

2
3

O
AB

BA r
AB
a

a ω==  

代入式（1）、（2），解得 
)32( 2t

OOB ra ωα −⋅=  
因此滑块 B 的加速度为 

2n 2 OB ra ω= ， )32( 2t
OOB ra ωα −⋅=  

9-19  在图 9-19a 所示机构中，曲柄 OA 长为 r ，绕轴 O 以等角速度 Oω 转动， rAB 6= ，

rBC 33= 。求图 9-19 所示位置时，滑块 C 的速度和加速度。 

 BAvBv

Av
B

°60

Av

ω °60

O

Cv

CBv

Bv

C

A °60ω
B

°60

n
BAa

Ba
t
BAa

Aa

C

n
CBa

t
CBa

O
Aa

 
                (a)                            (b)                          (c) 

图 9-19 
解 （1）以 A 为基点，分析杆 AB 上点 B 的速度和加速度，如图 9-19b、图 9-19c 所示。

由于 
        OA rv ω= ，

2
OA ra ω=  

由速度分析图 9-19b 得 

    OAB rvv ω360tan =°= ， O
A

BA r
v

v ω2
60cos

=
°

=  

由加速度分析图 9-19c 得 
nt
BABAAB aaaa ++=  

上式分别向 B 的滑道及垂直于滑道方向投影，有 
                           °−°= 30sin60sin0 τn

BABA aa                   （1） 

ABABAB aaaa −°+°= 30cos60cos τn                   （2） 
由式（1）、（2）解得 

        2
2

nt 3
3
2

6
)2(

33 O
O

BABA r
r

r
aa ω

ω
===  
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        222
2

3
1

2
33

3
2

2
1

6
)2(

OOO
O

B rrr
r

r
a ωωω

ω
=−⋅+⋅=  

     （2）以 B 为基点，分析杆 BC 上点 C 的速度和加速度，如图 9-19b、图 9-19c 所示。

由图 9-19b 得 

OBC rvv ω
2
330cos =°=   （↓） 

OBCB rvv ω3
2
130sin =°=  

由图 c 得  

 2

2

2n

12
3

33

)
2
3(

2
3

3
130cos O

O

OCBBC r
r

r
raaa ω

ω
ω =−⋅=−°= (↑) 

9-20 塔轮 1 半径为 m 1.0=r 和 m 2.0=R ，绕轴 O 转动的规律是 rad 32 tt −=ϕ ，并

通过不可伸长的绳子卷动滑轮 2，滑轮 2 的半径为 m 15.02 =r 。设绳子与各轮之间无相对

滑动，求 s 1=t 时，滑轮 2 的角速度和角加速度；并求该瞬时水平直径上 C，D，E 各点的

速度和加速度。 

 

D E

2α

2ω
Cv

Dv

PC
Ev

   

D C E

Ca

Da

Ca

t
DCa

n
DCa

Ea

t
ECa

1θ
2θ

2α
2ω

n
ECa

 
                 (a)                         (b)                        (c) 

图 9-20 
解  s 1=t 时， 

       rad 232 −=−= ttϕ  ， rad/s 132 −=−= tϕ& ， 2rad/s 2=ϕ&&  

       m/s 2.0== ϕ&RvD （↑），   m/s 1.0== ϕ&rvE   （↓） 

找出滑轮 2 速度瞬心点 P ： 

PEDP 2=  ， PECP
2
1

=  

m/s 05.0
2
1

== EC vv （↑） 

rad/s 1
15.0

3
2

1.0

3
2

2

2 =
×

==
r

vEω （↓） 

点 P 的铅垂加速度也为零。 
2

2
2 rad/s 2

15.0
3
2

21.0

3
2

=
×

×
==

r

rϕα
&&

（逆） 

轮心 C 加速度 Ca 只能沿铅垂上下方向， 

( ) 22
2 m/s 1.0m/s205.0 =×=⋅= αPCaC （↓） 
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以 C 为基点： 
  tn

ECECCE aaaa ++=  
     方向   ？   ↓   ←    ↑ 
     大小   ？   √   √    √ 

( ) 2222
22

n m/s 15.0m/s 115.0 =×== ωraEC  

( ) 22
22

t m/s 3.0m/s 215.0 =×== αraEC  

        ( ) 22222n2t m/s 25.0m/s 15.0)1.03.0()()( =+−=+−= ECCECE aaaa  

        3/4tan 1 =θ  

        tn
DCDCCD aaaa ++= ，  15.0n =DCa ， 3.0t =DCa  

        ( ) 22222n2t m/s 427.0m/s 15.0)1.03.0()()( =++=++= DCCDCD aaaa  

3
8

15.0
4.0tan 2 ==θ  

9-21  为加快电缆释放速度，装有电缆卷轴的拖车（图 9-21a）以加速度
2m/s 9.0 从静

止开始运动。与此同时，另 1 卡车以加速度
2m/s 6.0 水平地拉着电缆自由端向相反方向运

动。求当运动刚开始时以及运动开始后 1 s 时，卷轴水平直径上点 A 的全加速度。 

 

t
AOa Aa

OaA
0=t    

Aa t
AOa

A Oa
OAO aa +nn

AOa
 

                  (a)                        (b)                          (c) 
图 9-21 

解 （1）运动刚开始时（图 9-21b）， 0=ω  

        2rad/s 5.2
6.0

9.06.0
=

+
=α ， ( ) 22t m/s 25.2m/s  5.29.09.0 =×== αAOa  

        2m/s 9.0=Oa  

        ( ) 222222t m/s 423.2m/s  9.025.2)( =+=+= OAOA aaa  

   （2） s 1=t 时（图 9-21c） 
        rad/s 5.2== tαω ， 2m/s 9.0=Oa  

        ( ) 2222n m/s 625.5m/s  5.29.09.0 =×== ωAOa  

        ( ) 22t m/s 25.2m/s  5.29.09.0 =×== αAOa  

        ( ) 22222t2n m/s 233.5m/s  25.2)9.0625.5()()( =+−=+−= AOOAOA aaaa  

9-22  图 9-22a 所示直角刚性杆，AC=CB=0.5 m，设在图 9-22b 所示的瞬时，两端滑块

沿水平与铅垂轴的加速度，大小分别为
2m/s 1=Aa ，

2m/s 3=Ba 。求这时直角杆的角速度

和角加速度。 
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A
Aa

ω
α

BC

n
BAa Ba t

BAa

Aa

 
(a) (b) 

图 9-22 
解  以 A 为基点 
         tn

BABAAB aaaa ++=                      （1） 
      方向   ↑   →   √   √ 
      大小   Ba   Aa    ？   ？ 

上式向
n
BAa 投影，得 

  n45cos45cos BAAB aaa +°−=°  

即      °+= 45cos)(n
ABBA aaa ，  

2
2)13(25.0 2 ⋅+=ABω  

        rad/s  2=ABω  

式（1）向
t
BAa 投影，得 

  t45cos45cos BAAB aaa +°=°  

        °−= 45cos)(t
ABBA aaa  ， 

2
2)13(25.0 −=⋅ ABα  

2rad/s 2=ABα  
*9-23  图 9-23a 所示曲柄连杆机构带动摇杆 O1C 绕轴 O1 摆动。在连杆 AB 上装有两个

滑块，滑块 B 在水平槽内滑动，而滑块 D 则在摇杆 O1C 的槽内滑动。已知：曲柄长 OA=50 
mm，绕轴 O 转动的匀角速度 rad/s 10=ω 。在图示位置时，曲柄与水平线间 90°角，

°=∠ 60OAB ，摇杆与水平线间成 60°角；距离 mm 701 =DO 。求摇杆的角速度和角加

速度。 

ω

O

A

Bv B
1O

°60

DDv

ev

rv

O

A

Aa

1O

D

Ba

t
BAa

Aa

ra
Aa

t
ea

Ca

t
DAa

n
ea

B

 
(a)                                    (b)                         (c) 

图 9-23 
解  （1）机构中曲柄 OA 和摇杆 O1C 作定轴转动，连杆 ABD 作平面运动，滑块 B 作

水平直线运动，在此瞬时， Av 和 Bv 均沿水平方向，故连杆 ABD 作瞬时平移，则 
        m/s 50.0=⋅=== ωOAvvv ABD  
以点 D 为动点，动系固结于摇杆，点 D 在速度分析如图 9-23b 所示。由于 
        re vvv +=D                                                     （1） 

        11e ω⋅= DOv ， °= 60sine Dvv ， m/s25.060cosr =°= Dvv  
故 
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      rad/s 186.660sin
1

1 =°=
DO

vDω （顺）         

（2） 如图 9-23c 所示，D 为动点， CO1 为动系，则 

Cr
t
e

n
e aaaaa +++=D                                             （2） 

以 A 为基点得 
t
BAAB aaa +=  （图 9-23b 所示瞬时， 0=ABω ）                     （3） 

        t
DAAD aaa +=                                                     （4） 

式（3）向 Aa 方向投影，得 

°−= 30cos0 t
BAA aa ， 22 m/s5=⋅= ωOAaA  

2t rad/s3/100)30cos/1.0/(5)30cos/(/ =°=°== ABaABa ABAABDα  

        ( )[ ] 223t m/s77.12m/s3/10010370100 =××+=⋅= −
ABDDA ADa α  

由式（2）、（4）得 

Cr
t
e

n
e

t aaaaaa +++=+ DAA  

上式向
t
ea 方向投影，得 

C
t
e

t 30cos60cos aaaa DAA +=°+°−  

( ) 22
r1C m/s093.3m/s25.0186.622 =××=⋅= va ω  

2

1

t
e

1 rad/s08.78==
DO

a
α （逆） 

9-24  如图 9-24a 所示，轮 O 在水平面上滚动而不滑动，轮心以匀速 m/s 2.0=Ov 运动，

轮缘上固连销钉 B，此销钉在摇杆 O1A 的槽内滑动，并带动摇杆绕 O1轴转动。已知：轮的

半径 R=0.5 m，在图 9-24b 所示位置时，AO1 是轮的切线，摇杆与水平面间的交角为 60°。

求摇杆在该瞬时的角速度和角加速度。 

Ov

rv
av

ev

A

°60
1O

C

O

R

B

ω
AO1

ω

A

°60
1O

O

R

B

ω
eω

AO1
αOv

rv
ra t

ea

Ba

Ca

n
ea

 
(a)                          (b)                            (c) 

图 9-24 
解 （1）运动分析 
轮 O 上点 B 为动点，动系固结于 O1A；绝对运动为平面曲线（摆线），相对运动沿 O1A

直线，牵连运动为绕 1O 定轴转动。 
（2）速度分析，如图 9-24b 所示 

rea vvv +=                                                   (1) 
      方向  √   √  √ 

      大小  √   ？   ？ 
        COCB 3=  

        Ovv 3a =  ， Ovvv
2
3

2
1

ae ==  
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杆 AO1 角速度 

rad/s 2.0
23

2
3

1
===

R
v

R

v
O

O

AOω  

         Ovvv
2
3

2
3

ar ==  ，
R
vO=ω  

（3） 加速度分析，如图 9-24c 所示 
① 轮 O 作平面运动，以 O 为基点， 0=Oa ， 0=α  

            =Ba  Oa +  +n
BOa   t

BOa                                      （2） 
      方向   ？   √    BO      √ 
      大小   ？   0    2ωR      0 

          n
BOB aa = ， 

R
vRa O

B

2
2 == ω  

② 轮 O 上点 B 为动点，动系固结于 O1A： 
               Ba  =  n

ea   +  t
ea  +  ra  +  Ca                           （3） 

     方向    沿 BO   BO1   ⊥BO1  沿 O1B  ⊥ rv  

     大小    2ωR   2
e1 ω⋅BO    ？    ？   re2 vω  

式（3）向 Ba 方向投影，得 

        C
t
e aaaB +−=  

        
R

v
R
v

v
R

v
R
v

vaaa OO
O

OO
AO 22

3
2

22
222

raC
t
e 1

=−⋅⋅=−=−= ω  

杆 AO1 角加速度   

2
2

22
2

2

1

t
e rad/s 2046.0

5.0
12.0

6
3

6
3

3
2

1
=××==== O

O

AO v
RR

R
v

BO
a

α  

9-25  平面机构的曲柄 OA 长为 2l，以匀角速度 Oω 绕轴 O 转动。在图 9-25a 所示位置

时，AB=BO，并且 °=∠ 90OAD 。求此时套筒 D 相对杆 BC 的速度和加速度。 

 

A
Av

eBv
Bv

rBv
Oω

°60
Dv

ADω

CDB

O  

A ADω

CD

O °60

B

t
DAan

DAaAa

Da
Aa

Ba
eBa

rBa

Ca

 
(a)                              (b)                           (c) 

图 9-25 
解 （1）运动分析 
BC 上 B 为动点，动系固结于 OA；绝对运动为水平直线，相对运动沿直线 OA，牵连运

动为绕 O 定轴转动。 
    （2）速度分析 
         re BBB vvv += ， OB lv ω=e      

         O
B

B l
v

v ω
3

32
cos30

e =
°

=             （1） 
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         OBB lvv ω
3
330taner =°⋅= ， OA lv ω2=  

AD 作平面运动，用速度投影定理，得  

 AD vv =°30cos ， O
O

D l
l

v ω
ω

3
34

2
3

2
==  

套筒 D 相对杆 BC 速度 

OOBD llvvv ωω 15.1
3

32
r ==−=  （←） 

找 AD 的瞬心 P，得 

AP=3l ， O
OA

l
l

l
v

ω
ω

ω
3
2

3
2

3
  AD ===  

    （3）加速度分析 
         Cre aaaa BBB ++=               （3） 

         2
reC 3

32
3
322 OOOB llva ωωωω ===  

式（3）向 Ca 向投影，得 

         C30cos aaB =°−  

         2C

3
4

cos30 OB l
a

a ω−=
°

−=           （4） 

         22 OA la ω=  
以 A 为基点： 

tn
DADAAD aaaa ++=                  （5） 

         22n

9
343 OADDA lla ωω ==  

式（5）向
n
DAa 向投影，得 

         n30cos DAD aa =° ，
2

n

9
8

cos30 O
DA

D laa ω=
°

=  

套筒 D 相对杆 BC 的加速度 
2222

r 22.2
9
20

3
4

9
8

OOOOBD llllaaa ωωωω ==+=−=  （←） 

*9-26  为使货车车厢减速，在轨道上装有液压减速顶，如图 9-26a 所示。半径为 R 的

车轮滚过时将压下减速顶的顶帽 AB 而消耗能量，降低速度。如轮心的速度为 v，加速度为

a，求 AB 下降速度、加速度和减速顶对于轮子的相对滑动速度与角θ的关系（设轮与轨道

之间无相对滑动）。 
解 （1）运动分析 
AB 上与轮 O 的接触点 A 为动点，动系固连于轮 O；绝对运动上下直线，相对运动为圆

周运动，牵连运动为平面运动。 
  （2）速度分析 
         =av    ev +    rv  
   方向  AB   CA⊥   OA⊥  
   大小   ？   ωCA     ？ 

R
v

=ω ，
2

sin2
2

sin2e
θωθ v=⋅= Rv  
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2
sin)

2
90sin()90sin(

rae

θθθ
vvv

=
+°

=
−°

 

        
2

tantan
cos

2
sin

er
θθ

θ

θ

vvv ==  

        θ
θ

θ

tan
)90sin(

)
2

90sin(
ea vvvvAB =

−°

+°
==  

      

v

θ

O

A

2/θ

ev
θ−°90

av

rv

   

ω
α

Oa v

θ
a A

t
OA′a

Ca

aa
rv

t
ra

n
OA′a

C

 
(a)                        (b)                       (c)  

图 9-26 
 
（3）加速度分析 
        Crea aaaa ++=  

tn
e AOAOO aaaa ++=  ， aaO =  

   =aa  Oa  +  +n
AOa  +t

AOa   
n
ra   +  

t
ra +   Ca  

     方向  ↓    ←   沿 AO   AO⊥   沿 AO   AO⊥  沿 AO  

     大小  ？    a     2ωR    αR     
R
v 2

r       ？   r2 vω  

上式向
n
AOa 方向投影，得 

        r

2
r2

C
n
r

n
a 2sinsincos v

R
vRaaaaaa AO ωωθθθ +++=+++=−  

                 
2

tantan2
2

tantansin
2

22
22 θθθθθ

R
v

R
v

R
va ⋅+++=  

        )]
2

tantan2
2

tantan1(sin[
cos

1 22
2

a
θθθθθ

θ
+++−=

R
vaa  

          )])
2

tantan1(
cos

tan[( 2
2 θθ
θ

θ ++−=
R

va  

)
cos

tan( 3

2

a θ
θ

R
vaa +−=  （↑）（与图示反向） 

*9-27  已知图 9-27a 所示机构中滑块 A 的速度为常数， m/s 2.0=Av ， m 4.0=AB 。

求当 CBAC = ， °= 30θ 时，杆 CD 的速度和加速度。 
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C

B

A
°30

P

D

rCv

eCv

°30
°60°30

Cv Av

ABω

Bv B
x

A°30
Ca

Ca

t
CAa

n
CAaC

ran
BAa

Ba
t
BAa

 
(a)                           (b)                             (c) 

图 9-27 
解 （1）运动分析 

     杆 AB 作平面运动。选 CD 上 C 为动点，动系固结于 AB；绝对运动为上下直线；相对

运动沿直线 AB，牵连运动为平面运动。 
（2）速度分析 
如图 9-27b 所示，杆 AB 瞬心在点 P， 

         rad/s 1
2.0
2.0
===

PA
vA

ABω ， m/s 2.0e =⋅= ABC PCv ω  

         re CCC vvv +=  

上式向 rCv⊥ 方向投影，得 

         °=° 60cos30cos eCC vv ， m/s 5115.0
330cos

60cos e
e ==

°
°

= C
CC

v
vv  

         m/s 5115.030cos2 e
2

e
2

r =°−+= CCCCC vvvvv  

    （3）加速度分析，（如图 9-27c 所示） 
         Cre aaaaC ++=                （1） 

         tn
e CACA aaa +=  

以 A 为基点， 0=Aa ，                   （2） 

         tn
BABAB aaa +=                 （3） 

         ( ) 2222n m/s 4.0m/s  14.0 =×=⋅= ABBA ABa ω  
式（3）向 x 方向投影，得 
         °−°= 60cos30cos0 tn

BABA aa  

         ( ) 22nt m/s 8692.0m/s  34.03 === BABA aa  

         2
t

rad/s 732.13 ===
AB
aa BA

AB  

         ( ) 22t
' m/s 346.0m/s  732.12.0 =×=⋅= ABAC ACa α  

         ( ) 22
rC m/s 231.0m/s  5115.0122 =××== CABva ω  

式（1）向 Ca 方向投影，得 

         C
t

e30cos aaa AC +=°  

2m/s 667.0
30cos

231.04346.0
=

°
+

=Ca  

9-28  轻型杠杆式推钢机，曲柄 OA 借连杆 AB 带动摇杆 O1B 绕 O1 轴摆动，杆 EC 以铰

链与滑块 C 相连，滑块 C 可沿杆 O1B 滑动；摇杆摆动时带动杆 EC 推动钢材，如图 9-28a

所示。已知 rOA = ， rAB 3= ， )m 1m, 2.0( 
3
2

1 === lrlBO ， rad/s 
2
1

=OAω 。在图
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9-28 所示位置时， lBC
3
4

= 。求： 

      （1）滑块 C 的绝对速度和相对于摇杆 O1B 的速度； 
      （2）滑块 C 的绝对加速度和相对摇杆 O1B 的加速度。 

 

C

A

E Cv

eCv

rCv

OAω
O

B

°60
BO1

ω

Bv
Av

BAv

1O

Av

Ca
E

C

BO1
α

rCa

t
eCa

t
CCa

n
eCa

BO1
ω

n
Ba

Aa
°60

O
OAω
Aa

AB
t
BAa

t
Ba

n
BAa

1O
 

                (a)                           (b)                         (c) 
图 9-28 

解  （1）速度分析 
     ① 以 A 为基点分析杆 AB 上的点 B 的速度，如图 9-28b 所示。由速度分析图得 

        m/s 1.0=⋅= OAA OAv ω ， m/s 
30

330tan =°= ABA vv ， m/s 
15

3
30cos

=
°

= A
B

vv  

        rad/s 
10

3

1
1

==
BO

vB
BOω （逆），  rad/s 

6
1

==
AB
vBA

ABω （顺） 

     ② 以滑块 C 为动点，动系固结于 O1BC，速度分析如图 9-28b 所示 

        m/s 
5
3)(

11 11e =+=⋅= BOBOO BCBOCOv ωω  

    m/s 4.0
cos30

e =
°

= C
C

v
v ， m/s 2.030sinr =°= CC vv  

     （2）加速度分析 
      ① 以 A 为基点，分析杆 AB 上点 B 的加速度 
设 O1B 的角加速度为 BO1

α ，加速度分析如图 9-28c 所示 

        tntn
BABAABBB aaaaaa ++=+=                                     （1） 

上式向水平方向投影得 
        nnt 30sin30cos BABB aa α=°−°  

        22n m/s 
180

3
=⋅= ABBA ABa ω ， 22

1
n m/s 02.0

1
=⋅= BOB BOa ω  

故      2nnt m/s 02266.0)30sin(
3

2
=°+= BBAB aaa  

        2

1

t

rad/s 034.0==
BO

aBα （顺） 

      ② 以 EC 上点 C 为动点，动系固结于杆 O1B，加速度分析如图 9-28c 所示 
        Cr

t
e

n
e CCCCC aaaaa +++=                                          （2） 

式（2）向
t

eCa 方向投影得 

        C
t

e30cos CCC aaa +=°  

        2
1

t
e m/s 068.0=⋅= αCOaC ， 2

rC m/s 0693.02
1

== CBOC va ω  
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        2
C

t
e m/s 1585.0)(

3
2

=+= CCC aaa （→） 

式（2）向 O1B 方向投影得 
        n

er30sin CCC aaa −=°  

    2
1

n
er 1

30sin30sin BOCCCC COaaaa ω⋅+°=+°=  

           2m/s 139.0
100

3230sin1585.0 =⋅+°=  

9-29  图 9-29a 所示的平面机构中，杆 AB 以不变的速度 v 沿水平方向运动，套筒 B 与

杆 AB 的端点铰接，并套在绕 O 轴转动的杆 OC 上，可沿该杆滑动。已知 AB 和 OE 两平行

线间的垂直距离为 b。求在图示位置（ °= 60γ ， °= 30β ，OD=BD）时，杆 OC 的角速度

和角加速度、滑块 E 的速度和加速度。 
解 （1）速度分析，如图 9-29b 所示 

     ① 取套筒 B 为动点，动系固结于杆 OC，点 B 的速度分析如图 9-29b 所示。 

        vvvv BB 2
330cos30cose =°=°= ， vvv BB 2

130sinr =°=  

        
b
v

OB
vB

OC 4
3e ==ω  （顺） 

P
DEω

Bv

eBv

Ev
EO

βγ
OCω

BDv
C

v

A
D

Dv

B
A

CBa

t
eBa

OCα
OCω

Ea
E

O

n
Da

D
Ea

n
eBa

t
DEa

n
DEa

t
Da

B
rBa

 
                  (a)                            (b)                         (c) 

图 9-29 
② 作 Dv 及 Ev 的垂线得交点 P 为杆 DE 在图示位置的速度瞬心，设其角速度为 DEω 。 

        
330cos2

bbOD =
°

= ， bDEPDbODDE 330cot,30cot =°==°=  

        bDEPE 2
30sin

=
°

= ， bODOB
3

22 ==  

        rad/s 
43

4
3

3
b
v

b
b
vb

PD
OD

PD
v OCD

DE =
⋅

=
⋅

==
ω

ω （逆） 

        v
b
vbPEv DEE 2

1
4

2 =⋅=⋅= ω  （→） 

     （2）加速度分析，如图 9-29c 所示 
       ① 取套筒 B 为动点，动系固结于杆 OC，点 B 的加速度分析如图 9-29c 所示。 
          Cr

t
e

n
e BBBBB aaaaa +++= ， 0=Ba                                 (1) 

式（1）向 CBa 方向投影 

         t
eC0 BB aa −=  

         
b
vva BOCB 4

32
2

rC == ω ， OCOCB
bOBa αα
3

2t
e =⋅=  
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         2
2

C

8
33 v

bOB
aB

OC ==α （逆） 

       ②  以点 E 为基点，分析点 D 的加速度，如图 9-29c 所示。 
ntnt
DEDEEDD aaaaa ++=+                                          (2) 

式（2）向
n
DEa 方向投影，得 

         nt 30cos DEED aaa +°=−  

         
b
vODa OCD 8

3 2
t =⋅= α ， 

b
vDEa DEDE 16

2
2n =⋅= ω  

         
2

2
nt

38
7)(

3
2

b
vaaa DEDE −=−−= （←） 

9-30  图 9-30a 中滑块 A、B、C 以连杆 AB、AC 相铰接。滑块 B、C 在水平槽中相对运

动的速度恒为 m/s 6.1=s& 。求当 mm 50=x 时，滑块 B 的速度和加速度。 

 

x
s

Bv xθ

ABωACω
Av

y

ACP ABP

ϕ
Cv

s&=rv Bv
O

A

B
C

ϕ
C

A Ba
Ca
t
ACan

ABa
Aa

ABωACω

n
ACa

t
ABa

x
Ba

θ
BC aa = B  

(a)                               (b)                          (c) 
图 9-30 

解 （1） AB，BC 作平面运动 
     ①  θθ sincos AB vv = ， ϕϕ sincos AC vv = ， ϕθ cotcot CB vv =  

        
θ
ϕ

tan
tan

BC vv =                （1） 

以块 B 为动系，C 为动点： 

rvvv BC +=  

上式向 Cv 投影，得 

BC vsv −= &  
代入式（1）得 

θ
ϕ

tan
tan

BB vvs =−&  

        m/s 029.1m/s 

5/12
9/121

6.1

tan
tan1

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

+
=

θ
ϕ

svB
&

 

rad/s 575.8
12.0

029.1
===

AB

B
AB BP

v
ω  

( ) m/s 571.0m/s 029.16.1 =−=Cv  

         rad/s  758.4==
AC

C
AC CP

v
ω  

        ② B，C 相对速度 m/s 6.1=s& 为常量，故 
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0r =a ， BC aa =                          （2） 
以 C 为基点： 
                             tn

ACACCA aaaa ++=            （3） 
以 B 为基点： 
                             tn

ABABBA aaaa ++=        （4） 
由式（3）、（4）得 

  tntn
ABABBACACC aaaaaa ++=++      （5） 

式（2）代入，得 
                  tntn                   ABABACAC aaaa +=+                  （6） 
                  方向   沿 AC   ⊥AC   沿 AB   ⊥AB 
                  大小  2

ACAC ω⋅   ？   2
ABAC ω⋅    ？ 

式（6）向
n
ACa 投影，得 

         )](πsin[))](πcos[( tnn θϕθϕ +−++−= ABABAC aaa  

         )sin()cos( tnn θϕθϕ +++−= ABABAC aaa  

         
)sin(

)cos(nn
t

θϕ
θϕ

+
++

= ABAC
AB

aa
a            （7） 

         
5

12tan =θ ， °= 38.67θ  

         
9

12tan =ϕ ， °= 13.53ϕ  

         °=+ 51.120θϕ  
代入式（7）得   

         
°

°+
=

49.59sin
49.59cosnn

t ABAC
AB

aa
a  

            2
22

m/s 69.1
49.59sin

49.59cos575.813.07583.415.0
−=

°
°×−×

=  

式（4）向 Ba 方向投影，得 

        θθ sincos0 tn
ABABB aaa −+=  

        θθ cossin nt
ABABB aaa −= °×−°−= 38.67cos575.813.038.67sin69.1 2  

           2m/s 33.5−= （←） 
解 （2） 点的绝对运动法，如图 9-30a 所示 

        22222 )(150130 xsyx A −−==−  

0600522 =−− sxs                  （1） 

 60052 ++= xxs （只取正根）              （2） 
 由式（1），得 

mm
2

60052

s
sx −

=  

mm/s )8002
2

( 2 s
s

sx &
&

& +=            （3） 

         2
32

60058002
2

s
s

s
s

sx &&&
&&

&& −+=           （4） 

         0=s&&  
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         22
3 mm/s )6001(6005

s
x −=&&  

当 mm 50=x 时，由式（2）得 
 mm 140=s ， mm/s 6001=s&  

由式（3），得 

m/s 1.03mm/s 0291mm/s 6001
140

8002
2
6001

2 ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+=x&  

由式（4），得 

m/s 225.5mm/s 2255mm/s  )6001(
140

6005 222
3 −=−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×−=x&&  

*9-31 图 9-31a 所示行星齿轮传动机构中，曲柄 OA 以匀角速度 Oω 绕轴 O 转动，使与

齿轮 A 固结在一起的杆 BD 运动。杆 BE 与 BD 在点 B 铰接，并且杆 BE 在运动时始终通过

固定`铰支的套筒 C。如定齿轮的半径为 2r，动齿轮半径为 r，且 rAB 5= 。如图 9-31b 所

示瞬时，曲柄 OA 在铅直位置，BD 在水平位置，杆 BE 与水平线间成角 °= 45ϕ ，求此时杆

BE 上与 C 相重合点的速度和加速度。 

  

Av A

O
Oω

P

θ
Bv

β+°45
BEω

ϕ eCv

rCv

C

BCPB
β
D

 
                          (a)                                      (b) 

   

Aω A

O
Oω

Aa Aa

n
BAa

BEω

ϕ

Ca ra

yC ea xC ea
C

B
D

0t =BAa

      

C

Bn
BAa

Aa
ϕ

Aa

n
BAa

n
CBa

yC ea t
CBa

xC ea

 
                          (c)                                     (d)  

图 9-31 
解  轮 A 的瞬心在点 P，如图 9-31b 所示 

        OA rv ω3= ， O
A

A r
v

ωω 3== ， OAB rPBv ωω 63=⋅=  

以套筒上点 C 为动点，动系固结于杆 BE， 0a =Cv ，牵连运动为平面运动，相对运动

为直线运动， rCv 方向如图 9-31b 所示： 

        0rea =+= CCC vvv ， re CC vv −=  
BE 上与动点 C 重合点（牵连点）的速度方向如图 9-31b 所示。 

由速度投影定理得 
      θcose BC vv =  

        βθ −°−°= 4590 ， 
5

1tan =β ， °= 095.24β  

        OBC rvv ωβ 865.6)45cos(e =−°=  
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        O
OC

BE r
r

r
v

ω
ω

β
ω 618.0

095.69tan23
865.6

)45tan(23
e =

°
=

+°
=  

        OC rv ω865.6r =  
    （3）加速度分析，如图 9-31c、9-31d 所示 
        23 OA ra ω= （↓） 

        tn
BABAAB aaaa ++=  （ 0t =BAa ）， 22n 595 OABA rra ωω ==  

以套筒上点 C 为动点， 0a =Ca ，BE 为动系，牵连运动为平面运动，相对运动为直线

运动，绝对运动静止。 
        0aCree ==+++ CyCxC aaaaa  

由图 9-31c 知， 
        2

rCe 486.8865.6618.022 OOOCBExC rrvaa ωωωω =××===  
以 B 为基点 
        tn

ee CBCBByCxC aaaaa ++=+  

即      tnn
ee CBCBBAAyCxC aaaaaa +++=+   

上式向
n
CBa 投影，得 

        nn
e 45cos45cos CBBAAyC aaaa +°+°−=  

            2222 73.13)618.0(2359
2
23

2
2

OOOO rrrr ωωωω =+⋅+⋅−=  

22
e

2
ee 14.16 OxCyCC raaa ω=+=  

    讨论：上述解法若改为选点 B 为动点，动系固结于套筒 C，则牵连运动为定轴转动，相

对运动为直线运动，绝对运动可根据轮 A 运动求得，为已知，求得的套筒的角速度和角加

速度即为杆 BE 的角速度和角加速度，从而以点 B 为基点，即可求本题待求量，计算要简便

得多，请读者完成。 
*9-32  在图 9-32a 所示摆动汽缸式蒸汽机中，曲柄 m 12.0=OA ，绕轴 O 匀速转动，

其角速度为 rad/s 5=ω ，汽缸绕轴 O1 摆动，连杆 AB 端部的活塞 B 在汽缸内滑动。已知：

距离 m 6.01 =OO ，连杆 m 6.0=AB 。求当曲柄在 °= 0ϕ ，45°，90°三个位置时活塞的

速度。 

A
O

ω

1Oω

eAA v=v

1O
eBB v=v

B

 
(a) (b) 

Av
eAv

A 1Oω

θ

eBv

rBv

Bv
1Oω

O
°30

ω
rAv

D
1O B

    

eAv

rAv

Av
A 1Oω

Bv
rBv

1O

eBvO
B

 
(c)                                         (d) 

图 9-32 
解  动系固结于摆缸 O1，分别以 A，B 为动点，速度分析如图 9-32b、9-32c、9-32d 所

示。 
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    （1） °= 0ϕ 时（图 9-32b） 
注意到 OA 与 AB 位于同 1 水平线，杆 AB 与摆缸 O1 间无相对运动。因此 

0rr == BA vv ， eAA vv = ， eBB vv =  

        m/s 60.0=⋅= ωOAvA ，
11e OA AOv ω⋅=  

        m/s 60.0e == AA vv ， ( ) m 48.0m  12.060.01 =−=AO  

  rad/s 25.1
48.0
60.0

1

e
1

===
AO

vA
Oω  

        m/s 15.0
11e =⋅== OBB BOvv ω （↓） 

    (2). °= 45ϕ 时（图 9-32c） 
设点 D 为点 A 在 OO1 直线上垂足。由几何关系 

        7164.0
206.060.0

206.0
45cos

45sintan
11

=
−

=
°−

°
==θ

OAOO
OA

DO
AD

， °= 35.9θ  

        m 522.0m  )206.0()206.060.0()()( 2222
11 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−=+= ADDOAO  

        m/s 7349.065.35sin60.0)45sin(e =°=−°= θAA vv  

        rad/s 670.0
1

e
1

==
AO

vA
Oω  

        m/s 25052.0)(
11 11e =−=⋅= OOB AOABBOv ωω  

        m/s 5487.065.35cos60.0)35.945cos(rr =°=°−°== AAB vvv  

        ( ) m/s049.0m/s5487.025052.0 222
r

2
e =+=+= BBB vvv          

    (3)  °= 90ϕ 时（图 9-32d） 

        ( ) m 90.611cm 2612.0cm 12.060.0)()( 2222
11 ==+=+= OAOOAO  

m/s 588.0m/s  
26
00.3

2612.0
60.060.0cosrr =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×=== θAAB vvv  

        m/s 7117.0m/s  
26
60.0

2612.0
12.060.0sine =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×== θAA vv  

        rad/s 192.0
26
5

1

e
1

===
AO

vA
Oω  

1
)( 1e OB ABAOv ω−= m/s 1028.2m/s  

26
5)60.06119.0( 3−×=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−=  

( ) m/s 588.0m/s  588.028002.0 222
r

2
e =+=+= BBB vvv  

*9-33  图 9-33a 所示放大机构中，杆 I 和 II 分别以速度 1v 和 2v 沿箭头方向运动，其位

移分别以 x 和 y 表示。如杆 II 与杆 III 平行，其间距离为 a，求杆 III 的速度和滑道 IV 的角

速度。 
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x

1v

A
θ

2v

a

eBv

Bv

rBv

AvAB′v
B

AC′v

Cv
eCv Av

rCv
C

Ⅰ

Ⅳ

Ⅲ

Ⅱ
 

                             (a)                              (b) 
                                             图 9-33 

解  （1）以滑块 B 为动点，滑道 IV 的动系，牵连运动为平面运动，则 
        re BBB vvv += ， 1vv =B                 （1） 

其中 eBv 可由以 A 以基点分析滑道 IV 上与滑块 B 重合点的速度来确定，即 

        ABAB 'e vvv += ， 2vv =A             （2） 
式（2）代入式（1）得 
        r'21 BAB vvvv ++=                                         （3） 
式（3）向 AB 'v 方向投影得 
        ABvvv '21 sincos += θθ                                        （4） 

4' ω⋅= ABv AB ，
22 yxAB +=  

        
22

cos
yx

y
+

=θ ，
22

sin
yx

x
+

=θ  

代入式（4）得   

        2
2

21
4 yx

xvyv
+
−

=ω  

    （2）以滑块 C 为动点，滑道 IV 为动系，则有 
        re CCC vvv += ， 3vvC =              （5） 

其中 eCv 可由以 A 为基点分析滑道 IV 上滑块 C 的重合点的速度来确定，即 

        ACAC vvv 'e += ， 2vv A =              （6） 
式（6）代入式（5）得 
        r'23 CAC vvvv ++=               （7） 

式（7）向 ACv ' 方向投影，得 

        ACvvv '23 sinsin += θθ              （8） 

4' ωCAv AC = ，
θsin

aCA =                                        （9） 

将式（9）代入式（8）得 

x
xav

x
ayv

a
vv −

−=+= 2212
4

23 sin θ
ω

 

*9-34  半径 R=0.2 m 的 2 个相同的大环沿地面向相反方向无滑动地滚动，环心的速度

为常数； m/s 1.0=Av 。 m/s 4.0=Bv 。当 °=∠ 30MAB 时，求套在这 2 个大环上的小环

M 相对于每个大环的速度和加速度，以及小环 M 的绝对速度和绝对加速度。 
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Av

1ev

Bv
A B

1P 2P

Aω
Bω

R
R

2r
v

1r
vAv

M
2ev

  
Aω Bω

t
1ra t

2ra

1Ca2Ca

n
MBan

MAa

n
2ran

1ra
A B

M

Av Bv

 
                  (a)                           (b)                         (c) 

图 9-34 
解 （1）运动分析（ °= 30θ ） 
小环 M 为动点，动系分别固结于大环 A 和 B；绝对运动为平面曲线，相对运动为沿圆

环圆周运动，牵连运动均为平面运动。 
    （2）速度分析，如图 9-34b 所示 
             r2e2r1e1a                                 vvvvv +=+=         （1） 

     方向    ？     1MP⊥   MA⊥    2MP⊥   MB⊥  
     大小    ？      √       ？       √       ？ 

式（1）向MA方向投影，得 
       °+−=° 30cos60cos r22e1e vvv  

       m/s 9.02
2/3

33
2
1

cos30
2
1

e2e1

r2 =+=
+

=
°

+
= BA

BA
vv

vvvv
v     （2） 

       Avv 31e = ， Bvv 32e =  

式（1）向MB 方向投影，得 
       °=°+− 60cos30cos e2r11e vvv  

        m/s 6.02
2/3

33
2
1

cos30
2
1

e1e2

r1 =+=
+

=
°

+
= AB

AB
vv

vvvv
v             （3） 

        
2
332330cos2 r1

2
r1

2
r1e1

2
r1

2
e1a vvvvvvvvv AA ⋅−+=°−+=  

           = ( ) m/s 458.0m/s 6.01.036.001.03 2 =××−+×                （4） 
   （3）加速度分析，如图 9-34c 所示 
        C2

t
2r

n
r22eC1

τ
1r

n
1r1e aaaaaaaaaM +++=+++=        （5） 

        n
e1 MAaa = ， n

e2 MBaa =  
即 
          C2

t
2r

n
r2

n
C1

t
1r

n
1r

n aaaaaaaa MBMA +++=+++        （6） 
    方向  √    √   √  √    √    √   √   √ 
    大小  √    √   ？  √    √    √   ？   √ 

        rad/s 5.0==
R

v A
Aω ，            rad/s 2==

R
vB

Bω  

        ( ) 2222n m/s 05.0m/s 5.02.0 =×== AMA Ra ω  

( ) 22
r11C m/s 6.0m/s 6.05.022 =××== va Aω  

        ( ) 2222n m/s 8.0m/s 22.0 =×== BMB Ra ω  

        22
r2C2 m/s 6.3m/s 9.0222 =××== va Bω  
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        22
22

r1n
r1 m/s 8.1m/s 

2.0
6.0

R
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

v
a  

       22
22

r2n
r2 m/s 05.4m/s 

2.0
9.0

R
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

v
a  

式（6）向
n
MAa 方向投影，得 

        °+°−°−°−=−+ 60cos30cos60cos60cos C2
t
r2

n
r2

n
C1

n
r1

n aaaaaaa MBMA  

        )
2
1

2
1

2
1(

3
2 n

r2
nn

r1
n

C2C1
t
r2 aaaaaaa MBMA −−−−+=  

           = )222(
3
3 n

r2
nn

r1
n

C2C1 aaaaaa MBMA −−−−+  

           =  22 m/s 165.2m/s )05.48.08.1205.026.36.02(
3
3

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−×−×−+×  

式（6）向
t
r1a 方向投影，得 

        °+°+°−°−= 30cos60cos30cos30cos C2
t
r2

n
r2

nt
r1 aaaaa MB  

           = 22 m/s 165.2m/s 
2
36.3

2
1165.2

2
305.4

2
38.0 −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+×−×−×−  

        ( ) 22222n
r1

2t
r1r1 m/s 816.2m/s 8.1165.2)()( =+=+= aaa  

        ( ) 22222n
r2

t
r2r2 m/s 592.4m/s 05.4165.2)(2)( =+=+= aaa  

        

( )  22222t
r1

2
C1

n
r1

n m/s 5.2m/s 165.2)6.08.105.0()()( =+−+=+−+= aaaaa MAM

 
验算： 

( ) 22222t
r2

2
C2

n
r2

n m/s 5.2m/s 165.2)6.305.48.0()()( =+−+=+−+= aaaaa MBM

 
*9-35 图 9-35a、9-35b、9-35c、9-35d 所示 4 种刨床机构，已知曲柄 rAO =1 ，以匀角

速度ω转动， rb 4= 。求在图 9-35a、9-35b、9-35c、9-35d 所示位置时，滑枕 CD 平移的速

度。 
（a）解  设杆 O2B 角速度为 'ω  

    （1）以滑块 A 为动点、动系固结于杆 O2B，速度分析如图 9-35a1。 
         ωrvA = ， AOvA 2e '⋅= ω  
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Cv C D

B

2O

ω′°30

A
rAv

Bv
Av

eAvω

1O

D CCv

BBv
°30

A
rAvAv

1O
ω

eAv

2O

D CCv

Bv

B
°30

P
ω′

1O
ω

Av rAv

A
eAv

rAv

P
ω′ϕ

CD

2Ov

eAv
ω Av

A

Cv

2O

 
             (a1)                      (b1)                  (c1)               (d1) 

图 9-35 

         °= 30sine AA vv ， ωω
4
130sin'

22

e =
°

==
AO

v
AO

v AA  

         rbbBOvB ωωωω
2
3

8
3

4
30cos'2 ==⋅°=⋅=  

（2）杆 BC 作平面运动，由速度投影定理得 

         BC vv =°30cos ， ωrvvv B
CCD =

°
==

30cos
 （←） 

（b）解  杆 BC 上 B、C 两点速度均沿水平方向，所以杆 BC 在图示位置作瞬时平移，

即            CB vv =  
以滑块 A 为动点，动系固结于杆 BC，速度分析如图 9-35b1 所示： 

         ωrvA = ， ωrvv AA 3
330tane =°=  

ωrvvv ACCD 3
3

e === （←） 

（c）解  设杆 BC 角速度为 'ω ，杆 BC 的速度瞬心在点 P，如图 9-35c1 所示。 

         rOAABrbBP 2
30sin

230sin =
°

=⋅=°=  

         rAP 2=  （滑块 A 在杆 BC 上的重合点为 BC 的中点） 
故得 

   
PA
v

PC
v AC e= ， eee 3

2
30cos4

AAAC vv
r

rv
PA
PCv =

°
==                 （1） 

以滑块 A 为动点，动系固结于杆 BC，速度分析如图 9-35c1，由图 9-35c1， Av 与 rAv 间夹角

为 30°， eAv
与 rAv 间夹角为 150°， eAv

与 Av 间夹角为 120°，所以 

ωrvv AA ==e  

把 eAv 值代入式（1）得 

         ωrvv CCD 3== （←） 
（d）解  杆 O2C 在图示位置的速度瞬心在点 P，如图 9-35c d1，设其角速度为 'ω 。 

        r

b
CO

PC
3

16
30cos
30cos

30cos
2 =

°
°=

°
= ， rPCPO

3
830sin2 =°= ， rAO 22 =  

        rPOAOPA
3

10)()( 2
2

2
2 =+=  

则有 

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 136

        
PA
v

PC
v AC e= ， ee 5

8
AAC vv

PA
PCv ==  

以滑块 A 为动点，动系固结于 O2C，速度分析如图 9-35c d1： 

        
°

=
30sinsin
eAA vv

ϕ
，

5
3

3
10
2sin 2 ===

r
r

PA
AO

ϕ  

AAA vvv
6
5,

sin
30sin

e =
°

=
ϕ

 

代入式（1）得 

        ω=×== rvvv ACCD 3
4

6
5

5
8

（←） 

*9-36 求上题各图中滑枕 CD 平移的加速度。 

t
Ba

t
CBa

Ca
n
Ba

n
CBa

t
Ba

n
Ba

Ca
ra

rvt
ea

Aa
n
ea

α
°30

eω2O

B
ω

C

1O A

2O

n
Ba

D CCa

ra
t

CA′a
Aa

Ca
α°30

B
Ca

t
Ba t

BCa

Ca C

Aa
ra

n
CA′a

Ca
t

CA′a

CAa

eω

Ca

A

B

Ba
t
BCa

n
BCa

°30
α

P

C
Ca

Aa
CAa

Ca
A

n
CA′a

t
CA′arAa

2O

r2Oa
t

2CO′a
Ca

C2Oa n

2CO′a

 
           (a1)                     (b1)                    (c1)                   (d1 
                                              图 9-36 

（a）解  由图 9-35a 结果知 

        ωω
4
1

e = ， ωrvv A 2
330cosr =°=  

        2ωraA = ， 2
eC 4

32 ωω rva r == ， 22
e

n
e 8

12 ωω ra ==  

        Cr
t
e

n
e aaaaa +++=A                                             （1） 

上式向
t
ea 方向投影，得 

  C
t
e30cos aaaA +=° ，

2
C

t
e 4

330cos ωraaa A =−°= ，
2

t
e

8
3

2
ωα ==

r
a

 

        222
e1

n

8
3)

4
1(

2
34 ωωω rrBOaB =⋅=⋅= ， 2t

4
332 ωα rraB =⋅=  

BC 作平面运动，以 B 为基点 
        tntn

CBCBBBC aaaaa +++=            （2） 

由图 9-35a Bv 、 Cv 方向知 

  
4e
ωωω ==BC ， 22n

8
12 ωω rra CBCB =⋅=  

式（2）向
t
Ba 方向投影，得 

  nt30cos CBBC aaa −=° ， 2
nt

12
35

30cos
ωr

aa
aa CBB

CCD =
°

−
== （←） 

（b）解  由图 9-35b 结果知 
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0=BCω   ωrvv CB 3
3

== ， 2
2

n

3
1 ωr

r
va B

B =  

以 C 为基点：
ttn
BCCBB aaaa +=+  

上式向
n
Ba 方向投影，得 

        °= 60costn
BCB aa ， 2nt

3
22 ωraa BBC == ， 2

t

6
1

4
ωα r

r
aBC ==  

        re aaa +=A  （ 0C =a ），
t

'e CAC aaa +=  

        r
t aaaa ++= A'CCA                                               （1） 

2t
' 3

12 ωα rra CA == ， 2ωraA =  

式（1）向
t

'CAa 方向投影，得 

        t
'30cos30cos CACA aaa +°−=°−  

        2
t

' )1
9

32(
30cos

ωr
a

aa CA
AC +=

°
+=  （←） 

（c）解 由图 9-35c 结果知 

222
e

e
ωω ===

r
v

r
v AA  

以 C 为基点： 
    tn

BCBCCB aaaa ++=  

上式向 Ca 方向投影，得 

        °−°−= 30cos60cos0 tn
BCBCC aaa  

        tn

2
3

2
1

BCBCC aaa +=                                               （1） 

又以 A 为动点，CB 为动系： 

Cre aaaa A ++= ， Cr
t

'
n

' aaaaaa ++++= CACACA      （2） 

        t
'

t 2 CABC aa =                                                       （3） 

式（2）向 Ca 方向投影，得 

  C
t

'30cos30cos aaaa CACA +−°=°  

  °−+°= 30cos30cos C
t

' ACCA aaaa          （4） 
式（3）、（4）代入式（1），得 

        )30cos30cos(2
2
3

2
1

C
n °−+°⋅+= ACBCC aaaaa  

  ACBCC aaaaa
2
33

2
3

2
1

C
n −++=  

        C
n 323 aaaa BCAC −−=            （5） 

        2ωraA = ，
22

e
n 4 ωω rraBC == ，

2
reC 33

2
22 ωωωω rrva ===  

代入式（5），得 
  2222 43323 ωωωω rrrraC −=⋅−−= （→） 

（d）解  由图 9-35d 结果知  
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        ωω
4
1

e = ， ωrvA 6
334

r
+

= ， ωrvO 3
2

r2
= （ 0

2
=Ov ） 

    （1）O1A 上点 A 为动点，动系固结于杆 BC（平面运动），如图 9-36d1 所示 
        Cre AAAA aaaa ++=  

        t
'

n
'e CACACA aaaa ++= （以 C 为基点） 

        Cr
t

'
n

' AACACACA aaaaaa ++++=  

向 CAa 方向投影，得 

  C
t

'30cos ACAA aaa +−°                           （1） 
     （2） O2 为动点，静止，动系固结于 BC。 
        0

2
=Oa ， COOOO 2222 re aaaa ++= ，

t
'

n
'e 222 COCOCO aaaa ++=  

        COOCOCOCOC 22222 r
n

'
t

'
n

'0 aaaaaa +++++=  

向 COa
2

投影，得 

  C
t

' 22
30cos0 OCOC aaa +−°=                                        （2） 

式（1）—式（2），得 
  C

t
'

t
'C 22

30cos OCOCAAA aaaaa −+−=°                  （3） 

        
°

=
30cos

4
2

rCO ， rrAC 2
30cos

4
−

°
=  

4
31

2

−=
CO

AC
，

τ
'

t
' 2

)
4
31( COCA aa −=   

将上式代入式（3）得 

    C
t

C 2
'
24

330cos OCOAA aaaa −+=° ，
2ωraA =                       （4） 

式（2）、（4）联立，解得 

        )]30(cos
3

4[
30cos

1
CCC 22 AOAOC aaaaa −+°+−

°
=        （5） 

        2
reC 6

334
6

334
4

22 ωωωω rrva AA
+

=
+

××==  

        2
reC 3

1
3
2

4
22

22
ωωωω rrva OO =××==  

将上式代入式（5），得 

  2

9
34 ωraC =   （←） 
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A B 

第 10 章  质点动力学的基本方程 

 
10-1  1 质量为m 的物体放在匀速转动的水平转台上，它与转轴的距离为 r ，如图 10-1a

所示。设物体与转台表面的摩擦因数为 f ，求当物体不致因转台旋转而滑出时，水平台的

最大转速。 

              

ω

r

y

x

a

sF

gm

NF

 
(a)        (b)  

图 10-1 
解  物体m 为研究对象，受力和运动分析如图 10-1b 所示，当转速达最大时，摩擦力达

最大： 
                                    NfFF =                            （1） 
将 aF m=∑ 分别向 x 和 y 方向投影得 

maF −=− ，其中
2
maxωra =                    （2） 

0N =− mgF                          （3） 
式（1）、（2）、（3）联立，解得 

r
fg

=maxω  

最大转速 

        minr/ 
π
30

π
30

maxmax r
fgn == ω  

10-2  如图 10-2a 所示 A、B 两物体的质量分别为 1m 与 2m ，2 者间用 1 绳子连接，此绳

跨过 1 滑轮，滑轮半径为 r 。如在开始时，2 物体的高度差为 h，而且 21 mm > ，不计滑轮

质量。求由静止释放后，2 物体达到相同的高度时所需的时间。 

       

1F

1a

g2m

2a

2F

g1m
 

(a) (b) 
图 10-2 

解  分别取重物 1m ， 2m 为研究对象，受力和运动分析如图 b，分别列出两物体在铅垂

方向的运动微分方程 

1111 Fgmam −=                           （1） 
gmFam 2222 −=                          （2） 
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aaa == 21  
不计滑轮质量，故 

21 FF =  
由式（1）、（2），解得 

g
mm
mma

21

21

+
−

=  

a 为常量，2 物体以相等的加速度反向作匀加速运动，且由静止释放，即 
00 =v  

2
21 2

1 atsss ===  

当 2 物体达到相同高度时，每物体均经过
221
hss == 的路程。 

)(
)(2

21

21

mmg
mmh

a
st

−
+

==  

10-3  半径为 R 的偏心轮绕轴O以匀角速度ω 转动，推动导板沿铅直轨道运动，如图

10-3a 所示。导板顶部放有 1 质量为m 的物块 A，设偏心距 eOC = ，开始时OC 沿水平线。

求：（1）物块对导板的最大压力；（2）使物块不离开导板的ω最大值。 

      

y

x
ω

A

O

C
R

ϕ

  
gm

NF

ya
A

 
                        (a)                    (b)                    (c) 

图 10-3 
解  建立如图 10-3b 所示直角坐标系 Oxy，导板与物块均沿 y 轴线作直线运动，导板作

平移，其运动规律为 
teRy ωsin+=  

对时间求 2 阶导数得 
teay ωω sin2−=  

物块 A受重力 mg 和导板的约束力 NF 作用如图 10-3c。物块对导板的压力与 NF 等值、反向、

共线。由图 10-3c 得物块 A的运动微分方程在 y 轴的投影式为 

)sin( 2
N

N

tegmF

mamgF y

ωω−=

=−
 

   （1）物块对导板的最大压力为 
)( 2

maxN ωegmF +=  

   （2）要使物块不离开导板，则应有 
0)( 2

minN ≥−= ωegmF  

即                                2ωeg ≥  
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故                                 
e
g

=maxω  

10-4  在图 10-4a 所示离心浇注装置中，电动机带动支承轮 A、B 作同向转动，管模放

在两轮上靠摩擦传动而旋转。铁水浇入后，将均匀地紧贴管模的内壁而自动成型，从而可得

到质量密实的管形铸件。如已知管模内径 mm400=D ，求管模的最低转速 n 。 

    

管模内壁ω

a gm
 

                           (a)                             (b) 
图 10-4 

解  取铁水为研究对象，当管模达到最低转速 n 时，处于最高位置处的铁水，只受重力

mg 作用，而能保持紧贴管壁作圆周运动。运用质点运动微分方程在铅垂方向的投影式，得 
mamg =                              （1） 

其中 a 为法向加速度： 

2
)

30
2π(2 Dnra ⋅==ω  

代入式（1）得 

r/min 672
π
30

==
D
gn  

10-5  如图 10-5 所示，为了使列车对铁轨的压力垂直于路基，在铁道弯曲部分，外轨

要比内轨稍为提高。试就以下的数据求外轨高于内轨的高度 h。轨道的曲率半径为

m 300=ρ ，列车的速度为 m/s 12=v ，内、外轨道间的距离为 m 6.1=b 。 
解  取列车为研究对象，设其质量为 m，列车受重力 mg，轨道约束力 FN作用，其质心

受力和加速度分析如图 10-5 所示。将 
aF m=Σ  

分别向 x 和 y 方向投影，得 

maF −=− θsinN                   （1） 

0cosN =−mgF θ                   （2） 

且      
ρ

2va =                             （3） 

由几何关系知 

22
tan

hb
h
−

=θ                    （4） 

代入已知数据解得 

mm  4.78
)( 42

2

=
+

=
vg

bvh
ρ

 

10-6  如图 10-6a 所示套管 A 的质量为 m，受绳子牵引沿铅直杆向上滑动。绳子的另 1
端绕过离杆距离为 l 的滑车 B 而缠在鼓轮上。当鼓轮转动时，其边缘上各点的速度大小为 0v 。

求绳子拉力与距离 x 之间的关系。 

NF

gm

θ
b

nam
n

θ

图 10-5 
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TF

NF
A

gm

x

θ

x&&

 
                                (a)                         (b) 

图 10-6 
解  取套管 A 为研究对象，A 受重力 mg，绳子拉力 FT以及直杆对它的水平约束力 FN

作用，如图 10-6b 所示，套管 A 沿着直杆向上作变速直线运动，在任意瞬时 t 有 
22 xlAB +=  

上式两边对时间 t 求导 

220

22 d
d,

d
d,

d
d

d
d xl

x
v

t
xv

t
AB

t
x

xl

x
t

AB
o +−=−=

+
=  

上式再对时间 t 求导，得 

3

22
0

2

22
022

2
0

2

2 d
d

d
d

d
d

x
lv

x
t
xxlv

t
x

xl
xv

t
x −

=
+−

+=  

将质点动力学基本方程向铅直方向投影，得 

xmFmg &&=− θcosT ，
22

cos
xl

x
+

=θ  

2
3

22
0

T )(1)(
x
l

x
lvgmF ++=  

10-7 销钉M 的质量为 0.2 kg，水平槽杆带动，使其在半径为 mm 200=r 的固定半圆

槽内运动。设水平槽杆以匀速 mm/s 400=v 向上运动，不计摩擦。求在图 10-7a 所示位置

时圆槽对销钉M 的作用力。 

 

r
°30

n
Ma

ra
t
Ma

ev

rvM
v

av

 

x

n
Ma

ra
t
Ma

NF

M
F

gm
 

                  (a)                           (b)                          (c) 
图 10-7 

解  以水平槽为动系，速度分析如图 10-7b 所示： 

vv =e ， 
3

24.0

2
330cos

e
a

×
==

°
=

vvv  

受力与加速度分析如图 10-7c 所示： 

22
222

an m/s 07.1m/s 
32.0
44.0

4
3

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×
×

=
⋅

==
r

v
r

v
aM  

r
tn aaa =+ MM  
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向铅直方向投影，得 

( ) 22tn

2
n

ttn

m/s 23.1m/s 3079.09238.030sin30cos

m/s 616.0
3

,030cos30sin

=+=°+°=

===°−°

MMMx

M
MMM

aaa

aaaa
 

设水平槽对 M 的约束力为 FN，圆槽对 M 的约束力为 F，则 

N 284.0N 232.12.0
3

2
3

2

30cos

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××==

=°

Mx

Mx

maF

maF
 

*10-8  质量皆为m 的 A、B 两物块以无重杆光滑铰接，置于光滑的水平面及铅垂面上，

如图 10-8a 所示。当 °= 60θ 时自由释放，求此瞬时杆 AB 所受的力。 

 

t
BAa

Ba
B

θ

Aa

Aa

A

  
ABF

gm

ANF

Aa

A

BNF

gm

Ba
B

ABF ′

θ

 
                 (a)                           (b)                        (c) 

图 10-8 
解  初瞬时杆 AB 角速度为零，作平面运动，由图 10-8b 所示，用基点法得： 

t
BAAB aaa +=  （ 0n =BAa ） 

AAB aaa 3tan == θ                   （1） 
由图 10-8c 得： 

θsinABA Fmgma −=                   （2） 
θcosABB Fma =                   （3） 

式（1）代入式（3），得 
θcos3 ABA Fma =                      （4） 

式（2）、（4）联立，解得 )60( °=θ  

mgFAB 2
3

=  

10-9  铅垂发射的火箭由 1 雷达跟踪，如图 10-9 所示。当 m 00010=r ， °= 60θ ，

rad/s 02.0=θ& ，且
2rad/s 003.0=θ&& 时，火箭的质量为 5 000 kg。求此时的喷射反推力 F。 

解  此题为已知运动求力。 
用极坐标与直角坐标系描述火箭的运动变换关系： 
     θsinry =  

     θθθ &&& ⋅+= cossin rry  

     2sincoscos2sin θθθθθθθ &&&&&&&&& rrrry −++=     （1） 
约束条件： 

m 0005cos == θrx （常数） 
故  
     0sincos =⋅−= θθθ &&& rrx ， θθ && ⋅= tanrr     （2） 
     0sincossin2cos 2 =−−−= θθθθθθθ &&&&&&&&& rrrrx  
        θθθθθ &&&&&&& ⋅++⋅= tantan2 2 rrrr       （3） 
由已知， 图 10-9 
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m 00010=r ， °= 60θ 时， rad/s 02.0=θ& ，
2rad/s 003.0=θ&&  

将上述数值代入式（2）得 
               ( ) m/s 4.346m/s 02.0300010 =××=r&                    （4） 

式（4）代入（3），解得 
2m/s 96.79=r&&                              （5） 

式（4），（5）代入式（1），得 
2m/s 7.87=y&&  

由质点动力学方程，得 
ymmgF &&=−  

所以 
[ ] kN 488kN )7.878.9(0005)( =+=+= ygmF &&  

10-10  1 物体质量 m=10 kg，在变力 N )1(100 tF −= 作用下运动。设物体初速度为

m/s 2.00 =v ，开始时，力的方向与速度方向相同。问经过多少时间后物体速度为零，此前

走了多少路程？ 
解  物体的运动方向只受 F 作用，设物体由原点出发沿轴 x 正向运动，如图 10-10 所示： 

                              xmF &&=                                   (1) 
将                        ,N  )1(100 tF −= m=10 kg 
代入式（1），得 

)1(10 tx −=&&  
上式可改写成 
     ttx d)1(10d −=&  
两边积分，得 

m/s    
2

10
2

0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

ttxx &&  

由已知 0=t 时， 
m/s   2.000 == xv &  

得 

                        m/s   
2

102.0
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

ttx&                     （2） 

上式积分得 

m  
3
552.0 0

32 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+= xtttx  

设物体开始运动时位于坐标原点，在 0=t 时， 0=x ，故 00 =x ，于是得到物体的运动方

程 

m  
3
552.0 32 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= tttx                     （3） 

由题意，令式（2）中 0=x& ，解得 
02.2=t s 

代入式（3），得 
06.7=x m 

10-11  如图 10-11 所示质点的质量为 m，受指向原点 O 的力 F=kr 作用，力与质点到点

O 的距离成正比。如初瞬时质点的坐标为 0,0 == yxx ，而速度的分量为 0,0 vvv yx == 。

求质点的轨迹。 
解  质点 m 为研究对象，建立图 10-11 所示直角坐标系 Oxy，质点受力 F=-kr 作用。据 

m F

xO
图 10-10 
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图 10-11 

aF m=∑  
将其向 x 和 y 轴投影，得 

ymky
xmkx
&&

&&

=−
=−

 

解这 2 个微分方程，并注意到初始条件： 

000

0O0

        ,0

0        ,

vyy

xxx

tt

tt

==

==

==

==

&

&
 

得微分方程的解 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

t
m
k

k
mvy

t
m
kxx

sin

cos

0

0

 

在上述解答中消去时间 t，得质点的轨迹方程 

12
0

2

2
0

2

=+
v
y

m
k

x
x

 

轨迹为 1 个椭圆，圆心在（0，0），长、短半轴分别为 x0 和 k
mv0 。 

10-12 物体由高度 h 处以速度 vo 水平抛出，如图 10-12a 所示。空气阻力可视为与速度

的 1 次方成正比，即 vF km−= ，其中 m 为物体的质量，v 为物体的速度，k 为常系数。求

物体的运动方程和轨迹。 

        

gm

x

y

O

v
θ

m

F
0v

 
(a)     (b) 

图 10-12 
解  物体为研究对象，其运动和受力分析如图 10-12b 所示，选取图示直角坐标系 Oxy。

质点运动微分方程在直角坐标轴上的投影式： 

mgkmvmgFym
kmvFxm

yy

xx

−−=−=
−==

&&

&&
 

即                           xkx &&& −=  
          gyky −−= &&&  

解这 2 个微分方程并注意到初始条件：t=0 时， 
0,,,0 00000 ==== yvxhyx &&  

方程的解为 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−=

−=

−

−

)e1(

)e1(

2

0

kt

kt

k
gt

k
ghy

k
vx
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这就是物体的运动方程，由运动方程消去时间 t 得该物体的轨迹方程 

00

0
2 ln

kv
gx

kxv
v

k
ghy +

−
−=  

10-13  1 质点带有负电荷 e，其质量为 m，以初速度 vO进入强度为 H 的均匀磁场中，

该速度方向与磁场强度方向垂直。设已知作用于质点的力为 )( HvF ×−= e ，求质点的运动

轨迹。 
提示：解题时宜采用在自然轴上投影的运动微分方程。 
解  质点为研究对象，其受力与运动分析如图 10-13，选图 10-13 所示坐标系 mnt，质

点在 mnt 平面内，也就是速度 v 与力 F 决定的平面内运动。质点沿 t 及 n 轴的运动微分方程： 

0
d
d

=
t
vm                             （1） 

evHvm =
ρ

2

                         （2） 

由式（1）解得 

0vv ==常量  
代入式（2）得 

  
eH
mv0=ρ  

所以质点运动轨迹为由进入磁场位置起的半径为
eH
mv0=ρ 的圆弧。 

t

H

F
n ρ

O

m v

图 10-13 
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第 11 章 动量定理 

 
11-1 汽车以 36 km/h 的速度在平直道上行驶。设车轮在制动后立即停止转动。问车轮

对地面的动滑动摩擦因数 f 应为多大方能使汽车在制动后 6 s 停止。 
解  将汽车作为质点进行研究，制动后汽车受重力 W，地面约束反力 FN和与运动方向

相反的摩擦阻力 F 作用，以汽车运动方向为轴 Ox，如图。根据动量定理在轴 x 的投影式，

有 

xOxx Imvmv =−  

其中    m/s 10km/h  36,0 === Oxx vv  

    fWttfFFtI x −=−=−= N  
当 t = 6 s 时，有 

    s6m/s100 ×=×− fW
g

W
， f=0.17 

11-2  跳伞者质量为 60 kg，自停留在高空中的直升飞机中跳出，落下 100 m 后，将降

落伞打开。设开伞前的空气阻力略去不计，伞重不计，开伞后所受的阻力不变，经 5 s 后跳

伞者的速度减为 4.3 m/s。求阻力的大小。 
解  取跳伞者为研究对象，开伞前，他受重力 mg 作用，竖直下落，令跳

伞者自由下落 100 m 后速度为 v1，则 
        ( ) m/s 3.44m/s  1008.9221 =⋅⋅== ghv  
开伞后，他受重力 mg 和阻力 F 作用，如图 11-2 所示。取铅直轴 y 向下为正，

根据动量定理有 
tFmgImvmv y )(12 −==−  

由题知：当 t=5 s 时，有 
v2=4.3 m/s 

即 
  5)8.960()3.443.4(60 ×−×=−× F  

        F = 1 068 N = 1.068 kN 
11-3  如图 11-3a 所示浮动起重机举起质量 m1=2 000 kg 的重物。设起重机质量 m2=20 

000 kg，杆长 OA=8 m；开始时杆与铅直位置成 60°角，水的阻力和杆重均略去不计。当起

重杆 OA 转到与铅直位置成 30°角时，求起重机的位移。 

 

g1m x

a x
yy′

F

g2m

O′

A

°30

O

 

a
y

x
g1m

g2m

O′O

A

°60

F  
                (a)                            (b)                          (c) 

图 11-3 
解  取浮动起重机与重物为研究对象，由于不受水平方向外力作用且系统原来静止，故

其质心的水平坐标不变，取坐标系 xyO′ ，其中轴 yO′ 通过船体中心的初始位置。设起重机

位移为 x，船半宽为 a，由质心坐标公式得 
（1）起重杆 OA 与铅直线成 60°角时，（如图 11-3c 所示） 

         )60sin8()60sin(

21

1

21

1
1 °+

+
=

+
+°

= a
mm

m
mm

aAOmxC  

    （2）起重杆 OA 与铅直线成 30°角时（如图 11-3b 所示） 

NF

v

W

xF m

 
图 11-1 

gm

v

y

F

图 11-2 
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        )30sin8()30sin(

21

1

21

21
2 °+

+
+=

+
+°++

= a
mm

mx
mm

xmAOaxmxC  

因系统质心水平坐标守恒： 
        21 CC xx =  

所以        m266.0m  
202

)
2
1

2
3(28

)30sin60(sin
8

21

1 =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−×
=°−°

+
=

mm
m

x  

故起重机位置向左移动了 0.266 m。 
11-4 如图 11-4a 所示水平面上放 1 均质三棱柱 A，在其斜面上又放 1 均质三棱柱 B。两

三棱柱的横截面均为直角三角形。三棱柱 A 的质量为 mA三棱柱 B 质量 mB的 3 倍，其尺寸

如图 11-4a 所示。设各处摩擦不计，初始时系统静止。求当三棱柱 B 沿三棱柱 A 滑下接触到

水平面时，三棱柱 A 移动的距离。 

x

b

O

d

c

B

A
gAm

gBm

a

x
a

b
d

c
l gBm

 
(a)                             (b)                         (c) 

图 11-4 
解  取 A、B 两三棱柱组成 1 质点系为研究对象，把坐标轴 Ox 固连于水平面上，O 在

棱柱 A 左下角的初始位置。由于在水平方向无外力作用，且开始时系统处于静止，故系统

质心位置在水平方向守恒。设 A、B 两棱柱质心初始位置（如图 11-4b 所示）在 x 方向坐标

分别为 

bdx

acx

3
2

,
3

2

1

−=−=

−=−=
 

当棱柱 B 接触水平面时，如图 11-4c 所示。两棱柱质心坐标分别为 

31
alclx −=−=′  

)
3

()(2
baldbalx −−=+−−=′  

系统初始时质心坐标 

)(3
2)

3
2()

3
(

BA

BA

BA

BA

C mm
bmam

mm

bmam
x

+
+

−=
+

−+−
=  

棱柱 B 接触水平面时系统质心坐标 

)(3
)3()(3

)
3

()
3

(

BA

BBABA

BA

BA

C mm
bmmmalmm

mm

balmalm
x

+
++−+

=
+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+−

=′  

因 

CC xx ′=  
并注意到 

BA mm 3=  
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得 

4
bal −

=  

11-5  平台车质量 kg 5001 =m ，可沿水平轨道运动。平台车上站有 1 人，质量

kg 702 =m ，车与人以共同速度 0v 向右方运动。如人相对平台车以速度 m/s 2r =v 向左方

跳出，不计平台车水平方向的阻力及摩擦，问平台车增加的速度为多少？ 
解  以车与人为质点系进行研究，因为质点系在水平

方向不受外力作用，见图 11-5，故系统在水平方向动量守

恒。以水平方向向右为 x 轴正向，人跳出时平台车速度为

v，则水平方向动量守恒式为： 
)()( r21021 vvmvmvmm −+=+  

代入数据解得 
246.00 += vv  

        m/s  246.00 =−=Δ vvv  
11-6  如图 11-6a 所示，均质杆 AB，长 l，直立在光滑的水平面上。求它从铅直位置无

初速地倒下时，端点 A 相对图 11-6b 所示坐标系的轨迹。 

        

A′

B′
B

A

x

y

NF

C′
W

C

 
(a)   (b) 

图 11-6 
解  取均质杆 AB 为研究对象，建立图 11-6b 所示坐标系Oxy ，原点 O 与杆 AB 运动初

始时的点 B 重合，因为杆只受铅垂方向的重力 W 和地面约束反力 NF 作用，且系统开始时

静止，所以杆 AB 的质心沿轴 x 坐标恒为零，即 
0=Cx 。 

设任意时刻杆 AB 与水平 x 轴夹角为θ ，则点 A 坐标 

θθ sin      ,cos
2

lylx ==  

从点 A 坐标中消去角度θ ，得点 A 轨迹方程 
2224 lyx =+ （椭圆） 

11-7  如图 11-7a 所示椭圆规尺 AB 的质量为 2m1，曲柄 OC 的质量为 m1，而滑块 A 和

B 的质量均为 m2。已知：OC=AC=CB=l；曲柄和尺的质心分别在其中点上；曲柄绕轴 O 转

动的角速度ω为常数。当开始时，曲柄水平向右，求此时质点系的动量。 
解  将质点系统分为 2 部分，第 1 部分为尺 AB 和滑块 A、B，由于对称其质心在点 C，

第 2 部分为曲柄 OC，其质心在 OC 的中点 C1 上，根据质点系的动量计算式，有 

1121 )22( CC mmm vvp ++=                          (1) 
因为 vC和 vC1 均垂直于曲柄 OC，故动量 p 也垂直于 OC。将 

ωlvv CC == 12  
代入式(1)，得 

 

图 11-5 
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     )45(
2 21 mmlp +=
ω

 （方向如图 11-7b 所示） 

     

O

ω
tω

B

1Cv
Cv

p

1C

A

C

 
(a) (b) 

图 11-7 
 

11-8  质量为 m1 的平台 AB，放于水平面上，平台与水平面间的动滑动摩擦因数为 f。

质量为 m2 的小车 D，由绞车拖动，相对于平台的运动规律为
2

2
1 bts = ，其中 b 为已知常数。

不计绞车的质量，求平台的加速度。 

       

BA

S
D

g2m

g1m

rv

NF

v

ω

y

x

 
                         (a)                                        (b) 
                                             图 11-8 

解  受力和运动分析如图 11-8b 所示 

rrea

r

r

aaaaaD +=+=
==
==

AB

bsa
btsv

&&

&&

                  （1） 

ABD aaa −= ra                      （2） 

Famaam ABAB =−− 1r2 )(                  （3） 
gmmfF )( 21 +=                          （4） 

式（1）、（4）代入式（3），得 

fgb
mm

m
mm

bmmmfga

mmfgammbm
gmmfamabm

AB

AB

ABAB

−
+

=
+

++−
=

+=+−
+=−−

21

2

21

221

21212

2112

)(
)()(
)()(

 

11-9  求题 11-4 中三棱柱 A 运动的加速度及地面对三棱柱的约束力。 

NF

ra
B

gBm

gBm3 θ

ea

Aa

  

θ
B

gBm
ra

BNF

ea

 
                  (a)                              (b)                        (c) 

图 11-9 
解 （1）水平方向外力为零，设 A 的加速度为 aA，由图 11-9b 所示 

re aaaB +=  
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0)cos(3
3,

re

e

=−+
==

θaamam
mm

BAB

BAAaa
 

即 
θcos4 rBAB amam = ， θcos4 rA aa =             （1） 

    （2）块 B 受力和加速度分析如图 c。 ar方向： 
)cos(sin erBB θθ aamgm −=  

式（1）代入上式，即  

     θ
θ

θ cos
cos
4sin Aaag A −=   

θθθ 2
A cos4cossin aAag −=               （2） 

θ
θθ

θ
θθ

22 sin3
cossin

cos4
cossin

+
=

−
=

ggaA             （3） 

    (3) 图 11-9b 所示， NF 方向向上 

θsin3 rBNBB amFgmgm =−+               （4） 
式（3）代入式（1），得 

θ
θ

θ 2
A

r cos4
sin4

cos
4

−
==

gaa  

上式代入式（4）得 

θθθ
θ

2
B

2B2

2

BBN sin3
12

sin3
34

cos4
sin44

+
=

+
=

−
−=

gmgmgmgmF  

11-10  如图 11-10a 所示，质量为 m 的滑块 A，可以在水平光滑槽中运动，具有刚性系

数为 k 的弹簧 1 端与滑块相连接，另 1 端固定。杆 AB 长度为 l，质量忽略不计，A 端与滑

块 A 铰接，B 端装有质量 m1，在铅直平面内可绕点 A 旋转。设在力偶 M 作用下转动角速度

ω为常数。求滑块 A 的运动微分方程。 

         

x

B

Mϕ

A
gm

NF

g1m

O
kx

 
(a)    (b) 

图 11-10 
解  取滑块 A 和小球 B 组成的系统为研究对象，建立向右坐标 x，原点取在运动开始时

滑块 A 的质心上，则质心之 x 坐标为 )( tωϕ =  

tl
mm

mxx

mm
tlxmmxx

C

C

ωω

ω

sin

)sin(

2

1

1

1

1

+
−

+=

+
++

=

&&&&

 

系统质心运动定理： 
kxxmm C −=+ &&)( 1  

x
mm

ktl
mm

mx
1

2

1

1 sin
+

−=
+

− ωω&&  

即                        tl
mm

mx
mm

kx ωω sin2

1

1

1 +
=

+
+&&  

此即滑块 A 的运动微分方程。 
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    讨论：设 0,0,0 === xxt & ，则由上述方程得滑块 A 的稳态运动规律（特解） 

t
mmk

lmxp ω
ω

ω sin
)( 2

1

2
1

+−
=  

原题力矩 M 只起保证ω =常数的作用，实际上 M 是随ϕ变化的。 
11-11  在图 11-11a 所示曲柄滑杆机构中曲柄以等角速度ω绕轴 O 转动。开始时，曲柄

OA 水平向右。已知：曲柄的质量为 m1，滑块 A 的质量为 m2，滑杆的质量为 m3，曲柄的质

心在 OA 的中点， lOA = ；滑杆的质心在点 C，而
2
lBC = 。求：（1）机构质量中心的运动

方程；（2）作用点 O 的最大水平力。 

  

x

y

g1m

g2m

g3m
NF

A

D
yOF

xOF O

 
(a) (b) 

图 11-11 
解 （1）整个系统为研究对象，建立图示直角坐标Oxy 。求得系统的质心坐标 

tl
mmm

mm
mmm

tlmtlm
y

tl
mmm
mmm

mmm
lm

mmm

ltlmtlmtlm
x

C

C

ω
ωω

ω

ωωω

sin
)(2

2sinsin
2

cos
)(2

22
)(2

)
2

cos(coscos
2

321

21

321

21

321

321

321

3

321

321

++
+

=
++

+⋅
=

++
++

+
++

=

++

+++
=

 

（2）整个系统为研究对象，其受力分析如图 11-11b 所示，在 x 方向系统只受点 O 约束

力 OxF 作用，根据质心运动定理在轴 x 上的投影式得 

COx ammmF )( 321 ++=  

其中                   tl
mmm
mmmxa CC ωω cos

)(2
22 2

321

321

++
++

−== &&  

则 tlmmmFOx ωω cos
2

22 2321 ++
=  

故作用在 O 处最大水平约束力为 
2321

max 2
22 ωlmmmFOx

++
=  

11-12  如图 11-12a 所示凸轮机构中，凸轮以等角速度ω绕定轴 O 转动。质量为 1m 的

滑杆 I 借右端弹簧的推压而顶在凸轮上，当凸轮转动时，滑杆作往复运动。设凸轮为均质圆

盘，质量为 m2，半径为 r，偏心距为 e。求在任一瞬时机座螺钉的总动约束力。 
解  取凸轮机构为研究对象，设基座重 m3g，重心在点 C，建立图示定坐标 Oxy，设运

动初始时，凸轮轮心在轴 x 上点 O 的右边，如图 11-12c 所示。根据质心坐标公式，得 
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I
x

1C
2C

a

r
tω

y

O

3C

M

e x

y

g1m

xF
yF

g2m

g3m

I

3C

O

M

 
                 (a)                            (b)                       (c) 

图 11-12 

321

32

321

312

sin

)cos(cos

mmm
hmtemy

mmm
bmartemtemx

C

C

++
−

=

++
++++

=

ω

ωω

 

将上述各量代入上式，并对时间 t 求 2 次导数，得 

temymmm

temmxmmm

C

C

ωω

ωω

sin)(

cos)()(
2

2321

2
21321

−=++

+−=++

&&

&&
                          （1） 

设螺钉总水平约束力为 FRx，总铅垂约束力为 FRy，如图 11-12c 所示。据质心运动定理有 

gmmmFymmm
Fxmmm

yC

xC

)()(
)(

321R321

R321

++−=++

=++
&&

&&
              （2） 

比较方程组（1）和（2），得任意瞬时机座螺钉的总约束力为 

temgmmmF

temmF

y

x

ωω

ωω

sin)(

cos)(
2

2321R

2
21R

−++=

+−=
 

故总动约束力为 

temF

temmF

y

x

ωω

ωω

sin

cos)(
2

2R

2
21R

−=′

+=′
 

11-13  水流以速度 v0=2 m/s 流入固定水道，速度方向与水平面成 °90 角，如图 11-13a
所示。水流进口截面积为 0.02 m2，出口速度 v1=4 m/s，它与水平面成 °30 角。求水作用在水

道壁上的水平和铅直的附加压力。 

             x1v

xF

gm
yF°30

°09

y

O

0v

 
(a)   (b) 

图 11-13 
解  将水道中的水流作为研究对象，管壁对于流体的附加动约束力 

)( 01 vvF −= ρVq                         （1） 
3kg/m  0001=ρ  

由不可压缩流体的连续性定律知 

1100 AvAvqV ==  
将式（1）参照图 11-13b 分别向轴 x，y 投影，得 
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[ ]ρ
ρ

)(30sin
30cos

0100

100

vvAvF
vAvF

y

x

−−°−=
⋅°−=−

 

将     ,m  02.0  ,m/s  2 2
00 == Av m/s  41 =v  

代入上式，得 
N  139=xF （←）， 0=yF  

水对管壁作用的附加动压力 
N  139=′xF （→）， 0=′yF  

xF ′方向与 xF 方向相反。 

11-14  已知水的体积流量为 /sm 3
Vq ，密度为

3kg/m ρ ；水冲击叶片的速度为 m/s  1v ，

方向沿水平向左；水流出叶片的速度为 m/s 2v ，与水平线成θ 角。求图 11-14a 所示水柱对

涡轮固定叶片作用力的水平分力。 

             

F 1v

2v

2v

x

θ

θ

 
(a)    (b) 

图 11-14 
解  根据液休流过弯道时的动压力公式有  

)( 21 vvF −= ρVq  
将其向水平方向投影得  

 )cos( 21 θρ vvqF Vx +=  
11-15  如图 11-15a 所示传送带的运煤量恒为 20 kg/s，胶带速度恒为 1.5 m/s。求胶带对

煤块作用的水平总推力。 

            

xFv

 
                          (a)                                   (b) 

图 11-15 
解  设皮带作用煤块的总水平推力为 xF ，皮带在 dt 时间内输送量为 qVdt，由动量定理

微分形式，如图 11-15b 所示，得 

( ) N  30N  5.120
dd

=×==
=⋅

vqF
tFvtq

Vx

xV  

11-16  如图 11-16a 所示移动式胶带输送机，每小时可输送 109 m3 的砂子。砂子的密度

为 1 400 kg/m3，输送带速度为 1.6 m/s，设砂子在入口处的速度为 v1，方向垂直向下，在出

口处的速度为 v2，方向水平向右。如输送机不动，问此时地面沿水平方向总的阻力有多大？ 
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   1NF 2NF

sF

1v 2v

 
(a) (b) 

图 11-16 
解  体积流量 

s  600/3m  109 3=Vq /sm  38030.0 3=  

质量流量  
 ( ) kg/s  39.42kg/s  400138030.0 =×=ρVq  

m/s  6.12 =v  
水平阻力 

 ( ) N  8.67N  6.139.42 =×=F  
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A 

第 12 章 动量矩定理 
 

12-1  质量为 m 的点在平面 Oxy 内运动，其运动方程为 

tby
tax
ω
ω
2sin

cos
=
=

 

式中 a，b 和ω为常量。求质点对原点 O 的动量矩。 
解  由运动方程对时间的 1 阶导数得原点的速度 

tb
t
yv

ta
t
xv

y

x

ωω

ωω

2cos2
d
d

sin
d
d

==

−==
                      （1） 

质点对点 O 的动量矩为 

tatbmtbtam
xmvymvmMmML yxOO

ωωωωωω cos2cos22sin)sin(
)()( 0

⋅⋅+⋅−⋅−=

⋅+⋅−=+= yx vv
 

        tmab ωω 3cos2=  
用矢量表示有 

        ( ) ( ) ( )kjijivrL xymyxmymxmyxmO &&&& −=+×+=×=  
其中 yx &&, 由式（1）确定。 

12-2  无重杆 OA 以角速度 0ω 绕轴 O 转动，质量 m = 25 kg，半径 R = 200 mm 的均质

圆盘以 3 种方式安装于杆 OA 的点 A，如图 12-12a 所示。在图 12-12a 中，圆盘与杆 OA 焊

接在一起，在图 12-12b 中，圆盘与杆 OA 在点 A 铰接，且相对杆 OA 以角速度 rω 逆时针向

转动。在图 12-12c 中，圆盘相对杆 OA 以角速度 rω 顺时针向转动。已知 rad/s  4r == ωωO ，

计算在此 3 种情况下，圆盘对轴 O 的动量矩。 

 

  
rω

R2

Av

O
0ω R

 

A
rω

R2

Av

O
0ω

 
                          (b1)                      (c1) 

图 12-2 
解 （1） 在图 12-2a 中，轮 A 绕 O 定轴转动 

222

2
9)2(

2
1 mRRmmRJO =+=  

/skgm  18
2
9 22 === mRJL OOOO ωω  

 （2）在图 12-2b1 中，轮 A 作平面运动 

aO 2 ωAA JRvmL +⋅⋅=  

          /skgm  205)(
2
122 22

OrO
2

O ==+⋅+⋅⋅= mRmRRRm ωωωω  
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（3）在图 12-2c1 中，轮 A 绕 O 作圆周曲线平移 

a22 ωω AOO JRRmL +⋅⋅=  

( ) kgm/s  16kgm/s 2542.044

0
22

ra

=×××==

=−=

mRL OO

O

ω

ωωω
 

12-3  如图 12-3 所示，质量为 m 的偏心轮在水平面上作平面运动。轮子轴心为 A，质

心为 C，AC = e；轮子半径为 R，对轴心 A 的转动惯量为 JA；C，A，B 三点在同 1 铅直线上。

（1）当轮子只滚不滑时，若 vA已知，求轮子的动量和对地面上点 B 的动量矩。（2）当轮子

又滚又滑时，若 vA 、ω已知，求轮子的动量和对地面上点 B 的动量矩。 
解 （1）当轮子只滚不滑时，轮上点 B 为速度瞬心。 

轮子角速度 

 
R
vA=ω  

质心 C 的速度 

 )( eR
R
vCBv A

C +==ω  

轮子的动量 

 AC mv
R

eRmvp +
== （→） 

对点 B 动量矩 
 ω⋅= BB JL  

222 )( )( eRmmeJeRmJJ ACB ++−=++=  

[ ]
R
veRmmeJL A

AB
22 )( ++−=  

    （2）当轮子又滚又滑时由基点法求得点 C 速度。 
evvvv ACAAC ω+=+=  

轮子动量 
 )( evmmvp AC ω+==   （→） 

对点 B 动量矩 

) ( )(
)()( )( 2

emRJeRmv
meJeRevmJBCmvL

AA

AACCB

+++=
−+++=+=

ω
ωωω

 

12-4  1 半径为 R，质量为 m1 的均质圆盘，可绕通过其中心 O 的铅垂轴无摩擦地旋转，

如图 12-4a 所示。1 质量为 m2 的人在盘上由点 B 按规律
2

2
1 ats = 沿半径为 r 的圆周行走。

开始时，圆盘和人静止。求圆盘的角速度和角加速度α。 

            

R
B

r
vO

 
(a)      (b) 

图 12-4 
解  以人和圆盘为质点系，由于作用于系统的外力（重力和轴 O 的约束力）对轴 O 的

矩均为零，所以人和圆盘组成的系统对轴 O 的动量矩守恒。设人在盘上绕轴 O 顺时针走圆

周，则盘必逆时针转，圆盘对轴 O 的动量矩为  

ωω ⋅=⋅=
2

2
1

1
RmJL  

图 12-3 

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 158

人随圆盘转的牵连速度和人对圆盘的相对速度都沿圆周切向。以反时针转为正向，牵连速度

的投影为 ωr ，相对速度的投影为 
 ats −=− &  

人对地面的绝对速度的投影为 
      atrsrv −=−= ωω &0  

其方向与 r 垂直，所以人对轴 O 的动量矩为 
ratrmL ⋅−= )(22 ω  

由质点系动量矩守恒定律有 

  ratrmRm
⋅−+= )(

2
0 2

2
1 ωω  

2
21

2
2

2
2

rmmR
artm

+
=ω  

2
21

2
2

2
2

rmmR
arm

+
== ωα &  

12-5  如图 12-5a 所示水平圆板可绕轴 z 转动。在圆板上有 1 质点 M 作圆周运动，已知

其速度的大小为常量，等于 v0，质点 M 的质量为 m，圆的半径为 r，圆心到 z 轴的距离为 l，
点 M 在圆板的位置由角ϕ确定，如图 12-5a 所示。如圆板的转动惯量为 J，并且当点 M 离

轴 z 远在点 M0 时，圆板的角速度为零。轴的摩擦和空气阻力略去不计，求圆板的角速度

与角ϕ的关系。 

           

1o

x

yϕ

ev
ω

rO

0v

l

 
(a)      (b) 

图 12-5 
解  以圆板和质点 M 为系统，因为系统所受外力（包括重力和约束力）对轴 z 的矩均

为零，故系统对轴 z 动量矩守恒。在任意时刻点 M 的速度包含相对速度 v0和牵连速度 ve。

其中 
ω⋅=OMve  

设质点 M 在 M0 位置为起始位置，该瞬时系统对轴 z 的动量矩 
)(01 rlmvLz +=                        (1) 

在任意时刻： 
)()()( e02 vvv mMmMJmMJL zzMzz ++=+= ωω  

由图 12-5b 中，可得 
         [ ] ωϕϕω )cos2(cos 22

02 lrrlmrlmvJLz +++++=           (2) 
根据动量矩守恒定律 

 21 zz LL =                            (3) 
由式（1）、（2）、（3）得 

)cos2( 
)cos1(

22
0

ϕ
ϕω
lrrlmJ

mlv
+++

−
=  
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12-6  如图 12-6a 所示 A 为离合器，开始时轮 2 静止，轮 1 具有角速度 0ω 。当离合器

接合后，依靠摩擦使轮 2 启动。已知轮 1 和 2 的转动惯量分别为 J1 和 J2。求：（1）当离合

器接合后，两轮共同转动的角速度；（2）若经过 t 秒两轮的转速相同，求离合器应有多大的

摩擦力矩。 

         

ω

2

fM

 
                                (a)                                 (b) 

图 12-6 
解 （1）以轮 1 和 2 为一个系统进行研究，因为系统所受外力（包括重力和约束反力）

对转轴之矩均为零，所以系统对转轴的动量矩守恒，即  
ωω )( 2101 JJJ +=  

21

01

JJ
J
+

=
ωω  

    （2）以轮 2 为研究对象，受力分析如图 12-6b 所示，根据动量矩定理对于转轴的投影

式得                            fd
d M

t
Lz =  

两边积分 

tM
t

L
L

z
z d

0
d

0 f∫∫ =  

设 Mf为常值力矩得 
tMLz f=                               （1） 

又                            
21

021
2 JJ

JJJLz +
==

ωω                           （2） 

由式（1）、（2）得  

tJJ
JJM

)( 21

021
f +
=

ω
 

12-7 如图 12-7a 所示两带轮的半径为 R1 和 R2，其质量各为 m1和 m2，两轮以胶带相连

接，各绕两平行的固定轴转动。如在第 1 个带轮上作用矩为 M 的主动力偶，在第 2 个带轮

上作用矩为M ′的阻力偶。带轮可视为均质圆盘，胶带与轮间无滑动，胶带质量略去不计。

求第 1 个带轮的角加速度。 

1TF

2TF

g1m

M
1o

xF
1O

yF
1O

1α

 1TF ′

2TF ′

g2m
M ′

2o

yF
2O

xF
2O

2R
2α

 
(a)                        (b)                       (c) 

图 12-7 
解  分别取两皮带轮为研究对象，其受力如图 12-7b、12-7c 所示，其中 

2T2T

1T1T

FF
FF
′=

′=
                                （1） 

以顺时针转向为正，分别应用两轮对其转动轴的转动微分方程有 

 )(

  )(

22T1T22

12T1T11

MRFFJ

RFFMJ

′−′−′=

−−=

α

α
                   （2） 

                           1221 :: RR=αα                            （3） 
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式（1）、（2）、（3）联立，解得 

2
2

2
1

21

2

1

1

R
RJJ

M
R
RM

+

′−
=α  

式中  2
1

1
1 2

RmJ = ，
2

2
2

2 2
RmJ =  

2
1221

12
1 )(

)(2
RRmm
MRMR

+

′−
=α  

12-8  如图 12-8a 所示，为求半径 m 5.0=R 的飞轮 A 对于通过其重心轴的转动惯量，

在飞轮上绕以细绳，绳的末端系 1 质量为 m1 = 8 kg 的重锤，重锤自高度 h = 2 m 处落下，测

得落下时间 t1=16 s。为消去轴承摩擦的影响，再用质量为 m2 = 4 kg 的重锤作第 2 次试验，

此重锤自同 1 高度落下的时间为 t2 = 25 s。假定摩擦力矩为 1 常数，且与重锤的重量无关，

求飞轮的转动惯量和轴承的摩擦力矩。 

             g1m

AxFA

yFA

fM

ω

 
(a)   (b) 

图 12-8 
解  取飞轮 A 及重物为质点系，设摩阻力偶矩为 Mf，飞轮转动惯量为 JA，如图 12-8b

所示。根据对轴 A 的投影式动量矩定理有 

gRmM
t

LA
1fd

d
+−= ，

2
1 RmJL AA ωω +=  

tgRmMRmJ A d)(d)( 1f
2

1 +=+ ω  
两边积分得 

12
1

1f

1f
12

1 d)(
0

d)(
0

t
RmJ

gRmM

tgRmM
t

RmJ

A

A

⋅
+
+−

=

+−=+ ∫∫

ω

ω
ω

 

而  00
d
d

1 === θθω 时，，t
t

 

2

2
1

2
1

f1 t
RmJ
MgRm

A

⋅
+
−

=θ  

又      
R
h

=θ  

故       
2

2
1

2
1

f1 t
RmJ
MgRm

R
h

A

⋅
+
−

=                                              （1） 

将第 1 次试验时 m1，t1替换为第 2 次试验时 m2，t2 得 
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2

2
2

2
2

f2 t
RmJ
MgRm

R
h

A

⋅
+
−

=                         （2） 

式（1）、（2）联立，解得  

mN  02.6 
 mkg  1060

f

2

⋅=
⋅=

M
J A  

12-9 如图 12-9a 所示通风机的转动部分以初角速度 0ω 绕中心轴转动，空气的阻力矩与

角速度成正比，即 ωkM = ，其中 k 为常数。如转动部分对其轴的转动惯量为 J，问经过多

少时间其转动角速度减少为初角速度的一半？又在此时间内共转过多少转？ 

               

O

ω

MOxF

OyF

 
                    (a)                                      (b) 

图 12-9 
解  以通风机的转动部分为研究对象，应用动量矩定理得 

MJ
t

−=)(
d
d ω ， ωkM =  

分离变量  

tkJ dd
−=

ω
ω

 

上式积分 

tk
t

J d
0

d
2
0

o

−= ∫∫ ω
ω

ω

ω
                     （1） 

解得                                2n1
k
Jt =  

再对式（1）积分，将等式左边积分上限改为ω，得 

tk
t

J d
0

d
0

−= ∫∫ ω
ω

ω
ω

 

解得                             
t

J
k−

= e0ωω  

即                              
t

J
k

t

−

= e
d
d

0ωθ
 

)e1(de
0

0
0

t
J
kt

J
k

k
J

t
t −−

−== ∫
ω

ωθ  

把 2n1
k
Jt = 代入，得 

)e1( 2n10 −−=
k

Jωθ  

2
1e 2n1 =−  
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图 12-10 

k
J
2

0ωθ =  

后得转动部分共转过圈数 

k
JN
π4π2

0ωθ
==  

12-10  如图 12-10 所示离心式空气压缩机的转速 n = 8 600 r/min，体积流量 qV = 370 
m3/min，第 1 级叶轮气道进口直径为 D1 = 0.355 m，出口直径为 D2 = 0.6 m。气流进口绝对

速度 v1 = 109 m/s，与切线成角 °= 901θ ；气流出口绝对速度 v2 = 183 m/s，与切线成角

03212 ′°=θ 。设空气密度
3kg/m  16.1=ρ ，求这 1 级叶轮的转矩。 

解  取气流进行研究，气流以 v1 速度进入气道，一段时间后以

v2 速度流出，用动量矩定理对转动轴 O 的投影式，有 

M
t

LO =
d

d
 

参照教材例 12-2 解的结果得 

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 11

1
22

2 cos
2

cos
260

θθρ vDvDqM V  

即 
          

22
2 cos

120
θρ vqDM V= mN  365mN  0321cos183

120
3706.016.1

⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′°×

××
=  

12-11  均质圆轮 A 质量为 m1，半径为 r1，以角速度ω绕杆 OA 的 A 端转动，此时将轮

放置在质量为 m2 的另 1 均质圆轮 B 上，其半径为 r2，如图 12-11a 所示。轮 B 原为静止，但

可绕其中心自由转动。放置后，轮 A 的重量由轮 B 支持。略去轴承的摩擦和杆 OA 的重量，

并设两轮间的摩擦因数为 f。问自轮 A 放在轮 B 上到两轮间没有相对滑动为止，经过多少时

间？ 

   

g1m
sF

NF

1ω
Aω

A

yAF

xAF

 

B

Bω
2ω

NF ′

yBF

BxF
g2m

sF ′

 
(a)                       (b)                     (c) 

图 12-11 
解  分别取轮 A、B 为研究对象，其受力和运动分析如图 12-11b、12-11c 所示，根据刚

体绕定轴转动的微分方程式，对轮 A，B 分别有 

22

11

d
d
d

d

rF
t

J

Fr
t

J

B

A

′=

−=

ω

ω

 

分离变量并积分 

trFJ

tFrJ

B

A

d
0

d

d
0

d

2
2

2

1
1

1

∫∫

∫∫

′=

−=

ι
ω

ω
ω

ι
ω

ω
ω
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得到 

trFJ
tFrJJ

222

1111

′=
−=−

ω
ωω

 

由题意知 

1221 :: rr=ωω  
将其代入以上两式，联立求解得 

12

21

2

11

rJ
rJ

trF
tFrJ
=

′
−ω

 

注意到 

 gfmFFFrmJrmJ 1N

2
22

2

2
11

1 ,
2

,
2

==′===  

代入上式解得 

)1(2
2

1

1

m
mfg

rt
+

=
ω

 

12-12  为求刚体对于通过重心 G 的轴 AB 的转动惯量，用两杆 AD，BE 与刚件牢固连

接，并借两杆将刚体活动地挂在水平轴 DE 上，如图 12-12a 所示。轴 AB 平行于 DE，然后

使刚体绕轴 DE 作微小摆动，求出振动周期 T。如果刚体的质量为 m，轴 AB 与 DE 间的距

离为 h，杆 AD 和 BE 的质量忽略不计。求刚体对轴 AB 的转动惯量。 

             

θ
h

DE

gm

AB

 
                          (a)                                  (b) 

图 12-12 
解  取刚体系统为研究对象，设刚体离开平衡位置转过 1 微小角度θ ，由刚体绕定轴转

动的微分方程式有 
                         θθ sinmghJ DE −=&&                           （1） 

由于θ 很小，有 
θθ ≈sin  

且令    
DEJ

mghk =2  

式（1）化为 
02 =+ θθ k&&  

得该系统自由振动的周期 

 
mgh
JT DEπ2=  

2

2

π4
mghTJ DE =  

由刚体转动惯量的平行移轴定理有 
2mhJJ ABDE +=  

将 DEJ 值代入解得  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

g
hTmgJ AB 2

2

π4
 

12-13  如图 12-13a 所示，有 1 轮子，轴的直径为 50 mm，无初速地沿倾角 °= 20θ 的

轨道滚下，设只滚不滑，5 秒内轮心滚动的距离为 s = 3 m。求轮子对轮心的惯性半径。 

               

gm

α

NFCα
sF

θ  
                                (a)                                  (b) 

图 12-13 
解  取轮子为研究对象，轮子受力如图 12-13b 所示，根据刚体平面运动微分方程有 

                        FmgmaC −= θsin                     （1） 
                            JCα  = Fr                  （2） 
因轮子只滚不滑，所以有 

                           aC =α r                              （3） 
式（3）代入式（1），（2），消去 F 得 

g
mrJ

mr

C
2

sin
+

==
θϕα &&  

上式对时间 2 次积分，并注意到 t = 0 时 0  ,0 == ϕϕ & ，则 

     
)(2

sin
)(2

sin
)(2

sin
22

2

22

2

2

2

r
grt

mrm
mgrt

mrJ
mgrt

C +
=

+
=

+
=

ρ
θ

ρ
θθϕ  

把 r = 0.025 m 及 t = 5 s 时， m  3== ϕrs 代入上式得 

mm  90m  09.0m  1
32

20sin58.9025.01
2
sin 22

==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

×
°×

=−=
s

gtr θρ  

12-14  重物 A 质量为 m1，系在绳子上，绳子跨过不计质量的固定滑轮 D，并绕在鼓轮

B 上，如图 12-14a 所示。由于重物下降，带动了轮 C，使它沿水平轨道滚动而不滑动。设

鼓轮半径为 r，轮 C 的半径为 R，两者固结在一起，总质量为 m2，对于其水平轴 O 的回转

半径为 ρ 。求重物 A 的加速度。 

   

TF

Aa

g1m

A

   

O

SF
g2m

B
α

NF

0a

TF

 
                            (a)                     (b)                (c) 

图 12-14 
解  分别取重物 A 和鼓轮 B 为研究对象，其受力和运动分析如图 12-14b、12-14c 所示。

重物 A 的运动微分方程： 
 m1aA = m1 g - FT                             （1） 

轮 B 作平面运动，其运动微分方程为  
  m2aO = FT – F                            （2） 

  FRrFm += T
2

2 αρ                              （3） 
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由于轮子只滚不滑，故有 
  α R = aO                                                  （4） 

aA = =Ba  ( R + r ) α                                           （5） 
式（1）、（2）、（3）、（4）、（5）联立求解，得 

)()(
)(

22
2

2
1

2
1

RmrRm
RrgmaA +++

+
=

ρ
 

12-15  如图 12-15a 所示 2 小球 A 和 B，质量分别为 mA = 2 kg，mB =1 kg，用 AB = l = 0.6 

m 的杆连接。在初瞬时，杆在水平位置，B 不动，而 A 的速度 m/s π6.0=Av ，方向铅直向

上，如图 12-15a 所示。杆的质量和小球的尺寸忽略不计。求：（1）2 小球在重力作用下的运

动；（2）在 t = 2 s 时，2 小球相对于定坐标系 Oxy 的位置；（3）t = 2 s 时杆轴线方向的内力。 

     

A

B

gAm

gBm

C
ϕ

 
                             (a)                                 (b) 

图 12-15 
解  取球 A，B 和连杆进行研究，系统只受重力作用，定坐标系 Oxy，其坐标原点 O 取

在运动开始前系统的质心点 C 上，如图 12-15b 所示。由于 
mA /mB = 2 /1 

所以 
AC /BC = 1/2 
AC = 0.2 m 
BC = 0.4 m 

（1） 由于系统水平方向不受外力，且开始时系统静止，所以系统质心 C 的坐标 
xC = AC=0.2 m 

又由于对质心 C 的外力矩之和为零，系统对质心 C 的动量矩守恒，由此得 
ω])()([ 22 BCmACmACvm BAAA ⋅+⋅=⋅  

代入数据解得  
π=ω  
tπ=ϕ  

由质心运动定理 MaC = F 在 y 方向投影式 

yCy FMa ∑=                            （1） 

式中， CyC ya &&= ，m = mA + mB， gmmF BAy )( +−=∑  

代入式（1），并对时间 2 次积分，得 

21
2

2
1 ctcgtyC ++−=  

由初始条件知 t = 0 时， 

0,m/s π4.0 ==⋅= CAC yv
AB
BCy&  

求得 0  ,π4.0 21 == cc  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= m  

2
1π4.0 2gttyC  

两小球的运动可由两小球与杆 AB 组成系统的平面运动方程表达： 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−=

=

t

gtty

x

C

C

π
2
1π4.0

m2.0

2

ϕ

 

    （2）t = 2 s 时， rad  π2π == tϕ  
yC = - 17.1 m 

 由此可见两球与杆所组成的系统所占有位置与初始位置平行，仅向下移动了17.1 m的距离。 
（3）t = 2 s 时，杆轴线方向的内力为拉力，由于 

rad/s  π== ϕω &  
故其大小为 

( ) N  95.3N  2.0π2 222
T =⋅⋅=⋅=⋅= BCmACmF BA ωω  

12-16 均质圆柱体 A 的质量为 m，在外圆上绕以细绳，绳的 1 端 B 固定不动，如图 12-16a
所示。圆柱体因解开绳子而下降，其初速为零。求当圆柱体的轴心降落了高度 h 时轴心的速

度和绳子的张力。 

             

o

y

A
C

α

Aa
gm

Av

TF

 
                             (a)                                (b) 

图 12-16 
解  取均质圆柱体 A 为研究对象，其受力如图 12-16b 所示，根据刚体平面运动微分方

程有 
  maA = mg - TF                                       (1) 
  JAα = TF R  （设轮 A 半径为 R）                                  （2） 
由题意知  

aA=Rα  
代入式（1）、式（2）解得 

)(　
3
2

)(  
3
2

)(  
3
1

T

↓==

=

=

gRa

R
g

mgF

A α

α 顺

拉

 

由于加速度 aA为常量，由运动学公式知 

)(  3
3
22 ↓== ghhav AA  

12-17  如图 12-17a 所示均质杆 AB 长为 l，放在铅直平面内，杆的 1 端 A 靠在光滑铅直

墙上，另 1 端 B 放在光滑的水平地板上，并与水平面成 0ϕ 角。此后，令杆由静止状态倒下。

求（1）杆在任意位置时的角加速度和角速度；（2）当杆脱离墙时，此杆与水平面所夹的角。 
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B

A

C

ϕ
gm

Cy&&

Cx&&

ANF

BNF

x

y

 
(a)    (b) 

图 12-17 
解 （1）取均质杆为研究对象，受力及坐标系 Oxy 如图 12-17b 所示，杆 AB 作平面运

动，质心在点 C。刚体平面运动微分方程为 

  

)3(                                                         sin
2

cos
2

)2(                                                                                    
)1(                                                                                             

NN

N

N

ϕϕα lFlFJ

mgFym
Fxm

ABC

BC

AC

⋅−⋅=

−=

=
&&

&&

 

由于  
ϕ

ϕ

sin
2

cos
2
ly

lx

C

C

=

=
 

将其对间 t 求 2 次导数，且注意到 

 
αϕ
ωϕ
−=
−=

&&

&
 

得 

   
)5(                                                                    )sincos(

2

)4(                                                                     )cossin(
2

2

2

ϕωϕα

ϕωϕα

+
−

=

−=

ly

lx

C

C

&&

&&

 

式（4）、式（5）代入式（1）、式（2），得 

mgmlF

mlF

B

A

++
−

=

−=

)sincos(
2

)cossin(
2

2
N

2
N

ϕωϕα

ϕωϕα
 

再将 FNA，FNB的表达式代入式（3）中，得 

   ϕϕωϕαϕϕϕωϕαα sin)cossin(
4

cos
2

cos)sincos(
4

2
2

2
2

−−++−=
mlmglmlJC  

即 

ϕαα cos
24

2 mglmlJC +−=  

把 
12

2mlJC =  代入上式得 

ϕα cos
2
3

l
g

=  

而 
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td
dωα =  

分离变量并积分得 

ϕϕ
ϕ
ϕ

ωω
ω

dcos
2
3d

0 0 l
g

−= ∫∫  

)sin(sin3
0 ϕϕω −=

l
g

 

    （2）当杆脱离墙时 FNA = 0，设此时 1ϕϕ = ，则 

0)cossin(
2 1

2
1N =−= ϕωϕαmlF A  

将α和ω表达式代入上式解得 

01 sin
3
2sin ϕϕ = ， )sin

3
2arcsin( 01 ϕϕ =  

12-18  如图 12-18a 所示，板的质量为 m1，受水平力 F 作用，沿水平面运动，板与平

面间的动摩擦因数为 f。在板上放 1 质量为 m2 的均质实心圆柱，此圆柱对板只滚动而不滑动。

求板的加速度。 

O

g2m

A

1NF ′

1sF ′

0a

α

  
g1m

2NF
2sF

1sF
1NF

F
a

 
(a)                         (b)                       (c) 

图 12-18 
解  先取圆柱为研究对象，其受力和运动分析如图 12-18b 所示，根据刚体平面运动微

分方程有 
′= 12 Fam O                               （1） 

  0 21N gmF −′=                           （2） 

 1 rFJ ⋅′=α                               （3） 
以圆柱与平板的接触点 A 为基点（其加速度由只滚不滑条件知应等于平板加速度 a），

研究点 O 的加速度，有如下关系 
αraaO −=  

代入式（1）有 

                         ′=− 12 )( Fram α                            （4） 
式（3）、式（4）联立，并注意 

2

2
2rmJ =  

解得  

3
2

1
amF =′                                 （5） 

再以平板为研究对象，其受力和运动分析如图 12-18c 所示。由质心运动定理 
m1a = F -  F1  -  F2                            （6） 
0 = FN2 -  m1g -  FN1                          （7） 

2N2 fFF =                                （8） 
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式（5）、式（8）代入式（6）、式（7），解得 

g
mm

mmfFa
3/

)(

21

21

+
+−

=  

12-19  均质实心圆柱体 A 和薄铁环 B 的质量均为 m，半径都等于 r，两者用杆 AB 铰接，

无滑动地沿斜面滚下，斜面与水平面的夹角为θ ，如图 12-19a 所示。如杆的质量忽略不计，

求杆 AB 的加速度和杆的内力。 

  
gm 2NF

B TF

2sF
Ba

Bα

θ
 

gm

A
1sF

TF

1NF

Aa
Aα

θ

   
                   (a)                         (b)                     (c) 

图 12-19 
解  分别取圆柱 A 和薄铁环 B 为研究对象，其受力如图 12-19b、12-19c 所示；A 和 B

均作平面运动，杆 AB 作平移，由题意知 

aaa BA

BA

==

== ααα
 

对圆柱 A 有 

   
)2(                                                                                                      
)1(                                                                                sin

A1

1T

α
θ

JrF
FFmgma

=
−−=

 

对薄铁环 B 有 

  
)4(                                                                                                
)3(                                                                          sin

2

2
'

T

α
θ

BJrF
FmgFma

=
−+=

 

        22 ,
2

mrJrmJ BA ==                                             （5） 

由只滚不滑条件得 
        a = α r                                                         （6） 
式（1）、式（2）、式（3）、式（4）、式（5）、式（6）联立，解得 

θsin
7
1

TT mgFF =′= （压） 

θsin
7
4 ga =  

12-20  半径为 r 的均质圆柱体的质量为 m，放在粗糙的水平面上，如图 12-20a 所示。

设其中心 C 初速度为 v0，方向水平向右，同时圆柱如图所示方向转动，其初角速度为 0ω ，

且有 00 vr <ω 。如圆柱体与水平面的摩擦因数为 f，问经过多少时间，圆柱体才能只滚不滑

地向前运动，并求该瞬时圆柱体中心的速度。 

            NF

c

gm
sF

0v0ω

 
(a)    (b) 

图 12-20 
解  取圆柱体为研究对象，受力和运动分析如图 12-20b 所示。根据刚体平面运动微分

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 170

方程有 F
t
vm −=

d
d

                                                   （1） 

  Fr
t

JC =
d
dω

                                                （2） 

2

2
rmJC =                                                      （3） 

式（1）、式（2）、式（3）联立，消去 F 得 

ωd
2

d rv −=  

上式积分 

ω
ω
ω

d
2

d
00

rv
v
v

−= ∫∫  

                         ωω
22 00
rrvv −+=                         （4） 

圆柱只滚不滑时，有 
rv ω=  

代入式（4），得 

                          
3

2 00 ωrvv +
=                             （5） 

由于圆柱在铅直方向无加速度，故 
FN = mg 

在达到只滚不滑以前（即处于动滑动状态时） 
F = f FN = f mg 

代入式（1），得 
dv = - g f dt 

积分得 

fg
vv

t
−

= 0  

式(5)代入上式，得 

fg
rvt

3
00 ω−

=  

12-21  如图 12-21a 所示均质圆柱体的质量为 m，半径为 r，放在倾角为 °60 的斜面上。

1 细绳缠绕在圆柱体上，其 1 端固定于点 A，此绳与 A 相连部分与斜面平行。若圆柱体与斜

面间的摩擦因数为
3
1

=f ，求其中心沿斜面落下的加速度 aC。 

    

°60

gm

sF

B

α

TF

c

Ca NF

D

    
°60

gm

Ca

r2

C

 
                 (a)                        (b)                       (c) 

图 12-21 
解  取均质圆柱为研究对象，受力如图 12-21b 所示；圆柱作平面运动，其平面运动微
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分方程为 

)3(                                                                     60sin
)2(                                                                                60cos0
)1(                                                                                      )(

T

N

T

FFmgma
mgF

rFFJ

C −−°=
°−=

−=α
 

且  F = fFN                                                （4） 
圆柱沿斜面向下滑动，可看作沿绳 AD 向下滚动，且只滚不滑，所以有 

                           aC=α r                           （5） 

                                  
3
1

=f  

式（1）～（5）联立，解得 
aC = 0.355g （方向沿斜面向下） 

12-22  A，B 两轮质量皆为m ，对各自轮心的转动惯量皆为
2mr ，且有 rR 2= ，如图

12-22a 所示。小定滑轮 C 及绕于两轮上的细绳质量不计，轮 B 沿斜面只滚不滑。求 A，B
两轮心的加速度。 

AF
CF

agm

1a

A
1C

Aα sF

CF ′

a
2CaB

2C Bα

BNF
 

                 (a)                            (b)                      (c) 
图 12-22 

解 （1）图 12-22b 中，瞬心 A 与质心 1C 之距不变，故可用相对瞬心动量矩定理有 
rFrmgJ CAA 32 ⋅−⋅=α               （1） 

（2）图 12-22c 中，瞬心 B 与质心 2C 之距不变，故有 
rmgrFJ CBB ⋅°+⋅= 30sinα           （2） 

222 5)2( mrrmmrJ A =+=           （3） 
222 2mrmrmrJ B =+=            （4） 

BA rra αα == 3 ， AB αα 3=           （5） 
式（1）、（2）、（3）、（4）、（5）联立，解得 

r
g

A ⋅=
46
7α ，

r
g

B ⋅=
46
21α  

gra BB 46
21

== α  

12-23  均质圆柱体 A 和 B 的质量均为 m，半径为 r，1 绳缠在绕固定轴 O 转动的圆柱 A
上，绳的另 1 端绕在圆柱 B 上，如图 12-23a 所示。摩擦不计。求：（1）圆柱体 B 下落时质

心的加速度；（2）若在圆柱体 A 上作用 1 逆时针转向，矩为 M 的力偶，问在什么条件下圆

柱体 B 的质心加速度将向上。 
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gm
A O

TF

OxF

OyF
Aα

     

C B

gm

TF ′

Bα

Ba
 

                      (a)                      (b)                    (c) 
图 12-23 

解 （1）分别取轮 A 和 B 研究，其受力如图 12-23b、12-23c 所示；轮 A 定轴转动，轮

B 作平面运动。 
对轮 A 运用刚体绕定轴转动微分方程  

 rFJ AA T=α                                                     （1） 
对轮 B 运用刚体平面运动微分方程有  

BmaFmg =′− T                                                   (2) 
rFJ BB T′=α                                                     （3） 

再以 C 为基点分析点 B 加速度，有 
rraaa BABCCB ⋅+⋅=+= αα                                    （4） 

2

2
rmJJ AB ==  

式（1）、式（2）、式（3）、式（4）联立，解得 

gaB 5
4

=  

（2） 若在轮 A 上作用 1 逆时针转矩 M，则轮 A 将作逆时针转动，对 A 运用刚体绕

定轴转动微分方程有 
                          rFMJ AA T−=α                        （5） 

2

2
rmJJ AB ==  

以点 C 为基点，分析点 B 的加速度。根据题意，在临界状态有 
0tt =+−=+= rraaa BABCCB αα               （6） 

式（5）、式（6）、式（2）、式（3）联立，解得 
mgrM 2=  

故当转矩 mgrM 2> 时轮 B 的质心将上升。 
12-24 如图 12-24a 所示，质量 m = 3 kg 且长度 ED = EA = 200 mm 的直角弯杆，在点 D

铰接于加速度运动的板上。为了防止杆的转动，在板上 A，B 两点固定两个光滑螺栓，整个

系统位于铅垂面内，板沿直线轨道运动。 
    （1）若板的加速度 a = 2 g（g 为重力加速度），求螺栓 A 或 B 及铰 D 给予弯杆的力； 
    （2）若弯杆在 A，B 处均不受力，求板的加速度 a 及铰 D 给与弯杆的力。 
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A

B

gm

C

ABNF

E
D

yDF

xDF

a

 
(a) (b) 

图 12-24 
解  （1）研究对象受力及加速度分析如图 12-24b 所示 

                               maFF ABDx =− N                              （1） 

                          mgFDy =                                   （2） 

     
02.0

4
32.0

4
12.0

4
3,0

0

N =××−××−××=∑

=

ABDxDy FFFMc

α
 

即  033 N =−− ABDxDy FFF                                               （3） 

式（1）、式（2）、式（3）联立，解得（由 a = 2 g） 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

N  35.7
N  2.66

N  4.29

NAB

Dx

Dy

F
F

F

 

    （2）若要 0N =ABF ，则 

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=
=

03 DxDy

Dy

Dx

FF

mgF
maF

 

     N  2.883 == mgFDx  
        a = 3 g 

FDy= 29.4 N 
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第 13 章 动能定理 

 
13-1  如图 13-1a 所示，圆盘的半径 r = 0.5 m，可绕水平轴 O 转动。在绕过圆盘的绳上

吊有两物块 A、B，质量分别为 mA = 3 kg，mB = 2 kg。绳与盘之间无相对滑动。在圆盘上作

用 1 力偶，力偶矩按 ϕ4=M 的规律变化（M 以 mN ⋅ 计，ϕ以 rad 计）。求由 π20 == ϕϕ 到

时，力偶 M 与物块 A，B 重力所作的功之总和。 

                  

O r ϕ

M

gAm gBm
 

                          (a)                                  (b) 
图 13-1 

解  轴承处约束力（图 13-1b 中未画出）为理想约束力，不做功。做功的力和力偶矩有

M，mAg，mBg： 

( ) J  110J  5.0π28.91π8

π2)(π8π2)(d4
0
π2

2

2

=×××+=

⋅−+=⋅−+= ∫ rgmmrgmmW BABAϕϕ
 

13-2  如图 13-2a 所示，用跨过滑轮的绳子牵引质量为 2 kg 的滑块 A 沿倾角为 °30 的光

滑斜槽运动。设绳子拉力 F = 20 N。计算滑块由位置 A 至位置 B 时，重力与拉力 F 所作的

总功。 

         

°60

gm

A B°45

m6

F

D

 
                            (a)                                   (b) 

图 13-2 
解  在图 13-b 中，理想约束力未画出。做功力有 F，mg。 

  

J  29.6J  536.2
2
18.92557.12060cos

m  56.1m  )
3

1
2

1(12)

2
3

1

2
2

1(6
60sin
6

45sin
6

m,  54.2m  )
3

11(660cot645cot6

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×××−×=⋅°−⋅=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−=

°
−

°
=

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=°−°=

ABAD

AD

AB

lmglFW

l

BCDCl

 

13-3  图 13-3a 所示坦克的履带质量为 m，两个车轮的质量均为 m1。车轮被看成均质圆

盘，半径为 R，两车轮间的距离为 Rπ 。设坦克前进速度为 v，计算此质点系的动能。 
解  系统的动能为履带动能和车轮动能之和。将履带分为 4 部分，如图 13-3b 所示。履

带动能： 

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 175

IVIIIIII
2

2
1 TTTTvmT ii +++=∑=履  

     

D

A B

C

II III
v
ω

I 0=v

IV v2

 
                        (a)                                (b) 

图 13-3 
由于 vvv 2,0 IV1 == ，且由于每部分履带长度均为 Rπ ，因此 

222
IVIVIV

2
III

IVIIIIII

2
)2(

42
1

2
1

0
2
1

4

vmvmvmT

vmT

mmmmm

=×==

==

====

 

II、III 段可合并看作 1 滚环，其质量为
2
m

，转动惯量为
2

2
RmJ = ，质心速度为 v，角速度

为
R
v

=ω ，则 

     
222

2
2

2
2

2
22

IIIII

22
0

222
1

42
1

22
1

mvvmvmT

vm
R
vRmmvJvmTT

=++=

=⋅⋅+=+⋅=+

履

ω
 

轮动能 

  2
12

2
2121

1 2
3

22
1

2
22 vm

R
vRmvmTT =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅+== 轮轮  

则系统动能 

  2
1

2

2
3 vmmvTTT +=+= 轮履  

13-4  长为 l，质量为 m 的均质杆 OA 以球铰链 O 固定，并以等角速度ω绕铅直线转动，

如图 13-4a 所示。如杆与铅直线的交角为θ ，求杆的动能。 

                  
A

gm

s

ω

z

θr sd
md

O

 
                          (a)                                    (b) 

图 13-4 
解  由刚体绕定轴转动的动能，得杆的动能 

2

2
1 ωzJT =  

其中（图 13-4b）  

  理论力学（第七版）课后题答案
  哈工大.高等教育出版社



 176

图 13-6 

 ∫= mrJ z d2 θθ 2
222

sin
3

dsin
0

mls
l

msl
== ∫  

代入上式得 

 θω 222 sin
6

lmT =  

13-5  自动弹射器如图 13-5a 放置，弹簧在未受力时的长度为 200 mm，恰好等于筒长。

欲使弹簧改变 10 mm，需力 2 N。如弹簧被压缩到 100 mm，然后让质量为 30 g 的小球自弹

射器中射出。求小球离开弹射器筒口时的速度。 

           °30 gm

kF

NF
 

(a)  (b) 
图 13-5 

解  由题意得弹簧的刚度系数 

  N/m  200
m01.0

N2
==

Δ
=

l
Fk  

弹射过程中，弹性力功 

  J  1J  )01.0(200
2
1)(

2
1 22

1
2

01 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −×=−= δδkW  

重力功 
  [ ] J  0147.01.02.030sin2 −=−°−= mgW  

动能  

22
2

1

03.0
2
1

2
1

0

vmvT

T

×==

=
 

由动能定理知  

1221 TTWW −=+  
将有关量代入 ，得 

 0kg03.0
2
1J7014.0J1 2 −⋅×=− v  

v = 8.1 m/s 
13-6  如图 13-6 所示冲床冲压工件时冲头受的平均工作阻力 F = 52 kN，工作行程 s = 10 

mm。飞轮的转动惯量
2mkg 40 ⋅=J ，转速 n = 415 r/min。假定冲压工件所需的全部能量都

由飞轮供给，计算冲压结束后飞轮的转速。 
解  由质点系动能定理 
            T2 - T1 = W12                 （1） 

且               

FsW

JT

JT

  
2
1
2
1

12

2
22

2
11

−=

=

=

ω

ω

 

有关数据代入式（1），得 
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322
2 1010000152)415

60
π2(40

2
140

2
1 −×××−=×××−× ω  

解得                          rad/s  1.432 =ω  

故           r/min  412r/min 
π

1.4330
π

30 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

==
ω

n  

13-7  平面机构由 2 匀质杆 AB，BO 组成，2 杆的质量均为 m，长度均为 l，在铅垂平

面内运动。在杆 AB 上作用 1 不变的力偶矩 M，从图 13-7a 所示位置由静止开始运动。不计

摩擦，求当杆端 A 即将碰到铰支座 O 时杆端 A 的速度。 

     

Bv

A

P

ABω

θ

θ θ

O

OBω

Av

B

        

Bv

AvA

P

CvC

B

ABω

OBω

O
 

(a)                          (b)                      (c) 
图 13-7 

解  杆 OB 作定轴转动，杆 AB 作平面运动。由图 13-7b 中杆 AB 瞬心 P 和点 B 速度，

得 
               ωωω == OBAB （转向如图 13-7b）                       （1） 

ωlvB = ， ωθ ⋅= cos2lvA                             （2） 
当 A 即将碰 O 时， BAB vv //,0=θ （图 13-7c），由式（2）得 

                   ωlvv BA 22 == ， ωlvC 2
3

= （图 13-7c）                   （3） 

外力做功 

)cos1(
2

212 θθ −⋅−=
lmgMW  

动能 

  

22222222

222
2

1

3
1

3
4

3
1

2
1

12
1

2
1)

2
3(

2
1

2
1

2
1

2
1

0

A

OCC

mvmlmlmllm

JJmvTTT

T

==⋅×+×+=

++=+=

=

ωωωω

ωωOBAB  

动能定理： 

1212 WTT =−  

得                        )cos1( 
3
1 2 θθ −−= mglMmvA  

)]cos1( [3 θθ −−= mglM
m

vA  

    讨论：可能出现的解答错误是认为 A 即将碰 O 时，A，B 两点速度平行而误认为杆 AB
作瞬时平移，从而将系统动能算错。 

13-8  链条全长 l = 1 m，单位长度质量为 kg/m  2=ρ ，悬挂在半径为 R = 0.1 m，质量

m = 1 kg 的滑轮上，在图 13-8a 所示位置自静止开始下落（给以初始扰动）。设链条与滑轮

无相对滑动，滑轮为均质圆盘，求链条离开滑轮时的速度。 
解  链条、滑轮整个系统在运动过程中机械能守恒。以 I—I 线为零势能位置，轴 x 向
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图 13-8 

下为正，初始瞬时 
T1 = 0 

CglxV ρ−=1  
其中链条的质心坐标 yC确定如下： 
链条弯曲部分的质心坐标 

 
π
2

π

sind
0
π

1
R

R

RR
x −

=
⋅

⋅−
=

∫
ρ

θθρ
 

链条垂直部分的质心坐标 

  
4
π

2
Rlx −

=  

])π(8[
4
1

4
π)π(

π
2π

22 RlR
l

l

RlRlRR
xC

−+−=

−
⋅−+⋅−

=
ρ

ρρ

 

链条离开滑轮的瞬时： 

2
2

222
2

2
1

))(
2
1(

2
1

2
1

glV

R
vmRlvT

ρ

ρ

−=

+=
 

代入 
T1+V1=T2+V2  

得      22222

2
1

4
1

2
1])π(8[

4
10 glmvlvRlR
l

gl ρρρ −+=−+−⋅−  

  
ml

RlRggl
v

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−−

=
ρ

ρρ

2

])π(8[
42

14 222

{ }
ml

gRlRl
+
−+−−

=
ρ

ρ
2

])π(8[2 222

 

ml
RRlg

+
−++

=
ρ

ρ
2

)]π4(2)π[( 222

 

代入数据算得                          v = 2.51 m/s 
13-9  在图 13-9a 所示滑轮组中悬挂 2 个重物，其中 M1 的质量为 m1，M2 的质量为 m2。

定滑轮 O1 的半径为 r1，质量为 m3；动滑轮 O2 的半径为 r2，质量为 m4。2 轮都视为均质圆

盘。如绳重和摩擦略去不计，并设 412 2 mmm −> 。求重物 m2 由静止下降距离 h 时的速度。 

                

g1m

g2m

g4m
g3m

1O

2O

 
                              (a)                                  (b) 

图 13-9 
解  整个系统为对象，由题意 412 2 mmm −> 知，M2 由静止向下运动，可应用动能定

I I 
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理确定 M2 的速度。设 M2下降 h 距离时的速度为 v，则动滑轮 O2 的角速度 

2
2 r

v
=ω  

定滑轮 O1 的角速度 

1
1

2
r
v

=ω  

根据动能定理 
W 1 2 = T 2 - T 1  

即     212
1

2
1

32
2

2
2

4242
142 )2(

2442
2 vmr

m
rmvmmghmghmghm +++

+
=−+ ωω  

故                       
4312

412

3482
)2(4
mmmm

mmmghv
+++
+−

=  

13-10  2 个质量均为 m2 的物体用绳连接，此绳跨过滑轮 O，如图 13-10 所示。在左方

物体上放有 1 带孔的薄圆板，而在右方物体上放有 2 个相同的圆板，圆板的质量均为 m1。

此质点系由静止开始运动，当右方物体和圆板落下距离 x1 时，重物通过 1 固定圆环板，而

其上质量为 2m1 的薄板则被搁住。摩擦和滑轮质量不计。如该重物继续下降了距离 x2 时速

度为零，求 x2 与 x1 的比。 
       

解  第 1 阶段：系统由静止运动 x1距离。由动能定理 
2

21121121 )23(
2
1)()2( vmmxgmgmxgmgm +=+−+  

即           2
2111 )23(

2
1 vmmgxm +=               （1） 

第 2 阶段 ：系统通过搁板继续运动 x2 距离后静止。由动能定理 
2

2122122 )2(
2
10)( vmmxgmgmgxm +−=+−  

即            2
2121 )2(

2
1 vmmgxm +=               （2） 

由式（1）、式（2）得 

21

21

1

2

23
2

mm
mm

x
x

+
+

=  

13-11  均质连杆 AB 质量为 4 kg，长 l = 600 mm。均质圆盘质量为 6 kg，半径 r = 100 mm。

弹簧刚度系数为 k = 2 N/mm，不计套筒 A 及弹簧的质量。如连杆在图 13-11a 所示位置被无

初速释放后，A 端沿光滑杆滑下，圆盘做纯滚动。求：（1）当 AB 达水平位置而接触弹簧时，

圆盘与连杆的角速度；（2）弹簧的最大压缩量δ 。 

           

gABm

ABω

gBm
B

A

 
                   (a)                                        (b) 

图 13-11 
解 （1）杆 AB 处于水平位置时 

     0     ,   0 == BBv ω ，B 为杆 AB 的瞬心。 

图 13-10 
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°⋅⋅= 30sin
212
lgmW AB  

rad/s  95.4
2
3

30sin
232

1

0
3
1

2
1

22

1212

1

22
2

==

°⋅=

=−
=

⋅⋅=

l
g

lgml
m

WTT
T

lmT

AB

ABAB
AB

ABAB

ω

ω

ω

 

    （2）弹簧压缩最大时为δ ，此时 
0        ,0 == ABB ωω  

弹性力做功 
2

1 2
δkW −=  

重力做功 

gmlW AB⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

422
δ

 

0
242

2
21 =−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= δδ kgmlWWW AB  

0
2

2 =−− gm
k
l

k
gm

AB
AB δδ  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
××

×
×

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×±×=

⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±

=

984
00022

46.08.9
0002
48.9

0002
4

2
1   

2
2

4

2

2

gm
k
lg

k
m

g
k

m
AB

ABAB

δ
 

舍去负根，得 
mm  87m  087.0 ==δ  

13-12  如图 13-12a 所示带式运输机的轮 B 受恒力偶 M 的作用，使胶带运输机由静止

开始运动。若被提升物体 A 的质量为 m1，轮 B 和轮 C 的半径均为 r，质量均为 m2，并视为

均质圆柱。运输机胶带与水平线成交角θ ，它的质量忽略不计，胶带与轮之间没有相对滑动。

求物体 A 移动距离 s 时的速度和加速度。 

      

A

B

s

M

2m

2m

θ

g1m

v

 
(a)    (b) 

图 13-12 
解  设物体 A 由静止移动 s 距离时速度为 v，由动能定理： 

smg
r
sMW ⋅−⋅= θsin12  
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T1 = 0， 2
21

22
2

2
12 )(

2
1)()

2
1(

2
12

2
1 vmm

r
vrmvmT +=⋅⋅⋅+=  

即                      sgm
r

Mvmm ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+ θsin)(

2
1

1
2

21  

  
sin2

21

1
2

mm

sgm
r

M

v
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
θ

                   （1） 

)(
)sin(2

 
21

1

mmr
sgrmM

v
+

−
=

θ
 

式（1）对时间 t 求导，得 

)(
sinsin

sin2)(
2
1

21

1

21

1

121

mmr
grmM

mm

gm
r

M

a

vgm
r

Mavmm

+
−

=
+

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⋅+

θθ

θ

 

13-13  周转齿轮传动机构放在水平面内，如图 13-13a 所示。已知动齿轮半径为 r，质

量为 m1，可看成为均质圆盘；曲柄 OA，质量为 m2，可看成为均质杆；定齿轮半径为 R。
在曲柄上作用 1 常力偶矩 M，使此机构由静止开始运动。求曲柄转过ϕ角后的角速度和角

加速度。 

           

O

R A

M

Av

1ω

2ω

r

Ι

Ⅱ

 
(a)      (b) 

图 13-13 
解  整个系统在运动过程中只有力偶矩 M 作功。设曲柄 OA 的转动角速度为 1ω ，动齿

轮的转动角速度为 2ω 。动齿轮中心点 A 的速度（图 13-13b） 
                             11 )( ωω rROAvA +=⋅=                        （1） 
因两齿轮啮合点为动齿轮的速度瞬心，故 

rvA 2ω=                              （2） 
由式（1）、式（2）得 

12 ωω
r

rR +
=  

曲柄 OA 的质心 C 点的速度 

     11 )(
2
1

2
ωω rROAvC +=⋅=  

由动能定理得  

2
1

2
2

2
1

212
1

21 )(
3
1

2
1)(

22
1)(

2
ωωωϕ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+
⋅++= rRm

r
rRrmrRmM  

     ϕω
21

1 29
32

mm
M

rR ++
= （与 M 同向） 
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两边对时间 t 求导，消去 1ωϕ =& ，得 

     )(    
)29()(

6
1

21
211 同向与ωωα

mmrR
M

++
== &  

13-14 如图 13-14a、13-14b 所示 2 种支持情况的均质正方形板，边长均为 a，质量均为

m，初始时均处于静止状态。受某干扰后均沿顺时针方向倒下，不计摩擦，求当 OA 边处于

水平位置时，2 方板的角速度。 

   

A

A′

C

°45
O         O

A

A′
°45

C
C′

Cv
P

Ov ′ O′  
                         (a1)                           (b1) 

图 13-14 
解 （1）定轴转动倒下，如图 13-14a1 所示，重力做功 

         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= aamgW

2
1

2
2 )12(

2
1

−= mga  

动能                 2
a02

1 ωJT = 2
a

22
a

2

2

32
2

6
1

2
1 ωω amamma =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+=  

动能定理                           T = W 

 mgaam
2

12
3

2
a

2 −
=ω  

  rad/s  468.2
a a
=ω  （a 以 m 计） 

    （2）板作平面运动，因水平方向合外力为 0，且初始静止，故水平质心守恒，如图 13-14b1
所示，OA 至水平位置时，瞬心在点 P 

mgaW )12(
2
1

−=  

 b2
ωavC =  

2
b

222
b

2
2
b 4

1
6
1

2
1

22
1

2
1 ωωω ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+== mamaamJJT CP  

T=W 

mgama
2

12
24
5 2

b
2 −

=ω  
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D 

    rad/s121.3
b a
=ω  

13-15  水平均质细杆质量为m ，长为 l ，C 为杆的质心。杆 A 处为光滑铰支座，B 端

为 1 挂钩，如图 13-15a 所示。如 B 端突然脱落，杆转到铅垂位置时。问b 值多大能使杆有

最大角速度？ 

        

B
A C

C′

b

gm

 
(a) (b) 

图 13-15 
解  由图 13-15b 可得 

2

2
1 ωAJmgb =  

222 )
12
1(

2
1 ωmbmlmgb +=          （1） 

22
2

)
12

(2 ωblgb +=  

上式两边对 b 求导，得              bg 222 ω=  

b
g

=2ω  

代入式（1），得           
b
gmbmlmgb )

12
1(

2
1 22 +=  

12

2
2 lb =  

lb
6
3

=  

13-16  均质细杆长 l，质量为 m1，上端 B 靠在光滑的墙上，下端 A 以铰链与均质圆柱

的中心相连。圆柱质量为 m2，半径为 R，放在粗糙的地面上，自图 13-16a 所示位置由静止

开始滚动而不滑动，初始杆与水平线的交角 °= 45θ 。求点 A 在初瞬时的加速度。 

      

O
2
l B

NF

2NF

A
θ

ABω
Bv

g1m

g2m

Av
R

0ω 2
l

sF

 
(a) (b) 

图 13-16 
解  系统由静止开始运动至图 13-16b 所示位置时，杆 AB 的速度瞬心为点 O，其角速度

ABω 顺时针转向。圆柱的速度瞬心为点 D，其角速度 Dω 逆时针转向。 

DABA Rlv ωθω == sin  
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图 13-17 

根据动能定理得 

     22
01 2

1
2
1)sin45(sin

2 DDAB JJlgm ωωθ +=−°  

即     22
2

2
2

1
2

11 ))(
2
3(

2
1

sin
)

2
(

12
1

2
1)sin45(sin

2 R
vRm

l
vlmlmlgm AA +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=−°

θ
θ  

整理得 

     
θ

θθ
2

21

2
12

sin92
sin)sin45(sin 6

mm
glmvA +

−°
=  

两边对时间 t 求导，注意到 
 )sin/( θωθ lvAAB −=−=&  

得 

[{
] }

{
[ ]})sin45(sin2)sin345sin2(

sin9)sin345sin2(2
)sin92(

cossin6

cossin18sin)sin45(sincossin3

45sincossin2)sin92(
)sin92(

62

2
2122

21

1

2
22

2
2122

21

1

θθ

θθ
θ
θθθ

θθθθθθθθ

θθθθ
θ

−°−−°⋅

+−°
+

=

⋅−°−−

°⋅+
+

=

gmgm
mm

lm

gm

gmgm
mm

lmav AA

&

&&

&

 

{ }

{ }θθ
θ

θ

θθ
θ

θ
θθ

3
2122

21

1

3
2122

21

1

sin9)sin345sin2(2
)sin92(

cos3

sin9)sin345sin2(2
)sin92(

)
sin

(cossin6
2

mm
mm
gma

gmgm
mm

l
vlm

av

A

A

AA

−−°⋅⋅
+

−=

−−°⋅⋅
+

−
=

 

以 °= 45θ 代入，解得 

 
21

1

94
3

mm
gmaA +

=  （←） 

13-17  在图 13-17 所示车床上车削直径 D = 48 mm 的工件，主切削力 F = 7.84 kN。若

主轴转速 n = 240 r/min，电动机转速为 1 420 r/min。主传动系统的总效率 75.0=η ，求机床

主轴、电动机主轴分别受的力矩和电动机的功率。 
解  依题意机床主轴所受力矩 

mN  188

mN  
2
10481084.7

2

3
3

⋅=

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
××=⋅=

−DFM主  

机床切削功率 

     

kW  725.4

  W7254  W
60

π2240188

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

×=⋅= ω主切 MP
 

电动机功率 

kW  30.6==
η
切

电

P
P  

电动机主轴所受力矩 

mN  4.42mN  
π24201

60103.6 3 ⋅=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

××==
电

电

电 ω
P

M  
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13-18 如图 13-18a 所示，测量机器功率的动力计，由胶带 ACDB 和杠杆 BF 组成。胶带

具有铅直的两段 AC 和 BD，并套住机器的滑轮 E 的下半部，杠杆支点为 O。借升高或降低

支点 O，可以变更胶带的张力，同时变更轮与胶带间的摩擦力。杠杆上挂 1 质量为 3 kg 的

重锤，使杠杆 BF 处于水平的平衡位置。如力臂 l = 500 mm，发动机转数 n = 240 r/min，求

发动机的功率。 

1TF
2TF

M

n

E CDExF

EyF
    

OyF

OxFO

AB F

gm
1TF ′ 2TF ′

 
                   (a)                            (b)                   (c) 

图 13-18 
解  设发动机的角速度为ω，则 

rad/s  π8rad/s  
60

240π2
60
π2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

==
nω  

常数=ω  
发动机作等速转动，故滑轮 E 的角加速度 

α = 0 
滑轮 E 受力分析如图 13-18b 所示，由  

0=∑ EM  
得 

 M -（ T2T1 FF − ）R = 0 
                         M =（ T2T1 FF − ）R                        （1） 
取杠杆为研究对象，受力如图 13-18c 所示，由 

0=∑ OM  
得 

 0)( '
T2

'
T1 =−− RFFmgl  

RFFmgl )( '
T2

'
T1 −=                        （2） 

由式（1）、式（2）得 
M = mgl 

发动机的功率 
  W369rad/s8m50.0m/s8.9kg3 2 =×××=== πωω mglMP  
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第 14 章 达朗贝尔原理（动静法） 

 
14-1  如图 14-1a 所示由相互铰接的水平臂连成的传送带，将圆柱形零件从 1 高度传送

到另 1 个高度。设零件与臂之间的摩擦因数 fs = 0.2。求：（1）降落加速度 a 为多大时，零

件不致在水平臂上滑动；（2）比值 h / d 等于多少时，零件在滑动之前先倾倒。 

       

IF

NF gm
SF

a

     

IF

NF gm

a

A SF

 
                (a)                      (b)                       (c) 

图 14-1 
解  取圆柱形零件为研究对象，作受力分析，并虚加上零件的惯性力 FI。 

    （1）零件不滑动时，受力如图 14-1b 所示，它满足以下条件： 
摩擦定律 
                            Ns FfF s≤                                （1） 
达朗贝尔原理 

                     0=∑ xF ， 030sinIs =°− FF                    （2） 

                     0=∑ yF ， 030cosIN =−°+ mgFF                  （3） 

                 FI = ma                                （4） 
式（1）、（2）、（3）、（4）联立，解得 

                          2m/s  92.2≤a                             （5） 
（2）零件不滑动而倾倒时，约束力 FN已集中到左侧点 A ，如图 14-1c 所示，零件在

惯性力作用下将向左倾倒。倾倒条件是 

          0≥∑ AM ， 0
2

30sin)30cos(
2 II ≥°+°+−

hFFmgd
           （6） 

式（4）、(6)联立，解得            
a

ag
d
h 32 −
≥  

此时式（1）、（2）、（3）仍满足，将式（5）代入上式得 

5≥
d
h

 

14-2  如图 14-2b 所示汽车总质量为 m，以加速度 a 作水平直线运动。汽车质心 G 离地

面的高度为 h，汽车的前后轴到通过质心垂线的距离分别等于 c 和 b。求其前后轮的正压力，

又，汽车应如何行驶方能使前后轮的压力相等。 

  ANF
BNF

IF G

B

b c

AsF BsF

gm

 
                          (a)                                       (b) 

图 14-2 
解  取汽车为研究对象，受力（含虚加惯性力）如图 14-2b 所示。其中惯性力 

FI = ma 
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由动静法： 
               0=∑ AM ， 0)( IN =+−+ hFmgbcbF B              （1） 

               0=∑ BM ， 0)( IN =+++− hFmgccbF A          （2） 
解得 

)(N bc
habgmF A +

−
= ，

)(N cb
hacgmF B +

+
=  

欲使 FNA = FNB，则汽车的加速度可由 

)()( cb
hacgm

bc
habgm

+
+

=
+
−

 

解得 

h
gcba

2
)( −

=  

14-3  如图 14-3a 所示矩形块质量 m1 = 100 kg，置于平台车上。车质量为 m2 = 50 kg，
此车沿光滑的水平面运动。车和矩形块在一起由质量为 m3 的物体牵引，使之作加速运动。

设物块与车之间的摩擦力足够阻止相互滑动，求能够使车加速运动而 m1 块不倒的质量为 m3

的最大值，以及此时车的加速度大小。 

   

TF
m5.0

IF

g1m

a

1NF 2NF
g2m

 
                              (a)                                   (b) 

    

a

TF
m5.0

g1m

ANF

A
sF

1IF

               

TF

3IF

3m

g3m

a

 
(c) (d) 

图 14-3 
解  取车与矩形块为研究对象如图 14-3b 所示。惯性力为 

FI = (m1 + m2 ) a = 150 a 
由动静法 

aFFFFx 150    ,    0,0 TIT ==−=∑  
取矩形块为研究对象，欲求使车与矩形块一起加速运动而块 m1 不倒的 m3最大值，应考虑在
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此时矩形块受车的约束力 FN已集中到左侧点 A，如图 14-3c 所示，且矩形块惯性力为 
FI1 = m1a 

由动静法，不翻倒的条件为 

     0
2
1

2
5.01    ,0 11T =⋅−⋅−⋅=∑ amgmFM A  

将 
FT = 150 a 

代入上式，解得 

  2m/s  45.2
4
==

ga  

取物块为研究对象，惯性力（如图 14-3d 所示） 
FI3 = m3a 

由动静法  
 FT + m3a - m3g = 0 

  kg  50

4

4
150

T
3 =

−

⋅
=

−
= gg

g

ag
Fm  

14-4  调速器由两个质量为 m1 的均质圆盘所构成，圆盘偏心地铰接于距转动轴为 a 的

A、B 两点。调速器以等角速度ω绕铅直轴转动，圆盘中心到悬挂点的距离为 l，如图 14-4a
所示。调速器的外壳质量为 m2，并放在两个圆盘上。如不计摩擦，求角速度ω与圆盘离铅

垂线的偏角ϕ之间的关系。 

   

ϕ

A x

y

IF

yAF

xAF

2
2 gm

g1m
 

                          (a)                                 (b) 
图 14-4 

解  取调速器外壳为研究对象，由对称可知壳与圆盘接触处所受约束力为 
=NF m2 g/2 

取左圆盘为研究对象，受力如图 14-4b 所示，惯性力为 
  2

1I )sin( ωϕlamF +⋅=  
由动静法 

  0cossin)
2

(,0 I
2

1 =−+=∑ ϕϕ lFlgmgmM A  

将 FI值代入，得 

 ϕ
ϕ

ω tan
)sin(2

2

1

212 g
lam
mm

+
+

=  

14-5  曲柄滑道机械如图 14-5a 所示，已知圆轮半径为 r，对转轴的转动惯量为 J，轮上

作用 1 不变的力偶 M，ABD 滑槽的质量为 m，不计摩擦。求圆轮的转动微分方程。 
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 ANF BNF

CNF
C

EA B

gm IF

D

  

xOF ′

yOF ′

t
Ca

n
Ca

ra

IM

CNF ′C

α

M

 
                   (a)                         (b)                      (c) 

图 14-5 

解  取 C 为动点，动系固结于 ABD 滑槽，点 C 的绝对加速度分解为
t
aa ，

n
aa ，滑槽的

加速度为 ae，则 
         ϕϕ cossin n

a
t
ae aaa += ϕϕϕϕ cossin 2&&& rr +=  

其中ϕ为任意角。 
取 ABD 滑槽为研究对象，受力分析如图 14-5b 所示。图中惯性力为 

     ϕϕϕϕ cossin 2
I &&& mrmrF +=  

由动静法： 
0    ,0 NI =−=∑ Cx FFF  

解得 
)cossin( 2

N ϕϕϕϕ &&& rrmF C +=  
取圆轮为研究对象，受力分析如图 c，惯性力偶矩 

ϕ&&JM =I  
由动静法： 

MmrmrJ

rFM MM CO

=++

=′−−=∑

ϕϕϕϕϕ

ϕ

sincos)sin(

0sin    ,0
2222

NI

&&&
 

14-6  如图 14-6a 所示，长方形匀质平板，质量为 27 kg，由两个销 A 和 B 悬挂。如果

突然撤去销 B，求在撤去销 B 的瞬时平板的角加速度和销 A 的约束力。 

       

BAAxF θ

C CM I

gmCa

IF

 
(a) (b) 

图 14-6 
解  取平板为研究对象，突然撤去销 B 的瞬时平板的角速度 0=ω ，角加速度 0≠α 。 

平板长 a = 0.2 m，平板宽 b = 0.15 m。平板对质心 C 的转动惯量为 

)(
12

22 bamJC +=  

平板对 A 的转动惯量为 

)(
3

222 bamACmJJ CA +=⋅+=  

把惯性力系向销 A 简化（见图 14-6b）得 

  mabamaF C 2

22
t

I
+

==  

        αα )(
3

22
I bamJM A +==  
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由动静法： 

                               0
2

,0 I =⋅−=∑
amgMM A                    （1） 

                        0
25
15,0 I =⋅+=∑ FFF Axx                    （2） 

                     0
25
20,0 I =−⋅+=∑ mgFFF Ayy                  （3） 

把有关量代入上述方程组，由式（1）得    α  = 47 rad/s2 （顺） 
由式（2）得                   FAx = -95 N （与原设反向） 
由式（3）得                         FAy = 138 N 
    讨论：如把惯性力系向质心 C 简化，则平板的惯性力  

    mabamaF C 2

22
t

I
+

==  

平板对其质心的惯性力偶矩为 

αα )(
12

22
IC bamJM C +==  

由动静法       0
22

,0
22

II =⋅−
+

⋅+=∑
amgbaFMM CA  

将有关各量代入，得                α = 47 rad/s2 
可见这 2 种方法均可使用。 

14-7 图 14-7a 所示为均质细杆弯成的圆环，半径为 r，转轴 O 通过圆心垂直于环面，A
端自由，AD 段为微小缺口，设圆环以匀角速度ω绕轴 O 转动，环的线密度为 ρ ，不计重

力，求任意截面 B 处对 AB 段的约束力。 

   

ω
O

θ

A

B

ϕ

ϕd

y

x2
π θ−

   

O

θ

A

IF

2
π θ−

SF

BM
BNF

 
(a)                        (b)                   (c) 

图 14-7 
解 （1）取图 14-7b 所示坐标，分布惯性力向外，由对称性，其合力在轴 y 上投影为 0，

即                            0I =yF  

2
cos2

2
πsin2dcos

2
π
2

π
22222

I
θωρθωρϕϕρω

θ

θ

rrrrF x =
−

⋅=⋅
−

−

−

= ∫  

    （2）见图 14-7c 
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)cos1(
2

cos   ,  0

sin
2

sin)
2

πcos(     ,  0

)cos1(
2

cos2)
2

πsin(    ,  0

22
INn

22
IITt

32223
I

θρωθ

θωρθθ

θρωθωρθ

+===∑

==
−

==∑

+==
−

⋅==∑

rFFF

rFFFF

rrrFMM

xB

xxB

xBB

 

14-8  如图 14-8a 所示均质曲杆 ABCD 刚性地连接于铅直转轴上，已知 CO = OB = b，
转轴以匀角速度ω转动。欲使 AB 及 CD 段截面只受沿杆的轴向力，求 AB，CD 段的曲线方

程。 

    

C

D A

b

x

y

ω
ϕ

gmd

Id F

B
O x

 
(a) (b) 

图 14-8 
解  在曲杆 AB 段上任取 1 微单元为研究对象，设质量为 dm，其上有惯性力， 

2
R dd ωxmF ⋅= ，重力 dmg，如图 b。 

设重力与切线之夹角为ϕ，按题意 dFI与 dmg 的合力沿该切线方向，故应有 

g
x

mg
xm

mg
F 22

I

d
d

d
dtan ωωϕ =

⋅
==  

g
xx

y
x 2

dy
d      ,

d
dtan ωϕ ==  

积分                        
x
x

b
xgy

y dd
0 2 ∫∫ =

ω
 

g
y

b
x

b
xgy

2

e,n12

ω

ω
== 或  

AB 或 CD 段之曲线方程为 

g
y

bx
2

e
ω

=  
14-9  转速表的简化模型如图 14-9 所示。杆 CD 的两端各有质量为 m 的球 C 和球 D，

杆 CD 与转轴 AB 铰接，质量不计。当转轴 AB 转动时，杆 CD 的转角ϕ就发生变化。设 0=ω
时， 0ϕϕ = ，且弹簧中无力。弹簧产生的力矩 M 与转角ϕ的关系为 )( 0ϕϕ −= kM ，k 为

弹簧刚度。求角速度ω与角ϕ之间的关系。 
解  取 2 球及杆 CD 为研究对象如图 14-9b 所示，由动静法 

0cos2,0 I =⋅−=∑ ϕlFMM x  

其中                         2
I sin ωϕ ⋅⋅= lmF  

代入前式得 
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0cossin2)( 2
0 =⋅⋅⋅⋅−− ϕωϕϕϕ llmk  

ϕ
ϕϕω
2sin

)(
2

0

ml
k −

=  

  

D

C

y

x

z

ω

M

IF ′

IF

ϕ

 
(a) (b) 

图 14-9 
14-10 轮轴质心位于 O 处，对轴 O 的转动惯量为 JO。在轮轴上系有两个物体，质量各

为 m1 和 m2。若此轮轴依顺时针转向转动，求轮轴的角加速度α和轴承 O 的动约束力。 

    

A B

g1m g2m

OyF

OxF

gm

R

α

OM I

AIF

BIF

Aa Ba

r

O

 
                              (a)                            (b) 

图 14-10 
解  整个系统为研究对象。设 m 为轮轴质量，图 14-10b 中 OxF ， OyF 只表示 O 处动约

束力。 
FIA = m1aA = m1Rα  
FIB = m2aB =m2rα  

MIO = Jα  
由动静法： 

0=∑ OM  

02III1 =−⋅++⋅+ grmrFMRFgRm BOA  

即                 02
2

2
2

11 =−+++ grmrmJgRmgRm ααα  

gRmrmrmRmJ )()( 12
2

2
2

1 −=++ α  

g
rmRmJ

Rmrm
)(

)(
2

2
2

1

12

++
−

=α  

轴O动约束力与惯性力相平衡： 
0=∑ xF ， 0=OxF  
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0=∑ yF ， 0II =−+ ABOy FFF  

g
rmRmJ

RmrmrmRmrmRmFOy 2
2

2
1

2
12

2121
)()(

++
−−

=−=−= ααα  

 14-11  如图 14-11a 所示，质量为 1m 的物体 A 下落时，带动质量为 2m 的均质圆盘 B 转

动，不计支架和绳子的重量及轴上的摩擦， aBC = ，盘 B 的半径为 R。求固定端 C 的约束

力。 

    

α

BαBJ

ByF

BxF
g2m a1m

g1m

a

    
ByF ′

CxF

CyF
CM

C B

 
(a)                              (b)                           (c) 

图 14-11 
解 （1）见图 14-11b 

0=∑ BM ， 011 =−⋅+ gRmRamJ Bα ， 0
2
1

11
2

2 =−+⋅ RgmRam
R
aRm  

g
mm

ma
12

1

2
2
+

=  

0=∑ xF ， 0=BxF  

0=∑ yF ， 0112 =−+− gmamgmFBy ， g
mm
mmmFBy
21

2
221

2
3

+
+

=  

（2）见图 14-11c 
0=∑ xF ， 0=CxF  

0=∑ yF ， g
mm
mmmFCy
21

2
221

2
3

+
+

=  

0=∑ CM ， ag
mm

mmmM C
21

221

2
)3(

+
+

=  

14-12  如图 14-12a 所示，电动绞车提升 1 质量为m 的物体，在主动轴上作用有 1 矩为

M 的主动力偶。已知主动轴和从动轴连同安装在这两轴上的齿轮以及其他附属零件的转动

惯量分别为 1J 和 2J ；传动比 izz =12 : ；吊缠绕在鼓轮上，此轮半径为 R。设轴承的摩擦

和吊索的质量均略去不计，求重物的加速度。 

     

1α
R
iaJ1

1O
M

tF
1R

   

2α

gm

a

2O
2R

R

am−

R
aJ 2

tF ′

 
(a)                        (b)                       (c) 

图 14-12 
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解  (1) 如图 14-12b 所示（ 1O 处受力未标注，因计算中用不到，下同） 

0
1
=∑ OM ， 011t =−+ M

R
iaJRF             （1） 

(2) 如图 14-12c 所示 

0
2
=∑ OM ， 0)(22t =+−− gam

R
aJRF               （2） 

12 iRR =                                   （3） 

式（1）、（2）、（3）联立，解得      
21

22

)(
JJimR
RmgRiMa

++
−

= （↑） 

14-13  如图 14-13a 所示，为升降重物用的叉车，B 为可动圆滚（滚动支座），叉头 DBC
用铰链 C 与铅直导杆连接。由于液压机构的作用，可使导杆在铅直方向上升或下降，因而

可升降重物。已知叉车连同铅直导杆的质量为 1500 kg，质心在 1G ；叉头与重物的共同质量

为 800 kg，质心在 2G 。如果叉头向上加速度使得后轮 A 的约束力等于零，求这时滚轮 B 的

约束力。 

   

a

g2m

maF =I

1G

EF g1m
m2.1 m2.1

2G

      

a

g2m

CxF

CxF
am2

BF

m6.0

C

B

 
                   (a)                        (b)                       (c) 

图 14-13 
解 （1）整体平衡，受力如图 14-13b 所示 

0=∑ EM ， gmgam 12 )( =+ ， gga 5001)(800 =+ ， ga
8
7

=  

（2）受力如图 14-13c 所示，平衡 
0=∑ CM ， 6.0)(9.0 2 ×+= gamFB  

)(
3
2

2 gamFB += 8.9)1
8
7(800

3
2

×+××= kN 9.8N 108.9 3 =×=  

14-14 当发射卫星实现星箭分离时，打开卫星整流罩的 1 种方案如图 14-14a 所示。先

由释放机构将整流罩缓慢送到图示位置，然后令火箭加速，加速度为 a，从而使整流罩向外

转。当其质心 C 转到位置C′的时候，O 处铰链自动脱开，使整流罩离开火箭。设整流罩质

量为 m，对轴 O 的回转半径为 ρ ，质心到轴 O 的距离 OC = r。问整流罩脱落时，角速度为

多大？ 
解  忽略重力影响，惯性力 FIC作功 

marrFW C == I  

动能                     222
02 2

1
2
1 ωρω mJT == ， T1 = 0 

动能定理  

 T2 = W， marm =22

2
1 ωρ  
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ar21
ρ

ω =  

          

C ′

C
°90 °90

C

C ′O O

a
2
gm

 
(a)      (b) 

图 14-14 
14-15  如图 14-15a 所示，曲柄 OA 质量为 m1，长为 r，以等角速度ω绕水平的 O 轴反

时针方向转动。曲柄 OA 推动质量为 m2 的滑杆 BC，使其沿铅垂方向运动。忽略摩擦，求当

曲柄与水平方向夹角 °30 时的力偶矩 M 及轴承 O 的约束力。 

        

1IF

NF

1NF

2NF

gm2

A
C

B

 
                           (a)                              (b) 

图 14-15 
解  取曲柄 OA 上点 A 为动点，动系固结于滑杆 BC，则 

2
ae 2

130sin ωraa =°=  

    （1）取滑杆 BC 为研究对象，受力如图 14-15b 所示，由动静法 
0,0 21IN =−+=∑ gmFFFy  

式中                      2/2
2e21I ωrmamF ==  

解得                        22
2N 2

ωrmgmF −=  

（2）取曲柄 OA 为研究对象，由动静法 

 0=∑ OM ， 0
2
3

22
3

1N =⋅−⋅−
rgmrFM  

                 [ ]22
221 )2(

4
3 ωrmgmgmrM −+=  

      0=∑ xF ， 0
2
3

I =+− FFOx ，
2

2

1I
ωrmF ⋅=  
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                2
14

3 ωrmFOx =  

      0=∑ yF ， 0
2
1

1IN =−⋅+− gmFFFOy  

                221
21 4

2 ωrmmgmgmFOy
+

−+=  

14-16  曲柄摇杆机构的曲柄 OA 长为 r，质量 m，在力偶 M（随时间而变化）驱动下以

匀角速度 0ω 转动，并通过滑块 A 带动摇杆 BD 运动。OB 铅垂，BD 可视为质量为 8m 的均

质等直杆，长为 3r。不计滑块 A 的质量和各处摩擦；如图 14-16a 所示瞬时，OA 水平、 °= 30θ 。

求此时驱动力偶矩 M 和 O 处约束力。 

 

O

B

θ
α
eω

M
r

gm

t
ea

aa

C
n
ea

A

gm8

Ca

0ω ev
av

rv D

xOF

yOF

gmM

AC IF

NF
θO

gm8

A
C

D

BM I

yBF

B

InF

xBF

ItF

α
eω

NF ′

t
Ca

n
Ca

 
(a)                 (b)                     (c)                        (d) 

图 14-16 
解 （1）如图 14-16b 所示，OA 上 A 为动点，动系固结于 BD。 

0a ωrv =  

0ae 2
1

2
1 ωrvv ==  

0ar 2
3

2
3 ωrvv ==  

42
0e

e
ω

ω ==
r

v
 

2
00

0
reC 4

3
2
3

4
22 ωω
ω

ω rrva =⋅⋅==  

2
0a ωra =  

    Cr
t
e

n
ea aaaaa +++=  

C
t
ea cos aaa +=θ  

2
0

2
0

2
0

t
e 4

3
4
3

2
3 ωωω rrra =−=  

2
0

t
e

8
3

2
ωα ==

a
 

    （2）如图 14-16d 所示，杆 BD  

     0=∑ BM ， 02
2
1

2
38 NI =⋅′+⋅⋅−− rFrmgM B  
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2
0N

2
0

22
0

2
IB

3
2
33

33
8
3)3(8

3
1

ω

ωωα

mrmgF

mrrmJM B

+=′

=⋅⋅==
 

    （3）如图 14-16c 所示 

     0sin
2

    ,0 N =⋅−⋅−=∑ rFrmgMM O θ  

                2
0

22
0 4

332)3
2
33(sin

2
1 ωωθ mrmgrmrmgrmgrM +=+⋅+=  

0cos      ,0 NI =++−=∑ θFFFF Oxx ， 

2
0

2
0

2
0IN 4

11
2

33
22

3)
2

333(cos ωωωθ mrmgrmmrmgFFFOx +=++=+=  

0sin      ,0 N =−−=∑ θFmgFF Oyy  

             2
0

2
0N 4

33
2
5

2
1)

2
333(sin ωωθ mrmgmrmgmgFmgFOy +=⋅++=+=  

14-17  如图 14-17a 所示，均质板质量为 m，放在 2 个均质圆柱滚子上，滚子质量皆为

2
m

，其半径均为 r。如在板上作用 1 水平力 F，并设滚子无滑动，求板的加速度。 

  

AFI

AFN′
AFs′

1sF

1NF
AM I

AaA

gm
2
1

Aα

 
                               (a)                               (b) 

     

Ba

2sF

2NF

BFI

BFs′
BFN′

BM I

B

gm
2
1

Bα

           ANF BNF
BsFAsF

gm

aIF FC

 
(b) (d) 

图 14-17 

解  设板的加速度为 a，则滚子中心的加速度为
2
a
。 

    （1）取圆柱 A 为研究对象，见图 14-17b，其惯性力和惯性力矩为 

           amamF A 422I =⋅= ， ram
r

armM A 8
)

2
()

2
(

2
1 2

I =⋅=              （1） 

由动静法 
                  02        ,0 II =⋅′−+⋅=∑ rFMrFM AAAD                   （2） 
式（1）代入式（2），解得 

         amFA 16
3

=′                               （3） 

（2）取圆柱 B 为研究对象，见图 14-17c，同理可得 
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         amFB 16
3

=′                               （4） 

(3) 取板为研究对象，见图 14-17d，惯性力为 
                            FI = ma                                 （5） 

由动静法 
F – FI – FA – FB = 0 

式（3）、（4）、（5）代入上式，得 

m
Fa

11
8

=  

14-18 铅垂面内曲柄连杆滑块机构中，均质直杆 OA = r、AB = 2r，质量分别为 m 和 2m，

滑块质量为 m。曲柄 OA 匀速转动，角速度为 0ω 。在图 14-18a 所示瞬时，滑块运行阻力为

F。不计摩擦，求滑道对滑块的约束力及 OA 上的驱动力偶矩 M0。 

   

A

C
Aa

Aa

Aa

Ba

°30

°30

t
CAa

ABα

°30 B

t
BAa

 
                             (a)                               (b) 

B

C

A
AxF

AyF

xIF

yIF

BIF
°30

BNF

F

gm

gm2

CM I

0=ABω

         

A

1C
gm

AyF ′

AxF ′

OFI

xOF

yOF

OM

Oω

OAα

O

 
(c) (d) 

图 14-18 
解  研究对象：OA + AB +滑块 B 组成的系统。 

    （1）AB 加速度分析如图 14-18b 所示 
2
0ωraA = ， 0=ABω （瞬时平移） 

       aB   =    aA  + t
BAa   +   n

BAa  

    方向 →      ↓     AB⊥      BA 
大小   ？    2

0ωR       ？     0 

        
2
0

tt2
0

t

2
0

t
2
0

t

3
1

2
1,

3
1

2
1

32
,

3
2

30cos

ω==ω==

ω
==αω=

°
=

raaraa

r
a

r
a

a

CB

AB
A

BAABA

BA
BA

 

)(   
2

30cos),(    
322

1 2
0t

2
0t

t

↓
ω

−=−°=→
ω

=⋅=

+=+

r
aaa

r
aa ACCyCCx

CC

AA

CAAyx aaaa
 

    （2）AB 受力（含惯性力、惯性力矩）如图 14-18c 所示，图中 
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      )(        
3

2
2
0

I ←==
ωrmmaF Cxx  

  
2
0

22
02

I

2
0

2
0

I

33
2

3
)2(2

12
1

)(    
2

2

ω
ω

α

ωω

mrrmJM

mrrmF

ABCC

y

=⋅==

↑=⋅=
 

        2
0I 3

ωrmmaF BB ==  

   0=∑ AM  

030cos2

30cos2
2
3

2
32

2
N

IIII

=°⋅+

°⋅−⋅−⋅−⋅+⋅−⋅−−

rF

rmgrFrFrFrmgrFM

B

ByxC  

 033
32

33
3233

2
N

2
0

22
0

22
0

22
0

2

=+−−−+−−− BrFmgrrmFrmrmgrmrmr ωωωω
 

     0332
18

34
N

2
0

2 =+−−− BrFFrmgrmr ω  

     

FmrFrmrmF

FFFFF

mrFmgF

Ax

BxAxx

B

+=++=

=−−−=∑

++=

2
0

2
0

2
0

II

2
0N

3
2

33

0  ,  0
9
2

3
32

ωωω

ω

 

（3）杆 OA 受力如图 14-18d 所示，图中 
α OA = 0 

0      ,0 0 =−⋅′=∑ MrFM AxO ， rFmrM )
3

2( 2
00 += ω  

 14-19 如图 14-19a 所示，磨刀砂轮 I 质量 m1 = 1 kg，其偏心距 e1 = 0.5 mm，小砂轮Ⅱ

质量 m2 = 0.5 kg，偏心距 e2 = 1 mm。电动机转子Ⅲ质量 m3 = 8 kg，无偏心，带动砂轮旋转，

转速 n = 3 000 r/min。求转动时轴承 A、B 的附加动约束力。 

  

A

B

BNF

ANF

g1m

2IF

g2m10
5 5201IF

Π

g2m

ⅢI

 
(a) (b) 

图 14-19 
解  取整个系统为研究对象，受力如图 14-19b 所示。 
因为转速 n = 常量，所以角加速度α = 0，惯性力偶矩 MI = 0 

N  5N  )
30
0003(105.01 2232

111I ππω =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ××== −emF  

N  5N  )
30
0003(1015.0 2232

222I ππω =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ××== −emF  
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因 FI1 与 FI2大小相等、方向相反，故组成 1 力偶，FNA，FNB也必成 1 力偶，方向如图 14-19b
所示。 
由动静法 

0=∑M  
得 

N74π515
2.0
3.0 2

I1NN =×=== FFF BA  

14-20  3 圆盘 A\B 和 C 质量各为 12 kg，共同固结在轴 x 上，其位置如图 14-20a 所示。

若盘 A 质心 G 距轴 5 mm，而盘 B 和 C 的质心在轴上。今若将两个皆为 1 kg 的均衡质量分

别放在盘 B 和 C 上，问应如何放置可使物系达到动平衡？ 

 

x

y

z

80

120

120

80

IF
1IF

2IF

G

B

ϕ

1D

2Dθ

A

1e

2e

 
(a) (b) 

图 14-20 
解  取整个系统为研究对象，设 D1、D2 各为两平衡质量的质心，偏心距分别为 e1及 e2 

mm，偏心方向与 y 方向的夹角分别为θ 、ϕ，转轴角速度为ω，则惯性力大小分别为 

N  
100
6

1000
512

2
2

I
ωω =×=F  

N  
10001000

1
2

121
1I

ω
ω

eeF =⋅=  

N  
10001000

1
2

222
2I

ωω eeF =⋅=  

FI平行于 z 轴，FI1 与 y 轴夹角为θ ，FI2 与 y 轴夹角为ϕ。 
根据动静法，系统达到动平衡时，惯性力系应为平衡力系，于是有 
     0coscos      ,0 2I1I =+=∑ ϕθ FFFy                                   （1） 

     0sinsin      ,0 2I1II =++=∑ ϕθ FFFFz                                （2） 
        080sin200sin320     ,0 2I1II =⋅+⋅+=∑ ϕθ FFFM y                   （3） 

     080cos200cos      ,0 2I1I =⋅+⋅=∑ ϕθ FFM z                        （4） 
把 FI、FI1、FI2 代入上述式子，解得 

mm  60,mm  120,
2
π,

2
π

21 ===−= eeϕθ  

可见动平衡时，点 D1、D2 到轴的距离分别为 
e1 = 120 mm，e2 = 60 mm 

D1、D2 在 G 与轴构成的平面内，D1 与 G 在轴的相反两侧，D2 与 G 在轴的同侧。 
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第 15 章 虚位移原理 

 
15-1  如图 15-1a 所示曲柄式压缩机的销钉 B 上作用有水平力 F，此力位于平面 ABC

内。作用线平分 ABC∠ 。设 AB = BC， θ2=∠ABC ，各处摩擦及杆重不计，求对物体的

压缩力。 

           

θ

θ

B

°− 902θ

A

F

C

NF

Brδ

Crδ

P

 
                          (a)                                    (b) 

图 15-1 
解  令 B 有虚位移 ABB⊥rδ ，而 C 有铅直向上的虚位移 Crδ ，如图 15-1b 所示。将 Brδ

及 Crδ 向 BC 方向投影，为简单起见，以 Brδ 表示 Brδ 的绝对值 Brδ ，以 Crδ 表示 Crδ ，

则有                )902cos(δ)90cos(δ °−=−° θθ BC rr  

即                             
θcos2

1
δ

δ
=

C

B

r
r

                    （1） 

由虚位移原理得 
0δsinδ N =− CB rFrF θ  

                        
θsinδ

δ N

F
F

r
r

C

B =                        （2） 

式（1）代入（2），得 

θtan
2N
FF =  

15-2  在压缩机的手轮上作用 1 力偶，其力偶矩为 M。手轮轴的两端各有螺距同为 h、
但方向相反的螺纹。螺纹上各套有 1 个螺母 A 和 B，这两个螺母分别与长为 a 的杆相铰接，

四杆形成菱形框，如图 15-2a 所示。此菱形框的点 D 固定不动，而点 C 连接在压缩机的水

平压板上。求当菱形框的顶角等于 θ2 时，压缩机对被压物体的压力。 
解  （1） 令手轮沿力偶方向有虚角位移 ϕδ ，则螺母 A 有虚位移 Arδ ，C 点有虚位移

Crδ ，方向如图。由虚位移原理得 

0δδN =+− ϕMrF C  

即                               
Nδ

δ

F
MrC =

ϕ
                       （1） 

（2）求 Crδ 与 ϕδ 之关系：先找 Arδ 与 ϕδ 的关系，设 Axδ 为 Arδ 沿轴 AB 的分量，则 

ϕϕ δ
π2

δ,δ
π2

δ hx
h
x

A
A ==  
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                         ϕ
θθ
δ

cosπ2cos
δ

δ
hxx A

A ==                     （2） 

   

AB

D

C

NF

Brδ Arδ

Crδ

P

θ θ

ϕd
a a

aa

M
x

 
(a) (b) 

图 15-2 
    （3）再找 Crδ 与 Arδ 的关系，设点 O 为杆 AC 虚速度瞬心，则 

ϕ
θ

θθ

θθ

δ
cosπ2

sin2δsin2δ

sin2
1

sin2δ

δ

hrr

a
a

OC
OA

r
r

AC

C

A

⋅==

===
 

                     θ
ϕ

tan
πδ

δ hrC =                             （3） 

式（3）代入式（1）得 

θcotπ
N h

MF =  

15-3  挖土机挖掘部分示意如图 15-3a。支臂 DEF 不动，A、B、D、E、F 为铰链，液

压油缸 AD 伸缩时可通过连杆 AB 使挖斗 BFC 绕 F 转动，EA = FB = a。当 °== 3021 θθ 时，

杆 DFAE⊥ ，此时油缸推力为 F。不计构件重量，求此时挖斗可克服的最大阻力矩 M。 

              

B

F

1θ

2θ

A

M
C

F

Arδ

Brδ

ϕδ

E

D

 
                            (a)                                (b) 

图 15-3 
解  由虚位移原理： 
                    0δδcos 1 =−⋅ ϕθ MrF A                      （1） 

式中                           
a
rBδδ =ϕ                       （2） 

A、B 的虚位移向 AB 投影 ，得 

22 sinδcosδ θθ BA rr =  
                            2tanδδ θBA rr =                  （3） 
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式（2）、（3）代入式（1）得 

0δδtancos 21 =⋅−⋅⋅
a
rMrF B

Bθθ  

FaMFaM
2
1,sin,30 221 ==°== θθθ  

15-4  如图 15-4a 所示，远距离操纵用的夹钳为对称结构。当操纵杆 EF 向右移动时，

两块夹板就会合拢将物体夹住。已知操纵杆的拉力为 F，在图示位置两夹板正好相互平行，

求被夹物体所受的压力。 

   

F

A D
C

E

A′

NF

NF ′

b
c d

e

Arδ Brδ

Ar ′δ

BO

C ′
B′ D′

Erδ
Crδ

 
(a) (b) 

图 15-4 
解  令杆 CCE ′有水平向右虚位移 Erδ ，则点 A 有向下的虚位移 Arδ ，点 A′有向上的

虚位移 Ar ′δ ，因结构对称， AA rr ′=δδ ，点 O 为杆 BC 虚位移瞬心，如图 15-4b 所示。各虚

位移间有如下的关系： 

e
c

r
rrr

dc
b

r
r

C

B
EC

B

A ==
+

=
δ
δ   ,δδ   ,

δ
δ

 

故                      
C

B

B

A

E

A

r
r

r
r

r
r

δ

δ

δ

δ

δ

δ
⋅=

e
c

dc
b

⋅
+

=                 （1） 

由虚位移原理 
0δδδ NN =+′′−− EAA rFrFrF  

                              
N2δ

δ

F
F

r
r

E

A =                          （2） 

由式（1）、（2）得 

bc
dceFF )(

2N
+

=  

15-5  在图 15-5a 所示机构中，当曲柄 OC 绕轴 O 摆动时，滑块 A 沿曲柄滑动，从而带

动杆 AB 在铅直导槽 K 内移动。已知：OC = a，OK = l，在点 C 处垂直于曲柄作用 1 力 F1；

而在点 B 沿 BA 作用 1 力 F2。求机构平衡时 F2 与 F1 的关系。 

   

D

θ

M F

F ′ B

A

x

y

300 C  
                            (a)                               (b) 

图 15-5 

K
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解  用解析法解，选取ϕ为广义坐标，则滑块 A 的约束方程为 

               ϕtanlyA = ，   ϕϕδsecδ 2lyA =           （1） 
由虚位移原理  

                   0δδ)( 21 =+− AyFaF ϕ                     （2） 
式（1）代入式（2），得 

0δsecδ 2
21 =+− ϕϕϕ lFaF  

因 0δ ≠ϕ ，于是有 

0sec2
21 =+− ϕlFaF ，

ϕ2
2

1 cosa
lFF =  

15-6  在图 15-6a 所示机构中，曲柄 OA 上作用 1 力偶，其矩为 M，另在滑块 D 上作用

水平力 F。机构尺寸如图 15-6a 所示。求当机构平衡时，力 F 与力偶矩 M 的关系。 

   

F

P

B

C
θ

θ D

Mϕδ
Arδ

Drδ

O
a

l l

A

 
(a) (b) 

图 15-6 
解  令滑块 D 有虚位 Drδ ，则点 B 有虚位移 Brδ ，点 A 有虚位移 Arδ ，杆 OA 有虚位

移 ϕδ ，如图 15-6b 所示。由虚位移原理 
0δδ =+− DrFM ϕ  

即                               
F
MrD =

ϕδ

δ
                     （1） 

找各虚位移间关系：因点 E 为杆 BD 的虚速度瞬心，故 

  
l

l
EB
ED

r
r

B

D θsin2
δ

δ
== θsin2=  

将 Arδ 及 Brδ 沿 AB 方向投影得 
θθ 2cosδcosδ BA rr =  

即                              
θ
θ
2cos

cos
δ

δ
=

A

B

r
r

 

θ
θ
θθ

ϕ
2tan

2cos
cossin2

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ
====

A

B

B

D

A

DD

r
r

r
r

r
r

a
r

 

得                             θ
ϕ

2tan
δ

δ arD =                     （2） 

由式（1）、（2）得 

θ2cot
a
MF =  

15-7  如图 15-7a 所示滑套 D 套在光滑直杆 AB 上，并带动杆 CD 在铅直滑道上滑动，

已知 °= 0θ 时弹簧为原长，弹簧刚度系数为 5 kN/m。求在任意位置平衡时，应加多大的力

偶矩 M？ 
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D

θ

M F

F ′ B

A

x

y

300 C
 

                        (a)                                (b) 
图 15-7 

解  解除弹簧约束，代之以弹性力 F 及F ′。已知 0=θ 时，弹簧原长为 0.3 m，在任意

角θ 时，弹簧 

)
cos

3.06.0(
θ

−=−= ADABDB  

此时弹簧的缩短量为 

=δ )3.0
cos

3.0(3.0 −=−
θ

DB  

弹性力                        FF ′= )3.0
cos

3.0( −=
θ

k  

取 x 轴沿杆 AB，设点 D 沿杆的坐标为 xD，选取θ 为广义坐标，则滑块 D 的约束方程为 

θcos
3.0

=Dx ， θ
θ
θ
δ

cos
sin3.0

δ 2=Dx  

另外有 
xB = 常量， 0δ =Bx  

由虚位移原理 
0δδ)( =+− θMxF D  

把 F 及 Dxδ 的表达式代入上式得 

0δδ
cos

sin3.0)3.0
cos

3.0( 2 =+⋅−− θθ
θ
θ

θ
Mk  

θ
θ

θ 2cos
sin3.0)1

cos
1(3.0 ⋅−⋅= kM  

把 k = 5 000 N/m 代入求得 

mN  
cos

)cos1(sin450 3 ⋅
−

=
θ

θθM  

15-8  如图 15-8a 所示，两等长杆 AB 与 BC 在点 B 用铰链连接，又在杆的 D、E 两点

连 1 弹簧。弹簧的刚性系数为 k，当距离 AC 等于 a 时，弹簧内拉力为零。如在点 C 作用 1
水平力 F，杆系处于平衡，求距离 AC 之值。 

        

Fθ

x

xA

B

C

y

l
kF kF ′

D E

b

 
                             (a)                                (b) 

图 15-8 
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解  解除弹簧约束，计算弹性力，设弹簧原长为 L0。当 AC = a 时， 

a
l
bL

l
b

a
l

== 0
0     ,  

同理可得变形后的弹簧长度为 

x
l
bl =  

弹簧变形量为 

)( ax
l
b

−  

则弹性力 

                 )(11 ax
l
bkFF −=′=                     （1） 

作坐标系 Axy，设 θ=∠BAC ，取θ 为广义坐标如图 15-8b 所示，则 
θθθ cos)(,cos)(,cos2 blxblxlx EDC +=−==  

求坐标的变分： 
     θθθθθθ δsin)(δ,δsin)(δ,δsin2δ blxblxlx EDC +−=−−=−=  

由虚位移原理  
0δδ)(δ 11 =+′−+ CED xFxFxF  

故有  
[ ] 0δsin)2)()( 11 =−+′+−− θθFlblFblF  

因                          0δ,0sin ≠≠ θθ  
故                  02)()( 11 =−+′+−− FlblFblF                  （2） 
由式（1）、（2）得 

2)(
b
l

k
Fax +=  

15-9  在图 15-9a 所示机构中，曲柄 AB 和连杆 BC 为均质杆，具有相同的长度和重量

W1。滑块 C 的重量为 W2，可沿倾角为θ 的导轨 AD 滑动。设约束都是理想的，求系统在铅

垂面内的平衡位置。 

   

A

B C
D

θ
ϕ

x

y

1y
2y 3y

1P

2P1P
 

                            (a)                                (b) 
图 15-9 

   解  取ϕ为广义坐标，另作坐标系 Axy，设 AB = BC = l，因 

     )sin(
21 ϕθ +=
ly  

θϕθ

θϕθϕθϕθ

sincos2sin

)(
2

sincos2)sin(
2

sin2

lACy

lllACy

C ==

−+=−+=
 

对坐标的变分： 
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ϕθϕ

ϕθϕθϕ

ϕϕθ

δsinsin2δ

δ)cos(
2

sinsin2δ

δ)cos(
2

δ

2

1

l-y

lly

ly

C =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−=

+=

 

由虚位移原理  
022111 =δ+δ+δ CyPyPyP  

即     0sinsin2)cos(
2

sinsin2)cos(
2 21 =δϕ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

θϕ−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ θ−ϕ+θϕ−ϕ+θ lPlllP  

因 0δ ≠ϕ ，故有 

0sinsin2)cos(
2

sinsin2)cos(
2 21 =θϕ−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ θ−ϕ+θϕ−ϕ+θ lPlllP  

即     1cotcot
2
1

sinsin2
sinsin2coscos

1

2 −ϕθ=
ϕθ

ϕθ−ϕθ
=

P
P

 

故     θ
+

=ϕ cot
)(2

tan
21

1

PP
P

 

    15-10  如图 15-10a 所示机构，在力 F1 与 F2 作用下在图示位置平衡，不计各构件自重

与各处摩擦， 21 , lADlBDOD === 。求 F1/F2的值。 

         

θθx
2F

B

D

A

1F

y

O
 

(a)     (b) 
图 15-10 

解  如图 15-10b 所示 
        δθθδθ ⋅−== sin2,cos2 11 lxlx BB  
        ( ) ( ) δθθδθ ⋅−−=−= sin,cos 2121 llxllx AA  
        ( ) ( ) δθθδθ ⋅+=+= cos,sin 2121 llylly AA  
代入虚功方程，得 
        ( ) ( ) ( ) 0cossin 112 =−+−+− AAA yFxFxF δθδθδ  

即      ( ) ( ) 0cossinsin2 2
211

2
21121 =⋅+−⋅−+⋅ δθθδθθδθθ llFllFFl  

        
θ

θ
2cos

sin2

21

1

2

1

ll
l

F
F

+
=  

15-11  如图 15-11a 所示均质杆 AB 长为 2l，1 端靠在光滑的铅直墙壁上，另 1 端放在固

定光滑曲面 DE 上。欲使细杆能静止在铅直平面的任意位置，问曲面的曲线 DE 的形式应是

怎样的？ 
解  作坐标系 Dxy，由于杆 AB 只受主动力 P 作用，根据虚位移原理 

 0=δ CyP ， 0≠P ， 0δ =Cy  
故   yC = 常量 
杆在铅直位置时 

yC0 = l ， yC = l 
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y

x

ϕ

B

C

AP

D

E

 
(a)    (b) 

图 15-11 
杆在任意位置时 

yC = yA + lcosϕ， 
即     ϕcoslyl A +=  

     
ϕ

ϕ
sin2

)cos1(
lx

ly

A

A

=
−=

 

消去ϕ得 DE 曲线方程 

1)(
4 2

2

2

2

=
−

+
l
yl

l
x AA  

由方程知 ，DE 曲线为中心在（0，l）长短半轴分别为 2l 和 l 的椭圆的 1 部分。如坐标系 Dxy
向上平移 l 距离，则 DE 曲线方程与教材答案一致。 

15-12  跨度为 l 的折迭桥由液压油缸 AB 控制铺设，如图 15-12a 所示。在铰链 C 处有

1 内部机构，保证两段桥身与铅垂线的夹角均为θ 。如果两段相同的桥身重量都是 P，质心

G 位于其中点，求平衡时液压油缸中的力 F 和角θ 之间的关系。 

  

θ θ

C

A

B
G

P PGrδ
ϕa O

G

  

θ θ

C

B
F
δθ

O

G
PGrδ

Brδ

 
                        (a)                       (b)                   (c) 

图 15-12 
解  如图 15-12b 所示 

24
π θϕ −=  

由虚功原理，得           0sinsin2 =ϕδ−θδ⋅ BG rFrP  

式中                            GB r
l
ar δ=δ
4/

 

从而 有                0)
24

sin(4sin2 =
θ

−
π

δ⋅−θδ GG r
l
aFrP  

θ
θθ

θπ
θ

cos2
sin1sin2

)
24

sin(2

sin
a

lP

a

lPF +
=

−
=  

θθ sin1tan
2
2

+=
a
lPF  

15-13  半径为 R 的滚子放在粗糙水平面上，连杆 AB 的两端分别与轮缘上的点 A 和滑

块 B 处铰接。现在滚子上施加矩为 M 的力偶，在滑块上施加力 F，使系统处于图 15-13a 所
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示位置处平衡。设力 F 为已知，滚子有足够大的重力 P，忽略滚动摩阻，不计滑块和各铰链

处的摩擦，不计杆 AB 与滑块的重力。求力偶矩 M 以及滚子与地面间的摩擦力 Fs。 

      

B
C

D
AM

OR ϕδ

sF
NF

ϕ
ϕ

Brδ
F

BFN

Arδ

 
                    (a)                                      (b) 

图 15-13 
解  由已知可知，滚子只滚不滑，给滚子虚位移δϕ（如图 15-13b），则 
    ϕδϕδ cos2RrA =                                                （1） 

由虚位移（虚速度）投影，得 
        ϕδδ cosBA rr =                                                   （2） 
由式（1）、（2）得 
        ϕδ cos2RrB =                                                   （3） 
做功力为 M、F，虚功方程为 
  0=− BrFM δδϕ                                                   (4) 
式（3）代入式（4），得 

M = 2RF 
再由平衡： 

0=∑ xF ， Fs = F 
15-14 杆系在铅垂面内平衡，AB = BC = l，CD = DE，且 AB、CE 为水平，CB 为铅垂。

均质杆 CE 和刚度为 k1 的拉压弹簧相连，重力为 P 的均质杆 AB 左端有 1 刚度为 k2 的螺线弹

簧。在杆 BC 上作用有水平的线性分布载荷，其最大载荷集度为 q。不计杆 BC 的重力，求

平衡时水平弹簧的变形量Δ和螺线弹簧的扭转角ϕ。 

  

C D

G

B

F

P
δϕ

A 2k

1k
E

C D

G

B

F

P

A 2k

1k

ErδkF
θδ

E

 
(a)                          (b)                          (c) 

图 15-14 
解  此为 2 自由度系统： 
（1）杆 AB 转 ϕδ ，杆 BC 不转（ 0δ =θ ），见图 15-14b，则做功力只有 k2弹簧力和 P。

由虚功方程，得 

0
22 =⋅+− δϕϕδϕ lPk  

所以弹簧的转角 

22k
Pl

=ϕ  

（2）杆 AB 不转（ 0δ =ϕ ），杆 BC 转 θδ ，见图 15-14c，则 
δθδ lrE =  

代入虚功方程，得 
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0
32

0
0

)
32

(

0d)(
0

1
32

1
32

1

=⋅−−

=⋅−−

=⋅−−∫

Δ

Δ
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所以 水平弹簧变形量 

16k
qlΔ =  

15-15  用虚位移原理求图 15-15a 所示桁架中杆 3 的内力。 

   
A B

C

P

D F
Dδr

F ′
m6 m6

2 4

Bδr

Cδr

5

P

31

 
(a) (b) 

图 15-15 
解 将杆 BD 解除代之以力 F 及F ′。 

令点 C 有虚位移 Crδ ，则点 B 必有虚位移 Brδ ，点 D 必有虚位移 Drδ ，如图 15-15b 所示。

由虚位移原理得 
090cos =δ−°δ′+δ DDB rPrFrF  

即                                 
P
F

r
r

B

D =
δ
δ

                            （1） 

由图 15-15b 知，三角形 ACD 的转轴在点 A，故杆 CB 的瞬心在点 E ，故 

AC
AD

r
r

C

D =
δ

δ
，

EB
EC

r
r

B

C =
δ

δ
 

所以  

             1
6

36
36

6
δ

δ

δ

δ

δ

δ 22

22
=

+
⋅

+
=⋅=

B

C

C

D

B

D

r
r

r
r

r
r

            （2） 

由式（1），（2）得              
PFF =′= （拉） 

15-16  组合梁由铰链 C 连接 AC 和 CE 而成，载荷分布如图 15-16a 所示。已知跨度 l = 
8 m，P= 4 900 N，均布力 q = 2 450 N/m，力偶矩 mN  900 4 ⋅=M 。求支座约束力。 

  

B

C DA E

M

P

Aδr
3rδ

1rδ 2rδ

1F 2F

ANF
ϕδ

8/l 4/l8/l 4/l 4/l
 

                        (a)                                       (b) 
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A B
C

D E

M

P

2rδ

ϕδ

1F 2FBNF

Brδ
3rδ

1rδ

8/l 4/l8/l 4/l 4/l        

A B
C

D E

M

P

2rδ

ϕδ

1F 2FBNF

Brδ
3rδ

1rδ

8/l 4/l8/l 4/l 4/l
 

                        (c)                                       (d) 
                                            图 15-16 

解 （1）把均布载荷化作集中力 

421
qlFF ==  

解除支座 A 的垂直方向约束，以力 FNA代之。令点 A 有向上的虚位移 Arδ ，则各力作用点处

有相应的虚位移如图 15-16b 所示。由几何关系 

  Arrr δ
2
1δδ 31 == ， Arr δ

4
3δ 2 = ， Arl δδ

2
=ϕ ， Ar

l
δ2δ =ϕ  

由虚位移原理： 
022113N =δϕ−δ+δ+δ−δ MrFrFrPrF AA  

即                   0)2
4
3

22
( 2

1
N =δ−++− AA r

l
MFFPF  

02
4
3

42
1

42N =−⋅+⋅+−
l
MqlqlPF A  

把数据代入，解得 
 FNA = --2 450 N （负号表示与原设反向） 

    （2）解除约束 B，代之以力 FNB，且虚位移如图 15-16c 所示。由几何关系 

  BBBB r
l

rrrrrr δ4δ      ,δ
2
1δ,δ

2
3δ      ,δ

2
3δ 321 ==== ϕ  

由虚位移原理： 
022113N =δϕ+δ−δ−δ−δ MrFrFrPrF BB  

把以上各式代入上式得     04
2
3

42
3

42N =+⋅−−−
l

MqlqlPF B  

解得  
FNB = 14 700 N 

（3）解除约束 E，代之以力 FNE，且虚位移如图 d。由虚位移原理： 
022N =δϕ−δ−δ MrFrF EE  

而                       EE r
l

rr δ
2

δ    ,δ
4
1

δ 2 == ϕ  

代入上式得 

02
4
1

4N =−⋅−
l
MqlF E  

解得 
FNE = 2 450 N 
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