
高等数学第六版上册课后习题答案

第一章

习题 1−1
1. 设 A=(−∞, −5)∪(5, +∞), B=[−10, 3), 写出 A∪B, A∩B, A\B 及 A\(A\B)的表达

式.
解 A∪B=(−∞, 3)∪(5, +∞),

A∩B=[−10, −5),
A\B=(−∞, −10)∪(5, +∞),
A\(A\B)=[−10, −5).

2. 设 A、B 是任意两个集合, 证明对偶律: (A∩B)C=AC ∪BC .
证明 因为

x∈(A∩B)C⇔x∉A∩B⇔ x∉A 或 x∉B⇔ x∈AC或 x∈BC ⇔ x∈AC ∪BC,
所以 (A∩B)C=AC ∪BC .

3. 设映射 f : X →Y, A⊂X, B⊂X . 证明

(1)f(A∪B)=f(A)∪f(B);
(2)f(A∩B)⊂f(A)∩f(B).
证明 因为

y∈f(A∪B)⇔∃x∈A∪B, 使 f(x)=y
⇔(因为 x∈A 或 x∈B) y∈f(A)或 y∈f(B)
⇔ y∈f(A)∪f(B),

所以 f(A∪B)=f(A)∪f(B).
(2)因为

y∈f(A∩B)⇒∃x∈A∩B, 使 f(x)=y⇔(因为 x∈A 且 x∈B) y∈f(A)且 y∈f(B)⇒ y∈

f(A)∩f(B),
所以 f(A∩B)⊂f(A)∩f(B).

4. 设映射 f : X→Y, 若存在一个映射 g: Y→X, 使 XIfg =ο , YIgf =ο , 其中 IX、

IY分别是 X、Y 上的恒等映射, 即对于每一个 x∈X, 有 IX x=x; 对于每一个 y∈Y, 有

IY y=y. 证明: f 是双射, 且 g 是 f 的逆映射: g=f −1.
证明 因为对于任意的 y∈Y, 有 x=g(y)∈X, 且 f(x)=f[g(y)]=Iy y=y, 即 Y 中任意元



素都是 X 中某元素的像, 所以 f 为 X 到 Y 的满射.
又因为对于任意的 x1≠x2, 必有 f(x1)≠f(x2), 否则若 f(x1)=f(x2)⇒g[ f(x1)]=g[f(x2)]

⇒ x1=x2.
因此 f 既是单射, 又是满射, 即 f 是双射.
对于映射 g: Y→X, 因为对每个 y∈Y, 有 g(y)=x∈X, 且满足 f(x)=f[g(y)]=Iy y=y,

按逆映射的定义, g 是 f 的逆映射.
5. 设映射 f : X→Y, A⊂X . 证明:

(1)f −1(f(A))⊃A;
(2)当 f 是单射时, 有 f −1(f(A))=A .
证明 (1)因为 x∈A ⇒ f(x)=y∈f(A) ⇒ f −1(y)=x∈f −1(f(A)) ,

所以 f −1(f(A))⊃A.
(2)由(1)知 f −1(f(A))⊃A.
另一方面, 对于任意的 x∈f −1(f(A))⇒存在 y∈f(A), 使 f −1(y)=x⇒f(x)=y . 因为

y∈f(A)且 f 是单射, 所以 x∈A. 这就证明了 f −1(f(A))⊂A. 因此 f −1(f(A))=A .
6. 求下列函数的自然定义域:

(1) 23 += xy ;

解 由 3x+2≥0 得
3
2−>x . 函数的定义域为 ) ,

3
2[ ∞+− .

(2) 21
1
x

y
−

= ;

解 由 1−x2≠0 得 x≠±1. 函数的定义域为(−∞, −1)∪(−1, 1)∪(1, +∞).

(3) 211 x
x

y −−= ;

解 由 x≠0 且 1−x2≥0 得函数的定义域 D=[−1, 0)∪(0, 1].

(4)
24

1
x

y
−

= ;

解 由 4−x2>0 得 |x|<2. 函数的定义域为(−2, 2).

(5) xy sin= ;

解 由 x≥0 得函数的定义 D=[0, +∞).
(6) y=tan(x+1);

解 由
2

1 π≠+x (k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅)得函数的定义域为  1
2

−+≠ ππkx (k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅



⋅).
(7) y=arcsin(x−3);
解 由|x−3|≤1 得函数的定义域 D=[2, 4].

(8)
x

xy 1arctan3 +−= ;

解 由 3−x≥0 且 x≠0 得函数的定义域 D=(−∞, 0)∪(0, 3).
(9) y=ln(x+1);
解 由 x+1>0 得函数的定义域 D=(−1, +∞).

(10) xey
1

= .

解 由 x≠0 得函数的定义域 D=(−∞, 0)∪(0, +∞).
7. 下列各题中, 函数 f(x)和 g(x)是否相同？为什么？

(1)f(x)=lg x2, g(x)=2lg x;

(2) f(x)=x, g(x)= 2x ;

(3) 3 34)( xxxf −= , 3 1)( −= xxxg .

(4)f(x)=1, g(x)=sec2x−tan2x .
解 (1)不同. 因为定义域不同.
(2)不同. 因为对应法则不同, x<0 时, g(x)=−x.
(3)相同. 因为定义域、对应法则均相相同.
(4)不同. 因为定义域不同.

8. 设
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<
=

3
||           0

3
||    |sin|

)( π

π
ϕ

x

xx
x , 求 )

6
(πϕ , )

4
(πϕ , )

4
( πϕ − , ϕ(−2), 并作出函数 y=ϕ(x)

的图形.

解
2
1|

6
sin|)

6
( == ππϕ ,

2
2|

4
sin|)

4
( == ππϕ ,

2
2|)

4
sin(|)

4
( =−=− ππϕ , 0)2( =−ϕ .

9. 试证下列函数在指定区间内的单调性:

(1)
x

xy
−

=
1

, (−∞, 1);

(2)y=x+ln x, (0, +∞).
证明 (1)对于任意的 x1, x2∈(−∞, 1), 有 1−x1>0, 1−x2>0. 因为当 x1<x2时,



0
)1)(1(11 21

21

2

2

1

1
21 <

−−
−=

−
−

−
=−

xx
xx

x
x

x
xyy ,

所以函数
x

xy
−

=
1

在区间(−∞, 1)内是单调增加的.

(2)对于任意的 x1, x2∈(0, +∞), 当 x1<x2 时, 有

0ln)()ln()ln(
2

1
21221121 <+−=+−+=−

x
xxxxxxxyy ,

所以函数 y=x+ln x 在区间(0, +∞)内是单调增加的.
10. 设 f(x)为定义在(−l, l)内的奇函数, 若 f(x)在(0, l)内单调增加, 证明 f(x)在

(−l, 0)内也单调增加.
证明 对于∀x1, x2∈(−l, 0)且 x1<x2, 有−x1, −x2∈(0, l)且−x1>−x2.
因为 f(x)在(0, l)内单调增加且为奇函数, 所以

f(−x2)<f(−x1), −f(x2)<−f(x1), f(x2)>f(x1),
这就证明了对于∀x1, x2∈(−l, 0), 有 f(x1)< f(x2), 所以 f(x)在(−l, 0)内也单调增加.

11. 设下面所考虑的函数都是定义在对称区间(−l, l)上的, 证明:
(1)两个偶函数的和是偶函数, 两个奇函数的和是奇函数;
(2)两个偶函数的乘积是偶函数, 两个奇函数的乘积是偶函数, 偶函数与奇函

数的乘积是奇函数.
证明 (1)设 F(x)=f(x)+g(x). 如果 f(x)和 g(x)都是偶函数, 则

F(−x)=f(−x)+g(−x)=f(x)+g(x)=F(x),
所以 F(x)为偶函数, 即两个偶函数的和是偶函数.

如果 f(x)和 g(x)都是奇函数, 则

F(−x)=f(−x)+g(−x)=−f(x)−g(x)=−F(x),
所以 F(x)为奇函数, 即两个奇函数的和是奇函数.

(2)设 F(x)=f(x) ⋅g(x). 如果 f(x)和 g(x)都是偶函数, 则

F(−x)=f(−x) ⋅g(−x)=f(x)⋅g(x)=F(x),
所以 F(x)为偶函数, 即两个偶函数的积是偶函数.

如果 f(x)和 g(x)都是奇函数, 则

F(−x)=f(−x) ⋅g(−x)=[−f(x)][−g(x)]=f(x)⋅g(x)=F(x),
所以 F(x)为偶函数, 即两个奇函数的积是偶函数.

如果 f(x)是偶函数, 而 g(x)是奇函数, 则

F(−x)=f(−x) ⋅g(−x)=f(x)[−g(x)]=−f(x) ⋅g(x)=−F(x),



所以 F(x)为奇函数, 即偶函数与奇函数的积是奇函数.
12. 下列函数中哪些是偶函数, 哪些是奇函数, 哪些既非奇函数又非偶函

数？

(1)y=x2(1−x2);
(2)y=3x2−x3;

(3) 2

2

1
1

x
xy

+
−= ;

(4)y=x(x−1)(x+1);
(5)y=sin x−cos x+1;

(6)
2

xx aay
−+= .

解 (1)因为 f(−x)=(−x)2[1−(−x)2]=x2(1−x2)=f(x), 所以 f(x)是偶函数.
(2)由 f(−x)=3(−x)2−(−x)3=3x2+x3 可见 f(x)既非奇函数又非偶函数.

(3)因为
( )

)(
1
1

1
)(1)( 2

2

2

2
xf

x
x

x
xxf =

+
−=

−+
−−

=− , 所以 f(x)是偶函数.

(4)因为 f(−x)=(−x)(−x−1)(−x+1)=−x(x+1)(x−1)=−f(x), 所以 f(x)是奇函数.
(5)由 f(−x)=sin(−x)−cos(−x)+1=−sin x−cos x+1 可见 f(x)既非奇函数又非偶函数.

(6)因为 )(
22

)(
)()(

xfaaaaxf
xxxx

=+=+=−
−−−−

, 所以 f(x)是偶函数.

13. 下列各函数中哪些是周期函数？对于周期函数, 指出其周期:

(1)y=cos(x−2);
解 是周期函数, 周期为 l=2π.

(2)y=cos 4x;

解 是周期函数, 周期为
2
π=l .

(3)y=1+sin πx;
解 是周期函数, 周期为 l=2.

(4)y=xcos x;
解 不是周期函数.

(5)y=sin2x.
解 是周期函数, 周期为 l=π.
14. 求下列函数的反函数:

(1) 3 1+= xy ;



解 由 3 1+= xy 得 x=y3−1, 所以 3 1+= xy 的反函数为 y=x3−1.

(2)
x
xy

+
−=

1
1 ;

解 由
x
xy

+
−=

1
1 得

y
yx

+
−

=
1
1 , 所以

x
xy

+
−=

1
1 的反函数为

x
xy

+
−=

1
1 .

(3)
dcx
baxy

+
+= (ad−bc≠0);

解 由
dcx
baxy

+
+= 得

acy
bdyx

−
+−

= , 所以
dcx
baxy

+
+= 的反函数为

acx
bdxy

−
+−= .

(4) y=2sin3x;

解 由 y=2sin 3x 得
2

arcsin
3
1 yx= , 所以 y=2sin3x 的反函数为

2
arcsin

3
1 xy= .

(5) y=1+ln(x+2);
解 由 y=1+ln(x+2)得 x=ey−1−2, 所以 y=1+ln(x+2)的反函数为 y=ex−1−2.

(6)
12

2
+

= x

x
y .

解 由
12

2
+

= x

x
y 得

y
yx
−

=
1

log 2 , 所以
12

2
+

= x

x
y 的反函数为

x
xy
−

=
1

log 2 .

15. 设函数 f(x)在数集 X 上有定义, 试证: 函数 f(x)在 X 上有界的充分必要条

件是它在 X 上既有上界又有下界.
证明 先证必要性. 设函数 f(x)在 X 上有界, 则存在正数 M, 使 |f(x)|≤M, 即

−M≤f(x)≤M. 这就证明了 f(x)在 X 上有下界−M 和上界 M.
再证充分性. 设函数 f(x)在 X 上有下界 K1 和上界 K2, 即 K1 ≤f(x)≤ K2 . 取

M=max{|K1|, |K2|}, 则 −M≤ K1≤f(x)≤ K2≤M ,
即 |f(x)|≤M.
这就证明了 f(x)在 X 上有界.

16. 在下列各题中, 求由所给函数复合而成的函数, 并求这函数分别对应于
给定自变量值 x1和 x2的函数值:

(1) y=u2, u=sin x,
61
π=x ,

32
π=x ;

解 y=sin2x,
4
1)

2
1(

6
sin 22

1 === πy ,
4
3)

2
3(

3
sin 22

2 === πy .

(2) y=sin u, u=2x,
81
π=x ,

42
π=x ;



解 y=sin2x,
2
2

4
sin)

8
2sin(1 ==⋅= ππy , 1

2
sin)

4
2sin(2 ==⋅= ππy .

(3) uy= , u=1+x2, x1=1, x2= 2;

解 21 xy += , 211 2
1 =+=y , 521 2

2 =+=y .

(4) y=eu, u=x2, x1 =0, x2=1;

解
2xey = , 120

1 ==ey , eey == 21
2 .

(5) y=u2 , u=ex , x1=1, x2=−1.
解 y=e2x, y1=e2 ⋅1=e2, y2=e2⋅ (−1)=e−2.

17. 设 f(x)的定义域 D=[0, 1], 求下列各函数的定义域:
(1) f(x2);
解 由 0≤x2≤1 得|x|≤1, 所以函数 f(x2)的定义域为[−1, 1].
(2) f(sinx);
解 由 0≤sin x≤1 得 2nπ≤x≤(2n+1)π (n=0, ±1, ±2⋅ ⋅ ⋅), 所以函数 f(sin x)的定义域

为

[2nπ, (2n+1)π] (n=0, ±1, ±2⋅ ⋅ ⋅) .
(3) f(x+a)(a>0);
解 由 0≤x+a≤1 得−a≤x≤1−a, 所以函数 f(x+a)的定义域为[−a, 1−a].
(4) f(x+a)+f(x−a)(a>0).

解 由 0≤x+a≤1且 0≤x−a≤1得: 当
2
10 ≤< a 时, a≤x≤1−a; 当

2
1>a 时, 无解. 因此

当
2
10 ≤< a 时函数的定义域为[a, 1−a], 当

2
1>a 时函数无意义.

18. 设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
=
<

=
1||       1
1||       0
1||       1

)(
x
x
x

xf , g(x)=ex , 求 f[g(x)]和 g[f(x)] , 并作出这两个函数的图

形.

解
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
=
<

=
1||       1
1||       0
1||       1

)]([
x

x

x

e
e
e

xgf , 即
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
=
<

=
0       1
0       0
0       1

)]([
x
x
x

xgf .

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
=
<

==
− 1||       

1||       e
1||       

)]([
1

0

1

)(

xe
x
xe

exfg xf , 即
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
=
<

=
− 1||     

1||       1
1||       

)]([
1 xe

x
xe

xfg .



19. 已知水渠的横断面为等腰梯形, 斜角ϕ=40°(图 1−37). 当过水断面 ABCD
的面积为定值 S0 时, 求湿周 L(L=AB+BC+CD)与水深 h 之间的函数关系式, 并指明

其定义域.
图 1−37

解 ο40sin
hDCAB == , 又从

0)]40cot2([
2
1 ShBCBCh =⋅++ ο 得

h
h
SBC ⋅−= ο40cot0 , 所以

hh
SL ο

ο

40sin
40cos20 −+= .

自变量 h 的取值范围应由不等式组

h>0, 040cot0 >⋅− h
h
S ο

确定, 定义域为 ο40cot0 0Sh<< .

20. 收敛音机每台售价为 90 元, 成本为 60 元. 厂方为鼓励销售商大量采购,
决定凡是订购量超过 100 台以上的, 每多订购 1 台, 售价就降低 1 分, 但最低价为

每台 75 元.
(1)将每台的实际售价 p 表示为订购量 x 的函数;
(2)将厂方所获的利润 P 表示成订购量 x 的函数;
(3)某一商行订购了 1000 台, 厂方可获利润多少？

解 (1)当 0≤x≤100 时, p=90.
令 0.01(x0−100)=90−75, 得 x0=1600. 因此当 x≥1600 时, p=75.
当 100<x<1600 时,

p=90−(x−100)×0.01=91−0. 01x.
综合上述结果得到

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<<−
≤≤

=
1600            75

1600100    01.091
1000             90

x
xx
x

p .

(2)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<<−
≤≤

=−=
1600            15

1600100    01.031
1000             30

)60( 2

xx
xxx
xx

xpP .

(3) P=31×1000−0.01×10002=21000(元).



习题 1−2
1. 观察一般项 xn如下的数列{xn}的变化趋势, 写出它们的极限:

(1) nnx
2
1= ;

解 当 n→∞时, nnx
2
1= →0, 0

2
1lim =

∞→ nn
.

(2)
n

x n
n

1)1(−= ;

解 当 n→∞时,
n

x n
n

1)1(−= →0, 01)1(lim =−
∞→ n

n
n

.

(3) 2
12
n

xn += ;

解 当 n→∞时, 2
12
n

xn += →2, 2)12(lim 2 =+
∞→ nn

.

(4)
1
1

+
−=

n
nxn ;

解 当 n→∞时,
1

21
1
1

+
−=

+
−=

nn
nxn →0, 1

1
1lim =

+
−

∞→ n
n

n
.

(5) xn=n(−1)n.
解 当 n→∞时, xn=n(−1)n 没有极限.

2. 设数列{xn}的一般项
n

n
xn

2cos π
= . 问 nn

x
∞→

lim =? 求出 N, 使当 n>N 时, xn 与其

极限之差的绝对值小于正数ε , 当ε =0.001 时, 求出数 N.

解 0lim =
∞→ nn

x .

nn

n
xn

1|2cos|
|0| ≤=−

π
. ∀ε >0, 要使|x n−0|<ε , 只要 ε<

n
1 , 也就是

ε
1>n . 取

]1[
ε

=N ,



则∀n>N, 有|xn−0|<ε .

当ε =0.001 时, ]1[
ε

=N =1000.

3. 根据数列极限的定义证明:

(1) 01lim 2 =
∞→ nn

;

分析 要使 ε<=− 22
1|01|
nn

, 只须
ε
12 >n , 即

ε
1>n .

证明 因为∀ε>0, ∃ ]1[
ε

=N , 当 n>N 时, 有 ε<− |01| 2n
, 所以 01lim 2 =

∞→ nn
.

(2)
2
3

12
13lim =

+
+

∞→ n
n

n
;

分析 要使 ε<<
+

=−
+
+

nnn
n

4
1

)12(2
1|

2
3

12
13| , 只须 ε<

n4
1 , 即

ε4
1>n .

证明 因为∀ε>0, ∃ ]
4
1[
ε

=N , 当 n>N 时, 有 ε<−
+
+ |

2
3

12
13|

n
n , 所以

2
3

12
13lim =

+
+

∞→ n
n

n
.

(3) 1lim
22

=+
∞→ n

an
n

;

分析 要使 ε<<
++

=−+=−+
n
a

nann
a

n
nan

n
an 2

22

22222

)(
|1| , 只须

ε
2an> .

证明 因为∀ε>0, ∃ ][
2

ε
aN = , 当∀n>N 时, 有 ε<−+ |1|

22

n
an , 所以

1lim
22

=+
∞→ n

an
n

.

(4) 19    999.0lim =⋅⋅⋅
∞→ 434 21

个n
n

.

分析 要使|0.99 ⋅ ⋅ ⋅ 9−1| ε<= −110
1
n , 只须 110

1
−n <ε , 即

ε
1lg1+>n .

证明 因为∀ε>0, ∃ ]1lg1[
ε

+=N , 当∀n>N 时, 有|0.99 ⋅ ⋅ ⋅ 9−1|<ε , 所以

19    999.0lim =⋅⋅⋅
∞→ 434 21

个n
n

.

4. aunn
=

∞→
lim , 证明 ||||lim aunn

=
∞→

. 并举例说明: 如果数列{|xn|}有极限, 但数列

{xn}未必有极限.



证明 因为 aunn
=

∞→
lim , 所以∀ε>0, ∃N∈NNNN, 当 n>N 时, 有 ε<− || aun , 从而

||un|−|a||≤|un−a|<ε .

这就证明了 ||||lim aunn
=

∞→
.

数列{|xn|}有极限, 但数列{xn}未必有极限. 例如 1|)1(|lim =−
∞→

n
n

, 但 n
n

)1(lim −
∞→

不

存在.

5. 设数列{xn}有界, 又 0lim =
∞→ nn

y , 证明: 0lim =
∞→ nnn

yx .

证明 因为数列{xn}有界, 所以存在 M, 使∀n∈ZZZZ, 有|xn|≤M.

又 0lim =
∞→ nn

y , 所以∀ε>0, ∃N∈NNNN, 当 n>N 时, 有
M

yn
ε<|| . 从而当 n>N 时, 有

εε =⋅<≤=−
M

MyMyxyx nnnnn |||||0| ,

所以 0lim =
∞→ nnn

yx .

6. 对于数列{xn}, 若 x2k−1→a(k→∞), x2k →a(k →∞),
证明: xn→a(n→∞).

证明 因为 x2k−1→a(k→∞), x2k →a(k→∞), 所以∀ε>0,
∃K1, 当 2k−1>2K1−1 时, 有| x2k−1−a|<ε ;
∃K2, 当 2k>2K2时, 有|x2k−a|<ε .

取 N=max{2K1−1, 2K2}, 只要 n>N, 就有|xn−a|<ε .
因此 xn→a (n→∞).

习题 1−3
1. 根据函数极限的定义证明:

(1) 8)13(lim
3

=−
→

x
x

;

分析 因为

|(3x−1)−8|=|3x−9|=3|x−3|,

所以要使|(3x−1)−8|<ε , 只须 ε
3
1|3| <−x .

证明 因为∀ε>0, ∃ εδ
3
1= , 当 0<|x−3|<δ时, 有

|(3x−1)−8|<ε ,



所以 8)13(lim
3

=−
→

x
x

.

(2) 12)25(lim
2

=+
→

x
x

;

分析 因为

|(5x+2)−12|=|5x−10|=5|x−2|,

所以要使|(5x+2)−12|<ε , 只须 ε
5
1|2| <−x .

证明 因为∀ε >0, ∃ εδ
5
1

= , 当 0<|x−2|<δ时, 有

|(5x+2)−12|<ε ,

所以 12)25(lim
2

=+
→

x
x

.

(3) 4
2
4lim

2

2
−=

+
−

−→ x
x

x
;

分析 因为

|)2(||2|
2

44)4(
2
4 22

−−=+=
+

++=−−
+
− xx

x
xx

x
x ,

所以要使 ε<−−
+
− )4(
2
42

x
x , 只须 ε<−− |)2(| x .

证明 因为∀ε >0, ∃ εδ = , 当 0<|x−(−2)|<δ时, 有

ε<−−
+
− )4(
2
42

x
x ,

所以 4
2
4lim

2

2
−=

+
−

−→ x
x

x
.

(4) 2
12

41lim
3

2
1

=
+

−
−→ x

x
x

.

分析 因为

|)2
1(|2|221|212

41 3
−−=−−=−

+
− xxx

x ,

所以要使 ε<−
+

− 2
12

41 3

x
x , 只须 ε

2
1|)

2
1(| <−−x .

证明 因为∀ε >0, ∃ εδ
2
1= , 当 δ<−−< |)

2
1(|0 x 时, 有

ε<−
+

− 2
12

41 3

x
x ,



所以 2
12

41lim
3

2
1

=
+

−
−→ x

x
x

.

2. 根据函数极限的定义证明:

(1)
2
1

2
1lim 3

3
=+

∞→ x
x

x
;

分析 因为

33

33

3

3

||2
1

2
1

2
1

2
1

xx
xx

x
x =−+=−+ ,

所以要使 ε<−+
2
1

2
1

3

3

x
x , 只须 ε<3||2

1
x

, 即 3 2
1||
ε

>x .

证明 因为∀ε >0, ∃ 3 2
1
ε

=X , 当|x|>X 时, 有

ε<−+
2
1

2
1

3

3

x
x ,

所以
2
1

2
1lim 3

3
=+

∞→ x
x

x
.

(2) 0sinlim =
+∞→ x

x
x

.

分析 因为

xx
x

x
x 1|sin|0sin ≤=− .

所以要使 ε<−0sin
x
x , 只须 ε<

x
1 , 即 2

1
ε

>x .

证明 因为∀ε>0, ∃ 2
1

ε
=X , 当 x>X 时, 有

ε<−0sin
x
x ,

所以 0sinlim =
+∞→ x

x
x

.

3. 当 x→2 时, y=x2→4. 问δ等于多少, 使当|x−2|<δ时, |y−4|<0.001？
解 由于当 x→2 时, |x−2|→0, 故可设|x−2|<1, 即 1<x<3.
要使

|x2−4|=|x+2||x−2|<5|x−2|<0.001,

只要 0002.0
5
001.0|2| =<−x .

取δ=0.0002, 则当 0<|x−2|<δ时, 就有|x2−4|<0. 001.



4. 当 x→∞时, 1
3
1

2

2
→

+
−=

x
xy , 问 X 等于多少, 使当|x|>X 时, |y−1|<0.01?

解 要使 01.0
3

41
3
1

22

2
<

+
=−

+
−

xx
x , 只要 3973

01.0
4|| =−>x , 故 397=X .

5. 证明函数 f(x)=|x|当 x→0 时极限为零.
证明 因为

|f(x)−0|=||x|−0|=|x|=|x−0|,
所以要使|f(x)−0|<ε, 只须|x|<ε.

因为对∀ε>0, ∃δ=ε, 使当 0<|x−0|<δ, 时有

|f(x)−0|=||x|−0|<ε,

所以 0||lim
0

=
→

x
x

.

6. 求 ,)( x
xxf = x

xx ||)( =ϕ 当 x→0 时的左﹑右极限, 并说明它们在 x→0 时的极

限是否存在.
证明 因为

11limlim)(lim
000

===
−−− →→→ xxx x

xxf ,

11limlim)(lim
000

===
+++ →→→ xxx x

xxf ,

)(lim)(lim
00

xfxf
xx +→→

=
−

,

所以极限 )(lim
0

xf
x→

存在.

因为

1lim||lim)(lim
000

−=−==
−−− →→→ x

x
x
xx

xxx
ϕ ,

1lim||lim)(lim
000

===
+++ →→→ x

x
x
xx

xxx
ϕ ,

)(lim)(lim
00

xx
xx

ϕϕ
+→→

≠
−

,

所以极限 )(lim
0

x
x

ϕ
→

不存在.

7. 证明 : 若 x→ +∞及 x→−∞时 , 函数 f(x)的极限都存在且都等于 A , 则

Axf
x

=
∞→

)(lim .

证明 因为 Axf
x

=
−∞→

)(lim , Axf
x

=
+∞→

)(lim , 所以∀ε>0,



∃X1>0, 使当 x<−X1 时, 有|f(x)−A|<ε ;
∃X2>0, 使当 x>X2时, 有|f(x)−A|<ε .

取 X=max{X1, X2}, 则当|x|>X 时, 有|f(x)−A|<ε , 即 Axf
x

=
∞→

)(lim .

8. 根据极限的定义证明: 函数 f(x)当 x→x0 时极限存在的充分必要条件是左

极限、右极限各自存在并且相等.
证明 先证明必要性. 设 f(x)→A(x→x0), 则∀ε>0, ∃δ>0, 使当0<|x−x0|<δ 时, 有

|f(x)−A|<ε .
因此当 x0−δ<x<x0和 x0<x<x0+δ 时都有

|f(x)−A|<ε .
这说明 f(x)当 x→x0时左右极限都存在并且都等于 A .

再证明充分性. 设 f(x0−0)=f(x0+0)=A, 则∀ε>0,
∃δ1>0, 使当 x0−δ1<x<x0时, 有| f(x)−A<ε ;
∃δ2>0, 使当 x0<x<x0+δ2 时, 有| f(x)−A|<ε .

取δ=min{δ1, δ2}, 则当 0<|x−x0|<δ 时, 有 x0−δ1<x<x0 及 x0<x<x0+δ2 , 从而有

| f(x)−A|<ε ,
即 f(x)→A(x→x0).

9. 试给出 x→∞时函数极限的局部有界性的定理, 并加以证明.
解 x→∞时函数极限的局部有界性的定理: 如果 f(x)当 x→∞时的极限存在, 则

存在 X>0 及 M>0, 使当|x|>X 时, |f(x)|<M.
证明 设 f(x)→A(x→∞), 则对于ε =1, ∃X>0, 当|x|>X 时, 有|f(x)−A|<ε =1. 所以

|f(x)|=|f(x)−A+A|≤|f(x)−A|+|A|<1+|A|.
这就是说存在 X>0 及 M>0, 使当|x|>X 时, |f(x)|<M, 其中 M=1+|A|.
习题 1−4

1. 两个无穷小的商是否一定是无穷小？举例说明之.
解 不一定.

例如, 当 x→0 时, α(x)=2x, β(x)=3x 都是无穷小, 但
3
2

)(
)(lim

0
=

→ x
x

x β
α ,

)(
)(

x
x

β
α 不是无

穷小.
2. 根据定义证明:

(1)
3
92

+
−=

x
xy 当 x→3 时为无穷小;

(2)
x

xy 1sin= 当 x→0 时为无穷小.

证明 (1)当 x≠3 时 |3|
3
9||

2
−=

+
−= x

x
xy . 因为∀ε>0, ∃δ=ε , 当 0<|x−3|<δ时, 有

εδ =<−=
+
−= |3|
3
9||

2
x

x
xy ,



所以当 x→3 时
3
92

+
−=

x
xy 为无穷小.

(2)当 x≠0 时 |0||1sin||||| −≤= x
x

xy . 因为∀ε>0, ∃δ=ε , 当 0<|x−0|<δ时, 有

εδ =<−≤= |0||1sin||||| x
x

xy ,

所以当 x→0 时
x

xy 1sin= 为无穷小.

3. 根据定义证明: 函数
x

xy 21+= 为当 x→0 时的无穷大. 问 x 应满足什么条件,

能使|y|>104？

证明 分析 2
||

11221|| −≥+=+=
xxx

xy , 要使|y|>M, 只须 M
x

>−2
||

1 , 即

2
1||
+

<
M

x .

证明 因为∀M>0, ∃
2

1
+

=
M

δ , 使当 0<|x−0|<δ时, 有 M
x

x >+21 ,

所以当 x→0 时, 函数
x

xy 21+= 是无穷大.

取 M=104, 则
210

1
4 +

=δ . 当
210

1|0|0 4 +
<−< x 时, |y|>104.

4. 求下列极限并说明理由:

(1)
x

x
x

12lim +
∞→

;

(2)
x
x

x −
−

→ 1
1lim

2

0
.

解 (1)因为
xx

x 1212 +=+ , 而当 x→∞ 时
x
1 是无穷小, 所以 212lim =+

∞→ x
x

x
.

(2)因为 x
x
x +=

−
− 1

1
1 2

(x≠1), 而当 x→0 时 x 为无穷小, 所以 1
1
1lim

2

0
=

−
−

→ x
x

x
.

5. 根据函数极限或无穷大定义, 填写下表:
f(x)→A f(x)→∞ f(x)→+∞ f(x)→−∞

x→x0

∀ε>0, ∃δ>0, 使

当 0<|x−x0|<δ时,
有恒|f(x)−A|<ε.

x→x0
+

x→x0
−



x→∞
∀ε>0, ∃X>0, 使当|x|>X 时,
有恒|f(x)|>M.

x→+∞

x→−∞

解

f(x)→A f(x)→∞ f(x)→+∞ f(x)→−∞

x→x0

∀ε>0, ∃δ>0, 使

当 0<|x−x0|<δ时,
有恒|f(x)−A|<ε.

∀M>0, ∃δ>0, 使

当 0<|x−x0|<δ时,
有恒|f(x)|>M.

∀M>0, ∃δ>0, 使

当 0<|x−x0|<δ时,
有恒 f(x)>M.

∀M>0, ∃δ>0, 使

当 0<|x−x0|<δ时,
有恒 f(x)<−M.

x→x0
+

∀ε>0, ∃δ>0, 使
当 0<x−x0<δ时,
有恒|f(x)−A|<ε.

∀M>0, ∃δ>0, 使
当 0<x−x0<δ时,
有恒|f(x)|>M.

∀M>0, ∃δ>0, 使
当 0<x−x0<δ时,
有恒 f(x)>M.

∀M>0, ∃δ>0, 使
当 0<x−x0<δ时,
有恒 f(x)<−M.

x→x0
−

∀ε>0, ∃δ>0, 使
当 0<x0−x<δ时,
有恒|f(x)−A|<ε.

∀M>0, ∃δ>0, 使
当 0<x0−x<δ时,
有恒|f(x)|>M.

∀M>0, ∃δ>0, 使
当 0<x0−x<δ时,
有恒 f(x)>M.

∀M>0, ∃δ>0, 使
当 0<x0−x<δ时,
有恒 f(x)<−M.

x→∞
∀ε>0, ∃X>0, 使
当|x|>X 时, 有恒

|f(x)−A|<ε.

∀ε>0, ∃X>0, 使
当|x|>X 时, 有恒

|f(x)|>M.

∀ε>0, ∃X>0, 使
当|x|>X 时, 有恒

f(x)>M.

∀ε>0, ∃X>0, 使
当|x|>X 时, 有恒

f(x)<−M.

x→+∞
∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x>X 时, 有恒

|f(x)−A|<ε.

∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x>X 时, 有恒

|f(x)|>M.

∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x>X 时, 有恒

f(x)>M.

∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x>X 时, 有恒

f(x)<−M.

x→−∞
∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x<−X时, 有恒

|f(x)−A|<ε.

∀ε>0, ∃X>0, 使

当x<−X时, 有恒

|f(x)|>M.

∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x<−X时, 有恒

f(x)>M.

∀ε>0, ∃X>0, 使

当 x<−X 时, 有恒

f(x)<−M.

6. 函数 y=xcos x 在(−∞, +∞)内是否有界？这个函数是否为当 x→+∞ 时的无穷
大？为什么？

解 函数 y=xcos x 在(−∞, +∞)内无界.
这是因为∀M>0, 在(−∞, +∞)内总能找到这样的 x, 使得|y(x)|>M. 例如

y(2kπ)=2kπ cos2kπ=2kπ (k=0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅),
当 k 充分大时, 就有| y(2kπ)|>M.

当 x→+∞ 时, 函数 y=xcos x 不是无穷大.
这是因为∀M>0, 找不到这样一个时刻 N, 使对一切大于 N 的 x, 都有|y(x)|>M.

例如

0)
2

2cos()
2

2()
2

2( =++=+ ππππππ kkky (k=0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅),

对任何大的 N, 当 k 充分大时, 总有 Nkx >+=
2

2 ππ , 但|y(x)|=0<M.



7. 证明: 函数
xx

y 1sin1= 在区间(0, 1]上无界, 但这函数不是当 x→0+时的无穷

大.

证明 函数
xx

y 1sin1= 在区间(0, 1]上无界. 这是因为

∀M>0, 在(0, 1]中总可以找到点 xk, 使 y(xk)>M. 例如当

2
2

1
ππ +

=
k

xk (k=0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅)

时, 有

2
2)( ππ += kxy k ,

当 k 充分大时, y(xk)>M.

当 x→0+ 时, 函数
xx

y 1sin1= 不是无穷大. 这是因为

∀M>0, 对所有的δ>0, 总可以找到这样的点 xk, 使 0<xk<δ, 但 y(xk)<M. 例如可
取

πk
xk 2

1= (k=0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅),

当 k 充分大时, xk<δ, 但 y(xk)=2kπsin2kπ=0<M.

习题 1−5
1. 计算下列极限:

(1)
3
5lim

2

2 −
+

→ x
x

x
;

解 9
32
52

3
5lim

22

2
−=

−
+=

−
+

→ x
x

x
.

(2)
1
3lim 2

2

3 +
−

→ x
x

x
;

解 0
1)3(
3)3(

1
3lim 2

2

2

2

3
=

+
−=

+
−

→ x
x

x
.

(3)
1

12lim 2

2

1 −
+−

→ x
xx

x
;

解 0
2
0

1
1lim

)1)(1(
)1(lim

1
12lim

1

2

12

2

1
==

+
−=

+−
−

=
−

+−
→→→ x

x
xx

x
x

xx
xxx

.



(4)
xx

xxx
x 23

24lim 2

23

0 +
+−

→
;

解
2
1

23
124lim

23
24lim

2

02

23

0
=

+
+−=

+
+−

→→ x
xx

xx
xxx

xx
.

(5)
h

xhx
h

22

0

)(lim −+
→

;

解 xhx
h

xhhxx
h

xhx
hhh

2)2(lim2lim)(lim
0

222

0

22

0
=+=−++=−+

→→→
.

(6) )112(lim 2xxx
+−

∞→
;

解 21lim1lim2)112(lim 22 =+−=+−
∞→∞→∞→ xxxx xxx

.

(7)
12

1lim 2

2

−−
−

∞→ xx
x

x
;

解
2
1

112

11
lim

12
1lim

2

2
2

2
=

−−

−
=

−−
−

∞→∞→

xx

x
xx

x
xx

.

(8)
13

lim 24

2

−−
+

∞→ xx
xx

x
;

解 0
13

lim 24

2
=

−−
+

∞→ xx
xx

x
(分子次数低于分母次数, 极限为零).

或 0121

11
lim

13
lim

42

32
24

2
=

−−

+
=

−−
+

∞→∞→

xx

xx
xx
xx

xx
.

(9)
45
86lim 2

2

4 +−
+−

→ xx
xx

x
;

解
3
2

14
24

1
2lim

)4)(1(
)4)(2(lim

45
86lim

442

2

4
=

−
−=

−
−=

−−
−−

=
+−
+−

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
.

(10) )12)(11(lim 2xxx
−+

∞→
;

解 221)12(lim)11(lim)12)(11(lim 22 =×=−⋅+=−+
∞→∞→∞→ xxxx xxx

.

(11) )
2
1    

4
1

2
11(lim nn

+⋅⋅⋅+++
∞→

;



解 2

2
11

)
2
1(1

lim)
2
1    

4
1

2
11(lim

1

=
−

−
=+⋅⋅⋅+++

+

∞→∞→

n

nnn
.

(12) 2
)1(    321lim

n
n

n

−+⋅⋅⋅+++
∞→

;

解
2
11lim

2
12

)1(
lim)1(    321lim 22 =−=

−

=−+⋅⋅⋅+++
∞→∞→∞→ n

n
n

nn

n
n

nnn
.

(13) 35
)3)(2)(1(lim

n
nnn

n

+++
∞→

;

解
5
1

5
)3)(2)(1(lim 3 =

+++
∞→ n

nnn
n

(分子与分母的次数相同, 极限为

最高次项系数之比).

或
5
1)31)(21)(11(lim

5
1

5
)3)(2)(1(lim 3 =+++=+++

∞→∞→ nnnn
nnn

nn
.

(14) )
1

3
1

1(lim 31 xxx −
−

−→
;

解
)1)(1(

)2)(1(lim
)1)(1(

31lim)
1

3
1

1(lim 212

2

131 xxx
xx

xxx
xx

xx xxx ++−
+−−=

++−
−++=

−
−

− →→→

1
1

2lim 21
−=

++
+−=

→ xx
x

x
.

2. 计算下列极限:

(1) 2

23

2 )2(
2lim

−
+

→ x
xx

x
;

解 因为 0
16
0

2
)2(lim 23

2

2
==

+
−

→ xx
x

x
, 所以 ∞=

−
+

→ 2

23

2 )2(
2lim

x
xx

x
.

(2)
12

lim
2

+∞→ x
x

x
;

解 ∞=
+∞→ 12

lim
2

x
x

x
(因为分子次数高于分母次数).

(3) )12(lim 3 +−
∞→

xx
x

.

解 ∞=+−
∞→

)12(lim 3 xx
x

(因为分子次数高于分母次数).

3. 计算下列极限:



(1)
x

x
x

1sinlim 2
0→

;

解 01sinlim 2
0

=
→ x

x
x

(当 x→0 时, x2 是无穷小, 而
x
1sin 是有界变量).

(2)
x

x
x

arctanlim
∞→

.

解 0arctan1limarctanlim =⋅=
∞→∞→

x
xx

x
xx

(当 x→∞时,
x
1是无穷小,

而 arctan x 是有界变量).
4. 证明本节定理 3 中的(2).

习题 1−5
1. 计算下列极限:

(1)
3
5lim

2

2 −
+

→ x
x

x
;

解 9
32
52

3
5lim

22

2
−=

−
+=

−
+

→ x
x

x
.

(2)
1
3lim 2

2

3 +
−

→ x
x

x
;

解 0
1)3(
3)3(

1
3lim 2

2

2

2

3
=

+
−

=
+
−

→ x
x

x
.

(3)
1

12lim 2

2

1 −
+−

→ x
xx

x
;

解 0
2
0

1
1lim

)1)(1(
)1(lim

1
12lim

1

2

12

2

1
==

+
−=

+−
−=

−
+−

→→→ x
x

xx
x

x
xx

xxx
.

(4)
xx

xxx
x 23

24lim 2

23

0 +
+−

→
;

解
2
1

23
124lim

23
24lim

2

02

23

0
=

+
+−=

+
+−

→→ x
xx

xx
xxx

xx
.

(5)
h

xhx
h

22

0

)(lim −+
→

;



解 xhx
h

xhhxx
h

xhx
hhh

2)2(lim2lim)(lim
0

222

0

22

0
=+=−++=−+

→→→
.

(6) )112(lim 2xxx
+−

∞→
;

解 21lim1lim2)112(lim 22 =+−=+−
∞→∞→∞→ xxxx xxx

.

(7)
12

1lim 2

2

−−
−

∞→ xx
x

x
;

解
2
1

112

11
lim

12
1lim

2

2
2

2
=

−−

−
=

−−
−

∞→∞→

xx

x
xx

x
xx

.

(8)
13

lim 24

2

−−
+

∞→ xx
xx

x
;

解 0
13

lim 24

2
=

−−
+

∞→ xx
xx

x
(分子次数低于分母次数, 极限为零).

或 0121

11
lim

13
lim

42

32
24

2
=

−−

+
=

−−
+

∞→∞→

xx

xx
xx
xx

xx
.

(9)
45
86lim 2

2

4 +−
+−

→ xx
xx

x
;

解
3
2

14
24

1
2lim

)4)(1(
)4)(2(lim

45
86lim

442

2

4
=

−
−=

−
−=

−−
−−

=
+−
+−

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
.

(10) )12)(11(lim 2xxx
−+

∞→
;

解 221)12(lim)11(lim)12)(11(lim 22 =×=−⋅+=−+
∞→∞→∞→ xxxx xxx

.

(11) )
2
1    

4
1

2
11(lim nn

+⋅⋅⋅+++
∞→

;

解 2

2
11

)
2
1(1

lim)
2
1    

4
1

2
11(lim

1

=
−

−
=+⋅⋅⋅+++

+

∞→∞→

n

nnn
.

(12) 2
)1(    321lim

n
n

n

−+⋅⋅⋅+++
∞→

;



解
2
11lim

2
12

)1(
lim)1(    321lim 22 =−=

−

=−+⋅⋅⋅+++
∞→∞→∞→ n

n
n

nn

n
n

nnn
.

(13) 35
)3)(2)(1(lim

n
nnn

n

+++
∞→

;

解
5
1

5
)3)(2)(1(lim 3 =+++

∞→ n
nnn

n
(分子与分母的次数相同, 极限为

最高次项系数之比).

或
5
1)31)(21)(11(lim

5
1

5
)3)(2)(1(lim 3 =+++=+++

∞→∞→ nnnn
nnn

nn
.

(14) )
1

3
1

1(lim 31 xxx −
−

−→
;

解
)1)(1(

)2)(1(lim
)1)(1(

31lim)
1

3
1

1(lim 212

2

131 xxx
xx

xxx
xx

xx xxx ++−
+−−=

++−
−++=

−
−

− →→→

1
1

2lim 21
−=

++
+−=

→ xx
x

x
.

2. 计算下列极限:

(1)
2

23

2 )2(
2lim

−
+

→ x
xx

x
;

解 因为 0
16
0

2
)2(lim 23

2

2
==

+
−

→ xx
x

x
, 所以 ∞=

−
+

→ 2

23

2 )2(
2lim

x
xx

x
.

(2)
12

lim
2

+∞→ x
x

x
;

解 ∞=
+∞→ 12

lim
2

x
x

x
(因为分子次数高于分母次数).

(3) )12(lim 3 +−
∞→

xx
x

.

解 ∞=+−
∞→

)12(lim 3 xx
x

(因为分子次数高于分母次数).

3. 计算下列极限:

(1)
x

x
x

1sinlim 2
0→

;

解 01sinlim 2
0

=
→ x

x
x

(当 x→0 时, x2 是无穷小, 而
x
1sin 是有界变量).

(2)
x

x
x

arctanlim
∞→

.



解 0arctan1limarctanlim =⋅=
∞→∞→

x
xx

x
xx

(当 x→∞时,
x
1是无穷小,

而 arctan x 是有界变量).
4. 证明本节定理 3 中的(2).

习题 1−7
1. 当 x→0 时, 2x−x2 与 x2−x3相比, 哪一个是高阶无穷小？

解 因为 0
2

lim
2

lim
2

02

32

0
=

−
−=

−
−

→→ x
xx

xx
xx

xx
,

所以当 x→0 时, x2−x3是高阶无穷小, 即 x2−x3=o(2x−x2).

2. 当 x→1 时, 无穷小 1−x 和(1)1−x3, (2) )1(
2
1 2x− 是否同阶？是否等价？

解 (1)因为 3)1(lim
1

)1)(1(lim
1
1lim 2

1

2

1

3

1
=++=

−
++−=

−
−

→→→
xx

x
xxx

x
x

xxx
,

所以当 x→1 时, 1−x 和 1−x3 是同阶的无穷小, 但不是等价无穷小.

(2)因为 1)1(lim
2
1

1

)1(
2
1

lim
1

2

1
=+=

−

−

→→
x

x
x

xx
,

所以当 x→1 时, 1−x 和 )1(
2
1 2x− 是同阶的无穷小, 而且是等价无穷小.

3. 证明: 当 x→0 时, 有:
(1) arctan x~x;

(2)
2

~1sec
2xx− .

证明 (1)因为 1
tan

limarctanlim
00

==
→→ y

y
x

x
yx

(提示: 令 y=arctan x, 则当 x→0 时,

y→0),
所以当 x→0 时, arctanx~x.

(2)因为 1)

2

2
sin2

(lim

2

2
sin2

lim
cos
cos1lim2

2
1

1seclim 2
02

2

02020
===−=−

→→→→ x

x

x

x

xx
x

x
x

xxxx
,

所以当 x→0 时,
2

~1sec
2xx− .



4. 利用等价无穷小的性质, 求下列极限:

(1)
x

x
x 2

3tanlim
0→

;

(2) m

n

x x
x
)(sin
)sin(lim

0→
(n, m 为正整数);

(3)
x

xx
x 30 sin

sintanlim −
→

;

(4)
)1sin1)(11(

tansinlim 3 20 −+−+
−

→ xx
xx

x
.

解 (1)
2
3

2
3lim

2
3tanlim

00
==

→→ x
x

x
x

xx
.

(2)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<∞
>
=

==
→→ mn

mn
mn

x
x

x
x

m

n

xm

n

x    
    0
    1

lim
)(sin
)sin(lim

00
.

(3)
2
1

cos
2
1

lim
sincos

cos1lim
sin

)1
cos

1(sin
lim

sin
sintanlim 2

2

0203030
==−=

−
=−

→→→→ xx

x

xx
x

x
x

x

x
xx

xxxx
.

(4)因为

322
2
1)

2
(2~

2
sintan2)1(costantansin xxxxxxxxx −=⋅−−=−=− (x→0),

2
3 23 22

23 2
3
1~

11)1(
11 x

xx
xx

++++
=−+ (x→0),

xx
x
xx ~sin~

1sin1
sin1sin1

++
=−+ (x→0),

所以 3

3
1

2
1

lim
)1sin1)(11(

tansinlim
2

3

03 20
−=

⋅

−
=

−+−+
−

→→ xx

x

xx
xx

xx
.

5. 证明无穷小的等价关系具有下列性质:
(1) α ~α (自反性);
(2) 若α ~β, 则β~α(对称性);
(3)若α ~β, β~γ, 则α~γ(传递性).

证明 (1) 1lim =
α
α , 所以α ~α ;



(2) 若α ~β, 则 1lim =
β
α , 从而 1lim =

α
β . 因此β~α ;

(3) 若α ~β, β~γ, 1limlimlim =⋅=
β
α

γ
β

γ
α . 因此α~γ.

习题 1−8
1. 研究下列函数的连续性, 并画出函数的图形:

(1)
⎩
⎨
⎧

≤<−
≤≤=
21    2
10        )(

2

xx
xxxf ;

解 已知多项式函数是连续函数, 所以函数 f(x)在[0, 1)和(1, 2]内是连续的.

在 x=1 处, 因为 f(1)=1, 并且

1lim)(lim 2
11

==
−− →→
xxf

xx
, 1)2(lim)(lim

11
=−=

++ →→
xxf

xx
.

所以 1)(lim
1

=
→

xf
x

, 从而函数 f(x)在 x=1 处是连续的.

综上所述，函数 f(x)在[0, 2]上是连续函数.

(2)
⎩
⎨
⎧

>
≤≤−= 1||       1
11     )( x

xxxf .

解 只需考察函数在 x=−1 和 x=1 处的连续性.
在 x=−1 处, 因为 f(−1)=−1, 并且

)1(11lim)(lim
11

−≠==
−− −→−→

fxf
xx

,

)1(1lim)(lim
11

−=−==
++ −→−→

fxxf
xx

,

所以函数在 x=−1 处间断, 但右连续.
在 x=1 处, 因为 f(1)=1, 并且

1lim)(lim
11

==
−− →→
xxf

xx
=f(1), 11lim)(lim

11
==

++ →→ xx
xf =f(1),

所以函数在 x=1 处连续.
综合上述讨论, 函数在(−∞, −1)和(−1, +∞)内连续, 在 x=−1 处间断, 但右连续.
2. 下列函数在指出的点处间断, 说明这些间断点属于哪一类, 如果是可去间

断点, 则补充或改变函数的定义使它连续:

(1)
23

1
2

2

+−
−=
xx

xy , x=1, x=2;



解
)1)(2(
)1)(1(

23
1

2

2

−−
−+=

+−
−=

xx
xx

xx
xy . 因为函数在 x=2 和 x=1 处无定义, 所以 x=2 和

x=1 是函数的间断点.

因为 ∞=
+−

−=
→→ 23

1limlim 2

2

22 xx
xy

xx
, 所以 x=2 是函数的第二类间断点;

因为 2
)2(
)1(limlim

11
−=

−
+=

→→ x
xy

xx
, 所以 x=1 是函数的第一类间断点, 并且是可去间断

点. 在 x=1 处, 令 y=−2, 则函数在 x=1 处成为连续的.

(2)
x

xy
tan

= , x=k,
2
ππ +=kx (k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅);

解 函数在点 x=kπ(k∈Z)和
2
 ππ +=kx (k∈Z)处无定义, 因而这些点都是函数的

间断点.

因 ∞=
→ x

x
kx tan

lim
π

(k≠0), 故 x=kπ(k≠0)是第二类间断点;

因为 1
tan

lim
0

=
→ x

x
x

, 0tanlim
2

=
+→ x

x
kx ππ

(k∈Z), 所以 x=0 和
2
 ππ +=kx (k∈Z) 是第一

类间断点且是可去间断点.
令 y|x=0=1, 则函数在 x=0 处成为连续的;

令
2
 ππ +=kx 时, y=0, 则函数在

2
 ππ +=kx 处成为连续的.

(3)
x

y 1cos2= , x=0;

解 因为函数
x

y 1cos2= 在 x=0 处无定义, 所以 x=0 是函数
x

y 1cos2= 的间断点.

又因为
xx
1coslim 2

0→
不存在, 所以 x=0 是函数的第二类间断点.

(4)
⎩
⎨
⎧

>−
≤−= 1      3
1      1

xx
xxy , x =1.

解 因为 0)1(lim)(lim
11

=−=
−− →→

xxf
xx

, 2)3(lim)(lim
11

=−=
++ →→

xxf
xx

, 所以 x=1 是函数的

第一类不可去间断点.

3. 讨论函数 x
x
xxf n

n

n 2

2

1
1lim)(
+
−=

∞→
的连续性, 若有间断点, 判别其类型.



解
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
=
>−

=
+
−=

∞→ 1||    
1||    0
1||    

1
1lim)( 2

2

xx
x
xx

x
x
xxf n

n

n
.

在分段点 x=−1 处, 因为 1)(lim)(lim
11

=−=
−− −→−→

xxf
xx

, 1lim)(lim
11

−==
++ −→−→
xxf

xx
, 所以

x=−1 为函数的第一类不可去间断点.

在分段点 x=1 处, 因为 1lim)(lim
11

==
−− →→
xxf

xx
, 1)(lim)(lim

11
−=−=

++ →→
xxf

xx
, 所以 x=1

为函数的第一类不可去间断点.
4. 证明: 若函数 f(x)在点 x0 连续且 f(x0)≠0, 则存在 x0 的某一邻域 U(x0), 当

x∈U(x0)时, f(x)≠0.

证明 不妨设 f(x0)>0. 因为 f(x)在x0连续, 所以 0)()(lim 0
0

>=
→

xfxf
xx

, 由极限的局

部保号性定理, 存在 x0的某一去心邻域 )( 0xU
ο

, 使当 x∈ )( 0xU
ο

时 f(x)>0, 从而当

x∈U(x0)时, f(x)>0. 这就是说, 则存在 x0 的某一邻域 U(x0), 当 x∈U(x0)时, f(x)≠0.
5. 试分别举出具有以下性质的函数 f(x)的例子:

(1)x=0, ±1, ±2,
2
1± , ⋅ ⋅ ⋅, ±n,

n
1± , ⋅ ⋅ ⋅是 f(x)的所有间断点, 且它们都是无穷间

断点;

解 函数
x

xxf ππ csc)csc()( += 在点 x=0, ±1, ±2,
2
1± , ⋅ ⋅ ⋅, ±n,

n
1± , ⋅ ⋅ ⋅处是间断的

,
且这些点是函数的无穷间断点.

(2)f(x)在 RRRR上处处不连续, 但|f(x)|在 RRRR上处处连续;

解 函数
⎩
⎨
⎧

∉
∈−= QQQQ
QQQQ

x
xxf         1

        1)( 在 RRRR上处处不连续, 但|f(x)|=1 在 RRRR上处处连续.

(3)f(x)在 RRRR上处处有定义, 但仅在一点连续.

解 函数
⎩
⎨
⎧

∉−
∈= QQQQ
QQQQ

xx
xxxf         

        )( 在 RRRR上处处有定义, 它只在 x=0 处连续.

习题 1−9

1. 求函数
6

33)( 2

23

−+
−−+=

xx
xxxxf 的连续区间, 并求极限 )(lim

0
xf

x→
, )(lim

3
xf

x −→
及

)(lim
2

xf
x→

.



解
)2)(3(

)1)(1)(3(
6

33)( 2

23

−+
+−+=

−+
−−+=

xx
xxx

xx
xxxxf , 函数在(−∞, +∞)内除点 x=2 和 x=−3

外是连续的, 所以函数 f(x)的连续区间为(−∞, −3)、(−3, 2)、(2, +∞).

在函数的连续点 x=0 处,
2
1)0()(lim

0
==

→
fxf

x
.

在函数的间断点 x=2 和 x=−3 处,

∞=
−+

+−+=
→→ )2)(3(

)1)(1)(3(lim)(lim
22 xx

xxxxf
xx

,
5
8

2
)1)(1(lim)(lim

33
−=

−
+−=

−→−→ x
xxxf

xx
.

2. 设函数 f(x)与 g(x)在点 x0连续, 证明函数

ϕ(x)=max{f(x), g(x)}, ψ(x)=min{ f(x), g(x)}
在点 x0也连续.

证明 已知 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

, )()(lim 0
0

xgxg
xx

=
→

.

可以验证

] |)()(|)()([
2
1)( xgxfxgxfx −++=ϕ ,

] |)()(|)()([
2
1)( xgxfxgxfx −−+=ψ .

因此 ] |)()(|)()([
2
1)( 00000 xgxfxgxfx −++=ϕ ,

] |)()(|)()([
2
1)( 00000 xgxfxgxfx −−+=ψ .

因为

] |)()(|)()([
2
1lim)(lim

00
xgxfxgxfx

xxxx
−++=

→→
ϕ

] |)(lim)(lim|)(lim)(lim[
2
1

0000
xgxfxgxf

xxxxxxxx →→→→
−++=

] |)()(|)()([
2
1

0000 xgxfxgxf −++= =ϕ(x0),

所以ϕ(x)在点 x0 也连续.
同理可证明ψ(x)在点 x0 也连续.

3. 求下列极限:

(1) 52lim 2
0

+−
→

xx
x

;



(2) 3

4

)2(sinlim x
x π→

;

(3) )2cos2ln(lim
6

x
x π→

;

(4)
x

x
x

11lim
0

−+
→

;

(5)
1

45lim
1 −

−−
→ x

xx
x

;

(6)
ax

ax
ax −

−
→

sinsinlim ;

(7) )(lim 22 xxxx
x

−−+
+∞→

.

解 (1)因为函数 52)( 2 +−= xxxf 是初等函数, f(x)在点 x=0 有定义, 所以

55020)0(52lim 22
0

=+⋅−==+−
→

fxx
x

.

(2)因为函数 f(x)=(sin 2x)3是初等函数, f(x)在点
4
π=x 有定义, 所以

1)
4

2(sin)
4

()2(sinlim 33

4

=⋅==
→

ππ
π

fx
x

.

(3)因为函数 f(x)=ln(2cos2x)是初等函数, f(x)在点
6
π=x 有定义, 所以

0)
6

2cos2ln()
6

()2cos2ln(lim
6

=⋅==
→

ππ
π

fx
x

.

(4)
)11(

lim
)11(

)11)(11(lim11lim
000 ++

=
++

++−+=−+
→→→ xx

x
xx

xx
x

x
xxx

2
1

110
1

11
1lim

0
=

++
=

++
=

→ xx
.

(5)
)45)(1(

)45)(45(lim
1

45lim
11 xxx

xxxx
x

xx
xx +−−

+−−−=
−

−−
→→

)45)(1(
44lim

1 xxx
x

x +−−
−=

→
2

1415
4

45
4lim

1
=

+−⋅
=

+−
=

→ xxx
.



(6)
ax

axax

ax
ax

axax −

−+
=

−
−

→→
2

sin
2

cos2
limsinsinlim

aaa
ax

ax
ax

axax
cos1

2
cos

2

2
sin

lim
2

coslim =⋅+=
−

−
⋅+=

→→
.

(7)
)(

))((lim)(lim
22

2222
22

xxxx
xxxxxxxxxxxx

xx −++
−++−−+

=−−+
+∞→+∞→

1
)1111(

2lim
)(

2lim
22

=
−++

=
−++

=
+∞→+∞→

xx
xxxx

x
xx

.

4. 求下列极限:

(1) x
x

e
1

lim
∞→

;

(2)
x

x
x

sinlnlim
0→

;

(3) 2)11(lim
x

x x
+

∞→
;

(4) x
x

x 2cot2
0

)tan31(lim +
→

;

(5) 2
1

)
6
3(lim

−

∞→ +
+ x

x x
x ;

(6)
xxx

xx
x −+

+−+
→ 20 sin1

sin1tan1lim .

解 (1) 1lim 0
1lim1

=== ∞→

∞→
eee xx

x
x .

(2) 01ln)sinlimln(sinlnlim
00

===
→→ x

x
x

x
xx

.

(3) [ ] ee
xx

x
x

x

x
==+=+

∞→∞→
2
1

2
1

2 )11(lim)11(lim .



(4) [ ] 33tan3
1

2
0

cot2
0

22 )tan31(lim)tan31(lim exx x
x

x
x

=+=+
→→

.

(5) 2
1

6
3

3
6

2
1

)
6

31()
6
3(

−
+

−⋅
−
+−

+
−+=

+
+ x

x
xx

xx
x . 因为

e
x

x

x
=

+
−+ −

+

∞→
3

6
)

6
31(lim ,

2
3

2
1

6
3lim −=−⋅

+
−

∞→

x
xx

,

所以 2
3

2
1

)
6
3(lim −−

∞→
=

+
+ e

x
x x

x
.

(6)
)sin1tan1)(1sin1(

)1sin1)(sin1tan1(lim
sin1

sin1tan1lim
2

2

020 xxxx
xxx

xxx
xx

xx +++−+
+++−+

=
−+
+−+

→→

xx

xx

xxxx
xxx

xx 2

2

02

2

0 sin
2

sin2tan
lim

)sin1tan1(sin
)1sin1)(sin(tanlim

⋅
=

+++
++−=

→→

2
1)

2
(2

lim 3

2

0
=

⋅
=

→ x

xx
x

.

5. 设函数
⎩
⎨
⎧

≥+
<=
0     
0         )(

xxa
xexf

x
, 应当如何选择数 a, 使得 f(x)成为在(−∞, +∞)

内的连续函数？

解 要使函数 f(x)在(−∞, +∞)内连续, 只须 f(x)在 x=0 处连续, 即只须

afxfxf
xx

===
+→−→

)0()(lim)(lim
00

.

因为 1lim)(lim
00

==
−→−→

x
xx

exf , axaxf
xx

=+=
+→+→

)(lim)(lim
00

, 所以只须取 a=1.

习题 1−10
1. 证明方程 x5−3x=1 至少有一个根介于 1 和 2 之间.

证明 设 f(x)=x5−3x−1, 则 f(x)是闭区间[1, 2]上的连续函数.

因为 f(1)=−3, f(2)=25, f(1)f(2)<0, 所以由零点定理, 在(1, 2)内至少有一点ξ

(1<ξ<2), 使 f(ξ)=0, 即 x=ξ 是方程 x5−3x=1 的介于 1 和 2 之间的根.

因此方程 x5−3x=1 至少有一个根介于 1 和 2 之间.

2. 证明方程 x=asinx+b, 其中 a>0, b>0, 至少有一个正根, 并且它不超过 a+b.



证明 设 f(x)=asin x+b−x, 则 f(x)是[0, a+b]上的连续函数.

f(0)=b, f(a+b)=a sin (a+b)+b−(a+b)=a[sin(a+b)−1]≤0.

若 f(a+b)=0, 则说明 x=a+b 就是方程 x=asinx+b 的一个不超过 a+b 的根;

若 f(a+b)<0, 则 f(0)f(a+b)<0, 由零点定理, 至少存在一点ξ∈(0, a+b), 使 f(ξ)=0,

这说明 x=ξ 也是方程 x=asinx+b 的一个不超过 a+b 的根.

总之, 方程 x=asinx+b 至少有一个正根, 并且它不超过 a+b.

3. 设函数 f(x)对于闭区间[a, b]上的任意两点 x、y, 恒有|f(x)−f(y)|≤L|x−y |, 其中

L 为正常数, 且 f(a) ⋅f(b)<0. 证明: 至少有一点ξ∈(a, b), 使得 f(ξ)=0.
证明 设 x0为(a, b)内任意一点. 因为

0||lim|)()(|lim0 00
00

=−≤−≤
→→

xxLxfxf
xxxx

,

所以 0|)()(|lim 0
0

=−
→

xfxf
xx

,

即 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

.

因此 f(x)在(a, b)内连续.
同理可证 f(x)在点 a 处左连续, 在点 b 处右连续, 所以 f(x)在[a, b]上连续.
因为 f(x)在[a, b]上连续, 且 f(a) ⋅f(b)<0, 由零点定理, 至少有一点ξ∈(a, b), 使

得 f(ξ)=0.
4. 若 f(x)在[a, b]上连续, a<x1<x2< ⋅ ⋅ ⋅ <xn<b, 则在[x1, xn]上至少有一点ξ , 使

n
xfxfxff n)(    )()()( 21 +⋅⋅⋅++=ξ .

证明 显然 f(x)在[x1, xn]上也连续. 设M 和m 分别是 f(x)在[x1, xn]上的最大值和

最小值.

因为 xi∈[x1, xn](1≤ i≤n), 所以有 m≤f(xi)≤M, 从而有

Mnxfxfxfmn n ⋅≤+⋅⋅⋅++≤⋅ )(    )()( 21 ,

M
n

xfxfxfm n ≤+⋅⋅⋅++≤ )(    )()( 21 .

由介值定理推论, 在[x1, xn]上至少有一点ξ , 使

n
xfxfxff n)(    )()()( 21 +⋅⋅⋅++=ξ .

5. 证明: 若 f(x)在(−∞, +∞)内连续, 且 )(lim xf
x ∞→

存在, 则 f(x)必在(−∞, +∞)内有



界.

证明 令 Axf
x

=
∞→

)(lim , 则对于给定的ε>0, 存在 X>0, 只要|x|>X, 就有

|f(x)−A|<ε , 即 A−ε<f(x)<A+ε .
又由于 f(x)在闭区间[−X, X]上连续, 根据有界性定理, 存在 M>0, 使|f(x)|≤M,

x∈[−X, X].
取 N=max{M, |A−ε|, |A+ε|}, 则|f(x)|≤N, x∈(−∞, +∞), 即 f(x)在(−∞, +∞)内有界.
6. 在什么条件下, (a, b)内的连续函数 f(x)为一致连续？

总习题一

1. 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格

内:
(1)数列{xn}有界是数列{xn}收敛的________条件. 数列{xn}收敛是数列{xn}有

界的________的条件.

(2)f(x)在 x0的某一去心邻域内有界是 )(lim
0

xf
xx→

存在的________条件. )(lim
0

xf
xx→

存在是 f(x)在 x0 的某一去心邻域内有界的________条件.

(3) f(x) 在 x0 的某一去心邻域内无界是 ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

的 ________ 条件 .

∞=
→

)(lim
0

xf
xx

是 f(x)在 x0的某一去心邻域内无界的________条件.

(4)f(x)当 x→x0 时的右极限 f(x0+)及左极限 f(x0−)都存在且相等是 )(lim
0

xf
xx→

存在

的________条件.
解 (1) 必要, 充分.
(2) 必要, 充分.
(3) 必要, 充分.
(4) 充分必要.
2. 选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论:
设 f(x)=2x+3x−2, 则当 x→0 时, 有( ).
(A)f(x)与 x 是等价无穷小; (B)f(x)与 x 同阶但非等价无穷小;
(C)f(x)是比 x 高阶的无穷小; (D)f(x)是比 x 低阶的无穷小.

解 因为
xxxx

xf x

x

x

x

xx

xx
13lim12lim232lim)(lim

0000
−+−=−+=

→→→→

3ln2ln
)1ln(

lim3ln
)1ln(

lim2ln
00

+=
+

+
+

=
→→ u

u
t

t
ut

(令 2x−1=t, 3x−1=u) .

所以 f(x)与 x 同阶但非等价无穷小, 故应选 B.
3. 设 f(x)的定义域是[0, 1], 求下列函数的定义域:
(1) f(ex);
(2) f(ln x);



(3) f(arctan x);
(4) f(cos x).
解 (1)由 0≤ex≤1 得 x≤0, 即函数 f(ex)的定义域为(−∞, 0].
(2) 由 0≤ ln x≤1 得 1≤x≤e , 即函数 f(ln x)的定义域为[1, e].
(3) 由 0≤ arctan x ≤1 得 0≤x≤tan 1, 即函数 f(arctan x)的定义域为[0, tan 1].

(4) 由 0≤ cos x≤1 得
2

2
2

2 ππππ +≤≤− nxn (n=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅),

即函数 f(cos x)的定义域为[
2

  ,
2

2 ππππ +− nn ], (n=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅).

4. 设

⎩
⎨
⎧

>
≤= 0      

0      0)( xx
xxf ,

⎩
⎨
⎧

>−
≤

=
0     
0         0)( 2 xx

xxg ,

求 f[f(x)] , g[g(x)], f[g(x)] , g[f(x)] .

解 因为 f(x)≥0, 所以 f[f(x)]=f(x)
⎩
⎨
⎧

>
≤= 0      

0      0
xx
x ;

因为 g(x)≤0, 所以 g[g(x)]=0;
因为 g(x)≤0, 所以 f[g(x)]=0;

因为 f(x)≥0, 所以 g[f(x)]=−f 2(x)
⎩
⎨
⎧

>−
≤

=
0     
0         0

2 xx
x

.

5. 利用 y=sin x 的图形作出下列函数的图形:
(1)y=|sin x|;
(2)y=sin|x|;

(3)
2

sin2 xy = .

6. 把半径为 R 的一圆形铁片, 自中心处剪去中心角为α的一扇形后围成一无

底圆锥. 试将这圆锥的体积表为α的函数.
解 设围成的圆锥的底半径为 r, 高为 h, 依题意有

R(2π−α)=2πr ,
π

απ
2

)2( −= Rr ,

π
απα

π
απ

2
4

4
)2( 2

2

22
222 −=−−=−= RRRrRh .

圆锥的体积为

π
απα

π
αππ 2

4
4

)2(
3
1 2

2

22 −⋅−⋅= RRV



22
2

3
4)2(

24
aR −⋅−= πααπ

π
(0<α<2π).

7. 根据函数极限的定义证明 5
3

6lim
2

3
=

−
−−

→ x
xx

x
.

证明 对于任意给定的ε>0, 要使 ε<−
−

−− |5
3

6|
2

x
xx , 只需 |x−3|<ε, 取δ=ε, 当

0<|x−3|<δ时, 就有|x−3|<ε, 即 ε<−
−

−− |5
3

6|
2

x
xx , 所以 5

3
6lim

2

3
=

−
−−

→ x
xx

x
.

8. 求下列极限:

(1) 2

2

1 )1(
1lim

−
+−

→ x
xx

x
;

(2) )1(lim 2 xxx
x

−+
+∞→

;

(3) 1)
12
32(lim +

∞→ +
+ x

x x
x ;

(4) 30
sintanlim

x
xx

x
−

→
;

(5) x
xxx

x
cba 1

0
)

3
(lim ++

→
(a>0, b>0, c>0);

(6) x

x
x tan

2

)(sinlim
π→

.

解 (1)因为 0
1

)1(lim 2

2

1
=

+−
−

→ xx
x

x
, 所以 ∞=

−
+−

→ 2

2

1 )1(
1lim

x
xx

x
.

(2)
)1(

)1)(1(lim)1(lim
2

22
2

xx
xxxxxxxx

xx ++
++−+

=−+
+∞→+∞→

2
1

111

1lim
1

lim
2

2
=

++
=

++
=

+∞→+∞→

x
xx

x
xx

.

(3) 2
1

2
12

11 )
12

21(lim)
12

21(lim)
12
32(lim ++

∞→
+

∞→
+

∞→ +
+=

+
+=

+
+ x

x
x

x
x

x xxx
x

2
1

2
12

)
12

21()
12

21(lim
+

+
+

+=
+

∞→ xx
x

x

e
xx x

x

x
=

+
+⋅

+
+=

∞→

+

∞→
2
1

2
12

)
12

21(lim)
12

21(lim .



(4)
xx

xx
x

xx

x
xx

xxx cos
)cos1(sinlim

)1cos
1(sin

limsintanlim 303030

−=
−

=−
→→→

2
1)

2
(2

lim
cos

2
sin2sin

lim 3

2

03

2

0
=

⋅
=

⋅
=

→→ x

xx

xx

xx
xx

(提示: 用等价无穷小换).

(5) x
cba

cba
xxx

x
x

xxx

x

xxx

xxxcbacba 3
3

3
3

0

1

0
)

3
31(lim)

3
(lim

−++⋅
−++

→→

−+++=++ , 因为

ecba xxx cba
xxx

x
=−+++ −++

→
3

3

0
)

3
31(lim ,

)111(lim
3
1

3
3lim

00 x
c

x
b

x
a

x
cba xxx

x

xxx

x
−+−+−=−++

→→

]
)1ln(

1limln
)1ln(

1limln
)1ln(

1lim[ln
3
1

000 v
c

u
b

t
a

vut +
+

+
+

+
=

→→→

3ln)lnln(ln
3
1 abccba =++= ,

所以 3ln
1

0

3)
3

(lim abcecba abcx
xxx

x
==++

→
.

提示: 求极限过程中作了变换 ax−1=t, bx−1=u, cx−1=v.

(6) xx
x

x

x

x
xx

tan)1(sin
1sin

1

2

tan

2

)]1(sin1[lim)(sinlim
−⋅

−

→→
−+=

ππ
, 因为

ex x
x

=−+ −

→

1sin
1

2

)]1(sin1[lim
π

,

x
xxxx

xx cos
)1(sinsinlimtan)1(sinlim

22

−=−
→→ ππ

0
1sin

cossinlim
)1(sincos
)1(sinsinlim

2

2

2

=
+

−=
+
−=

→→ x
xx

xx
xx

xx ππ
,

所以 1)(sinlim 0tan

2

==
→

ex x

x π
.

9. 设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+

>
=

0       

0      1sin)(
2 xxa

x
x

xxf , 要使 f(x)在(−∞, +∞)内连续, 应怎样选择数 a?



解 要使函数连续, 必须使函数在 x=0 处连续.
因为

f(0)=a, axaxf
xx

=+=
−− →→

)(lim)(lim 2
00

, 01sinlim)(lim
00

==
++ →→ x
xxf

xx
,

所以当 a=0 时, f(x)在 x=0 处连续. 因此选取 a=0 时, f(x)在(−∞, +∞)内连续.

10. 设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<−+
>= −

01    )1ln(
0           )( 1

1

xx
xexf x , 求 f(x)的间断点, 并说明间断点所属类形.

解 因为函数 f(x)在 x=1 处无定义, 所以 x=1 是函数的一个间断点.

因为 0lim)(lim 1
1

11
== −

→→ −−
x

xx
exf (提示 −∞=

−−→ 1
1lim

1 xx
),

∞== −
→→ ++

1
1

11
lim)(lim x
xx

exf (提示 +∞=
−+→ 1
1lim

1 xx
),

所以 x=1 是函数的第二类间断点.

又因为 0)1ln(lim)(lim
00

=+=
−− →→

xxf
xx

,
e

exf x
xx

1lim)(lim 1
1

00
== −

→→ ++
,

所以 x=0 也是函数的间断点, 且为第一类间断点.

11. 证明 ( ) 11    
2

1
1

1lim
222

=
+

+⋅⋅⋅+
+

+
+∞→ nnnnn

.

证明 因为 ( )
1

1    
2

1
1

1
22222 +

≤
+

+⋅⋅⋅+
+

+
+

≤
+ n

n
nnnnnn

n , 且

1
11

1limlim
2

=
+

=
+ ∞→∞→

n
nn

n
nn

, 1
11

1lim
1

lim
2

2
=

+
=

+ ∞→∞→

n
n
n

nn
,

所以 ( ) 11    
2

1
1

1lim
222

=
+

+⋅⋅⋅+
+

+
+∞→ nnnnn

.

12. 证明方程 sin x+x+1=0 在开区间 )
2

 ,
2

( ππ− 内至少有一个根.

证明 设 f(x)=sin x+x+1, 则函数 f(x)在 ]
2

,
2
 [ ππ− 上连续.

因为
2

1
2

1)
2
 ( πππ −=+−−=−f ,

2
21

2
1)

2
 ( πππ +=++=f , 0)

2
 ()

2
 ( <⋅− ππ ff ,

所以由零点定理, 在区间 )
2

,
2
 ( ππ− 内至少存在一点ξ, 使 f(ξ)=0.

这说明方程 sin x+x+1=0 在开区间 )
2

,
2
 ( ππ− 内至少有一个根.



13. 如果存在直线 L: y=kx+b, 使得当 x→∞(或 x→+∞, x→−∞)时, 曲线 y=f(x)上
的动点 M(x, y)到直线 L 的距离 d(M, L)→0, 则称 L 为曲线 y=f(x)的渐近线. 当直线

L 的斜率 k≠0 时, 称 L 为斜渐近线.
(1)证明: 直线 L: y=kx+b 为曲线 y=f(x)的渐近线的充分必要条件是

x
xfk

xx
x

)(lim
),(

         
−∞→+∞→

∞→
= , ])([lim

),(
         

kxxfb
xx

x
−=

−∞→+∞→
∞→

.

(2)求曲线 xexy
1

)12( −= 的斜渐近线.

证明 (1) 仅就 x→∞的情况进行证明.
按渐近线的定义, y=kx+b 是曲线 y=f(x)的渐近线的充要条件是

0)]()([lim =+−
∞→

bkxxf
x

.

必要性: 设 y=kx+b 是曲线 y=f(x)的渐近线, 则 0)]()([lim =+−
∞→

bkxxf
x

,

于是有 0])([lim =−−
∞→ x

bk
x
xfx

x
⇒ 0)(lim =−

∞→
k

x
xf

x
⇒

x
xfk

x

)(lim
∞→

= ,

同时有 0])([lim =−−
∞→

bkxxf
x

⇒ ])([lim kxxfb
x

−=
∞→

.

充分性: 如果
x
xfk

x
)(lim

∞→
= , ])([lim kxxfb

x
−=

∞→
, 则

0])([lim])([lim)]()([lim =−=−−=−−=+−
∞→∞→∞→

bbbkxxfbkxxfbkxxf
xxx

,

因此 y=kx+b 是曲线 y=f(x)的渐近线.

(2)因为 212limlim
1

=⋅−==
∞→∞→

x
xx

e
x

x
x
yk ,

11
)1ln(

lim21)1(lim2]2)12[(lim]2[lim
0

11
=−

+
=−−=−−=−=

→∞→∞→∞→ t
texxexxyb

t
x

x
x

xx
,

所以曲线 xexy
1

)12( −= 的斜渐近线为 y=2x+1.

习题 2−1
1. 设物体绕定轴旋转, 在时间间隔[0, t]内转过的角度为θ, 从而转角θ是 t 的

函数: θ=θ(t). 如果旋转是匀速的, 那么称
t
θω = 为该物体旋转的角速度, 如果旋转

是非匀速的, 应怎样确定该物体在时刻 t0 的角速度？

解 在时间间隔[t0, t0+∆t]内的平均角速度ω 为



t
ttt

t ∆
−∆+=

∆
∆= )()( 00 θθθω ,

故 t0 时刻的角速度为

)()()(limlimlim 0
00

000
t

t
ttt

t ttt
θθθθωω ′=

∆
−∆+=

∆
∆==

→∆→∆→∆
.

2. 当物体的温度高于周围介质的温度时, 物体就不断冷却, 若物体的温度 T
与时间 t 的函数关系为 T=T(t), 应怎样确定该物体在时刻 t 的冷却速度？

解 物体在时间间隔[t0, t0+∆t]内, 温度的改变量为

∆T=T(t+∆t)−T(t),

平均冷却速度为

t
tTttT

t
T

∆
−∆+=

∆
∆ )()( ,

故物体在时刻 t 的冷却速度为

)()()(limlim
00

tT
t

tTttT
t
T

tt
′=

∆
−∆+=

∆
∆

→∆→∆
.

3. 设某工厂生产 x 单位产品所花费的成本是 f(x)元, 此函数 f(x)称为成本函数

, 成本函数 f(x)的导数 f′(x)在经济学中称为边际成本. 试说明边际成本 f′(x)的实际

意义.

解 f(x+∆x)−f(x)表示当产量由 x 改变到 x+∆x 时成本的改变量.

x
xfxxf

∆
−∆+ )()(

表示当产量由 x 改变到 x+∆x 时单位产量的成本.

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+=′

→∆

)()(lim)(
0

表示当产量为 x 时单位产量的成本.

4. 设 f(x)=10x2, 试按定义, 求 f ′(−1).

解
x

x
x

fxff
xx ∆

−−∆+−=
∆

−−∆+−=−′
→∆→∆

22

00
)1(10)1(10lim)1()1(lim)1(

20)2(lim102lim10
0

2

0
−=∆+−=

∆
∆+∆−=

→∆→∆
x

x
xx

xx
.

5. 证明(cos x)′=−sin x.

解
x

xxxx
x ∆

−∆+=′
→∆

cos)cos(lim)(cos
0

x

xxx
x ∆

∆∆+−
=

→∆
2

sin)
2

sin(2
lim

0



xx

x
xx

x
sin]

2

2
sin

)
2

sin([lim
0

−=
∆

∆
∆+−=

→∆
.

6. 下列各题中均假定 f ′(x0)存在, 按照导数定义观察下列极限, 指出 A 表示什

么:

(1) A
x

xfxxf
x

=
∆

−∆−
→∆

)()(lim 00
0

;

解
x

xfxxfA
x ∆

−∆−=
→∆

)()(lim 00
0

)()()(lim 0
00

0
xf

x
xfxxf

x
′−=

∆−
−∆−−=

→∆−
.

(2) A
x
xf

x
=

→

)(lim
0

, 其中 f(0)=0, 且 f ′(0)存在;

解 )0()0()0(lim)(lim
00

f
x

fxf
x
xfA

xx
′=−+==

→→
.

(3) A
h

hxfhxf
h

=−−+
→

)()(lim 00
0

.

解
h

hxfhxfA
h

)()(lim 00
0

−−+=
→

h
xfhxfxfhxf

h

)]()([)]()([lim 0000
0

−−−−+=
→

h
xfhxf

h
xfhxf

hh

)()(lim)()(lim 00
0

00
0

−−−−+=
→→

=f ′(x0)−[−f ′(x0)]=2f ′(x0).
7. 求下列函数的导数:

(1)y=x4;

(2) 3 2xy= ;

(3)y=x1. 6;

(4)
x

y 1= ;

(5) 2
1
x

y= ;

(6) 53 xxy= ;



(7)
5

3 22

x
xxy= ;

解 (1)y′=(x4)′=4x4−1=4x3 .

(2) 3
11

3
2

3
2

3 2
3
2

3
2)()(

−−
==′=′=′ xxxxy .

(3)y′=(x1 . 6)′=1.6x1. 6−1=1.6x 0. 6.

(4) 2
31

2
1

2
1

2
1

2
1)()1(

−−−−
−=−=′=′=′ xxx

x
y .

(5) 32
2 2)()1( −− −=′=′=′ xx

x
y .

(6) 5
111

5
16

5
16

53
5

16
5

16)()( xxxxxy ==′=′=′
−

.

(7) 6
51

6
1

6
1

5

3 22

6
1

6
1)()(

−−
==′=′=′ xxx

x
xxy .

8. 已知物体的运动规律为 s=t3(m). 求这物体在 t=2 秒(s)时的速度.

解 v=(s)′=3t2, v|t=2=12(米/秒).
9. 如果 f(x)为偶函数, 且 f(0)存在, 证明 f(0)=0.

证明 当 f(x)为偶函数时, f(−x)=f(x), 所以

)0(
0

)0()(lim
0

)0()(lim
0

)0()(lim)0(
000

f
x

fxf
x

fxf
x

fxff
xxx

′−=
−−
−−−=

−
−−=

−
−=′

→−→→
,

从而有 2f ′(0)=0, 即 f ′(0)=0.

10. 求曲线 y=sin x 在具有下列横坐标的各点处切线的斜率: π3
2=x , x=π.

解 因为 y′=cos x, 所以斜率分别为

2
1

3
2cos1 −== πk , 1cos2 −== πk .

11. 求曲线 y=cos x 上点 )
2
1 ,

3
(π 处的切线方程和法线方程式.

解 y′=−sin x,
2
3

3
sin

3
−=−=′

=

π
πx

y ,



故在点 )
2
1 ,

3
(π 处, 切线方程为 )

3
(

2
3

2
1 π−−=− xy ,

法线方程为 )
3

(
3
2

2
1 π−−=− xy .

12. 求曲线 y=ex在点(0,1)处的切线方程.

解 y′=ex, y′|x=0=1, 故在(0, 1)处的切线方程为

y−1=1⋅(x−0), 即 y=x+1.

13. 在抛物线 y=x2上取横坐标为 x1=1 及 x2=3 的两点, 作过这两点的割线, 问

该抛物线上哪一点的切线平行于这条割线？

解 y′=2x, 割线斜率为 4
2

19
13

)1()3( =−=
−
−= yyk .

令 2x=4, 得 x=2.

因此抛物线 y=x2上点(2, 4)处的切线平行于这条割线.

14. 讨论下列函数在 x=0 处的连续性与可导性:

(1)y=|sin x|;

(2)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
0              0

0    1sin2

x
x

x
xy .

解 (1)因为

y(0)=0, 0)sin(lim|sin|limlim
000

=−==
−−− →→→

xxy
xxx

,

0sinlim|sin|limlim
000

===
+++ →→→

xxy
xxx

,

所以函数在 x=0 处连续.

又因为

1sinlim
0

|0sin||sin|lim
0

)0()(lim)0(
000

−=−=
−
−=

−
−=′

−−− →→→
− x

x
x

x
x

yxyy
xxx

,

1sinlim
0

|0sin||sin|lim
0

)0()(lim)0(
000

==
−
−=

−
−=′

+++ →→→
+ x

x
x

x
x

yxyy
xxx

,

而 y′−(0)≠y′+(0), 所以函数在 x=0 处不可导.

解 因为 01sinlim)(lim 2
00

==
→→ x

xxy
xx

, 又 y(0)=0, 所以函数在 x=0 处连续.

又因为



01sinlim
01sin

lim
0

)0()(lim
0

2

00
==

−
=

−
−

→→→ x
x

x
xx

x
yxy

xxx
,

所以函数在点 x=0 处可导, 且 y′(0)=0.

15. 设函数
⎩
⎨
⎧

>+
≤=

1    
1         )(

2

xbax
xxxf 为了使函数 f(x)在x=1处连续且可导, a, b应取什

么值？

解 因为

1lim)(lim 2
11

==
−− →→
xxf

xx
, babaxxf

xx
+=+=

++ →→
)(lim)(lim

11
, f(1)=a+b,

所以要使函数在 x=1 处连续, 必须 a+b=1 .

又因为当 a+b=1 时

2
1
1lim)1(

2

1
=

−
−=′

−→
− x

xf
x

,

a
x
xa

x
baxa

x
baxf

xxx
=

−
−=

−
−++−=

−
−+=′

+++ →→→
+ 1

)1(lim
1

1)1(lim
1

1lim)1(
111

,

所以要使函数在 x=1 处可导, 必须 a=2, 此时 b=−1.

16. 已知
⎩
⎨
⎧

<−
≥=

0    
0     )(

2

xx
xxxf 求 f+′(0)及 f−′(0), 又 f ′(0)是否存在？

解 因为

f−′(0)= 10lim)0()(lim
00

−=−−=−
−− →→ x

x
x

fxf
xx

,

f+′(0)= 00lim)0()(lim
2

00
=−=−

++ →→ x
x

x
fxf

xx
,

而 f−′(0)≠f+′(0), 所以 f ′(0)不存在.

17. 已知 f(x)=
⎩
⎨
⎧

≥
<

0        
0   sin

xx
xx , 求 f ′(x) .

解 当 x<0 时, f(x)=sin x, f ′(x)=cos x ;

当 x>0 时, f(x)=x, f ′(x)=1;

因为 f−′(0)= 10sinlim)0()(lim
00

=−=−
−− →→ x

x
x

fxf
xx

,



f+′(0)= 10lim)0()(lim
00

=−=−
++ →→ x

x
x

fxf
xx

, 所以 f ′(0)=1, 从而

f ′(x)=
⎩
⎨
⎧

≥
<

0       1
0    cos

x
xx .

18. 证明: 双曲线 xy=a2 上任一点处的切线与两坐标轴构成的三角形的面积都

等于 2a2 .

解 由 xy=a2得
x

ay
2

= , 2

2

x
ayk −=′= .

设(x0, y0)为曲线上任一点, 则过该点的切线方程为

)( 02
0

2
0 xx

x
ayy −−=− .

令 y=0, 并注意 x0y0=a2, 解得 002

2
00 2xx

a
xyx =+= , 为切线在 x 轴上的距.

令 x=0, 并注意 x0y0=a2, 解得 00
0

2
2yy

x
ay =+= , 为切线在 y 轴上的距.

此切线与二坐标轴构成的三角形的面积为

2
0000 2||2|2||2|

2
1 ayxyxS === .

习题 2−2
1. 推导余切函数及余割函数的导数公式:

(cot x)′=−csc2x ; (csc x)′=−csc xcot x .

解
x

xxxx
x
xx 2sin

coscossinsin)
sin
cos()(cot ⋅−⋅−=′=′

x
xx

xx 2
22

22
csc

sin
1

sin
cossin −=−=+−= .

xx
x
x

x
x cotcsc

sin
cos)

sin
1()(csc 2 ⋅−=−=′=′ .

2. 求下列函数的导数:

(1) 12274
45 +−+=

xxx
y ;

(2) y=5x3−2x+3ex ;

(3) y=2tan x+sec x−1;



(4) y=sin x⋅cos x ;

(5) y=x2ln x ;

(6) y=3excos x ;

(7)
x
xy ln= ;

(8) 3ln2 +=
x
ey

x
;

(9) y=x2ln x cos x ;

(10)
t
ts

cos1
sin1

+
+= ;

解 (1) )12274()12274( 145
45 ′+−+=′+−+=′ −−− xxx

xxx
y

256
256 2282022820

xxx
xxx +−−=+−−= −−− .

(2) y′=(5x3−2x+3ex)′=15x2−2x ln2+3ex.

(3) y′=(2tan x +sec x−1)′=2sec2x+sec x⋅tan x=sec x(2sec x+tan x).
(4) y′=(sin x⋅cos x)′=(sin x)′⋅cos x+sin x⋅(cos x)′

=cos x⋅cos x+sin x⋅(−sin x)=cos 2x.

(5) y′=(x2ln x)′=2x⋅ln x+x2⋅
x
1 =x(2ln x+1) .

(6) y′=(3excos x)′=3ex⋅cos x+3ex⋅(−sin x)=3ex(cos x−sin x).

(7) 22
ln1ln1

)ln(
x

x
x

xx
x

x
xy −=

−⋅
=′=′ .

(8) 34

2

2
)2(2)3ln(

x
xe

x
xexe

x
ey

xxxx −=⋅−⋅=′+=′ .

(9) y′=(x2ln x cos x)′=2x⋅ln x cos x+x2 ⋅
x
1 ⋅cos x+x2 ln x⋅(−sin x)

2x ln x cos x+x cos x−x2 ln x sin x .

(10) 22 )cos1(
cossin1

)cos1(
)sin)(sin1()cos1(cos)

cos1
sin1(

t
tt

t
tttt

t
ts

+
++=

+
−+−+=′

+
+=′ .

3. 求下列函数在给定点处的导数:

(1) y=sin x−cos x , 求
6
π=

′
x

y 和
4
π=

′
x

y .



(2) θθθρ cos
2
1sin += ,求

4
πθθ

ρ
=d

d .

(3)
55

3)(
2x

x
xf +

−
= , 求 f ′(0)和 f ′(2) .

解 (1)y′=cos x+sin x,

2
13

2
1

2
3

6
sin

6
cos

6

+=+=+=′
=

ππ
πx

y ,

2
2
2

2
2

4
sin

4
cos

4
=+=+=′

=

ππ
πx

y .

(2) θθθθθθθ
θ
ρ cossin

2
1sin

2
1cossin +=−+=

d
d ,

)
2

1(
4
2

2
2

42
2

2
1

4
cos

44
sin

2
1

4

πππππ
θ
ρ

πθ
+=⋅+⋅=+=

=d
d .

(3) x
x

xf
5
2

)5(
3)( 2 +

−
=′ ,

25
3)0( =′f ,

15
17)2( =′f .

4. 以初速 v0竖直上抛的物体, 其上升高度 s 与时间 t 的关系是 2
0 2

1 gttvs −= .

求:

(1)该物体的速度 v(t);
(2)该物体达到最高点的时刻.

解 (1)v(t)=s′(t)=v0−gt.

(2)令 v(t)=0, 即 v0−gt=0, 得
g
vt 0= , 这就是物体达到最高点的时刻.

5. 求曲线 y=2sin x+x2 上横坐标为 x=0 的点处的切线方程和法线方程.

解 因为 y′=2cos x+2x, y′|x=0=2, 又当 x=0 时, y=0, 所以所求的切线方程为

y=2x,

所求的法线方程为

xy
2
1−= , 即 x+2y=0.

6. 求下列函数的导数:

(1) y=(2x+5)4



(2) y=cos(4−3x);

(3) 23xey −= ;

(4) y=ln(1+x2);
(5) y=sin2x ;

(6) 22 xay −= ;

(7) y=tan(x2);

(8) y=arctan(ex);
(9) y=(arcsin x)2;

(10) y=lncos x.

解 (1) y′=4(2x+5)4−1⋅(2x+5)′=4(2x+5)3⋅2=8(2x+5)3.

(2) y′=−sin(4−3x)⋅(4−3x)′=−sin(4−3x)⋅(−3)=3sin(4−3x).

(3) 222 3323 6)6()3( xxx xexexey −−− −=−⋅=′−⋅=′ .

(4) 22
2

2 1
22

1
1)1(

1
1

x
xx

x
x

x
y

+
=⋅

+
=′+⋅

+
=′ .

(5) y′=2sin x⋅(sin x)′=2sin x⋅cos x=sin 2x .

(6) )()(
2
1])[( 2212

1
222

1
22 ′−⋅−=′−=′

−
xaxaxay

22
2
1

22 )2()(
2
1

xa
xxxa
−

−=−⋅−=
−

.

(7) y′=sec2(x2) ⋅(x2)′=2xsec2(x2).

(8) x

x
x

x e
ee

e
y 22 1

)(
)(1

1
+

=′⋅
+

=′ .

(9) y′
21

arcsin2)(arcsinarcsin2
x

xxx
−

=′⋅= .

(10) xx
x

x
x

y tan)sin(
cos

1)(cos
cos

1 −=−=′⋅=′ .

7. 求下列函数的导数:

(1) y=arcsin(1−2x);



(2)
21

1
x

y
−

= ;

(3) xey
x

3cos2
−

= ;

(4)
x

y 1arccos= ;

(5)
x
xy

ln1
ln1

+
−= ;

(6)
x

xy 2sin= ;

(7) xy arcsin= ;

(8) )ln( 22 xaxy ++= ;

(9) y=ln(sec x+tan x);
(10) y=ln(csc x−cot x).

解 (1)
222

1
)21(1

2)21(
)21(1

1
xxx

x
x

y
−

−=
−−

−=′−⋅
−−

=′ .

(2) )1()1(
2
1])1[( 212

1
22

1
2 ′−⋅−−=′−=′

−−−
xxxy

22
2
3

2

1)1(
)2()1(

2
1

xx
xxx

−−
=−⋅−−=

−
.

(3) )3)(3sin(3cos)
2

()3(cos3cos)( 2222 ′−+′−=′+′=′
−−−−

xxexxexexey
xxxx

)3sin63(cos
2
13sin33cos

2
1 222 xxexexe

xxx
+−=−−=

−−−
.

(4)
1

||)1(
)1(1

1)1(
)1(1

1
222

22 −
=−

−
−=′

−
−=′

xx
x

x
x

x
x

y .

(5) 22 )ln1(
2

)ln1(

1)ln1()ln1(1

xxx
x

xx
xy

+
−=

+

−−+−
=′ .



(6) 22
2sin2cos212sin22cos

x
xxx

x
xxxy −=⋅−⋅⋅=′ .

(7)
222 2

1
2

1
)(1

1)(
)(1

1
xxxx

x
x

y
−

=⋅
−

=′⋅
−

=′ .

(8) ])(
2

11[1)(1 22
2222

22
22

′+
+

+⋅
++

=′++⋅
++

=′ xa
xaxax

xax
xax

y

222222
1)]2(

2
11[1

xa
x

xaxax +
=

+
+⋅

++
= .

(9) x
xx

xxxxx
xx

y sec
tansec

sectansec)tan(sec
tansec

1 2
=

+
+=′+⋅

+
=′ .

(10) x
xx

xxxxx
xx

y csc
cotcsc

csccotcsc)cot(csc
cotcsc

1 2
=

−
+−=′−⋅

−
=′ .

8. 求下列函数的导数:

(1) 2)
2

(arcsin xy = ;

(2)
2

tanln xy= ;

(3) xy 2ln1+= ;

(4) xey arctan= ;

(5)y=sinnxcos nx ;

(6)
1
1arctan

−
+=

x
xy ;

(7)
x
xy

arccos
arcsin= ;

(8) y=ln[ln(ln x)] ;



(9)
xx
xxy

−++
−−+

11
11 ;

(10)
x
xy

+
−=

1
1arcsin .

解 (1) ′⋅=′ )
2

(arcsin)
2

(arcsin2 xxy

)
2

(
)

2
(1

1)
2

(arcsin2
2

′⋅
−

⋅= x
x

x

2
1

)
2

(1

1)
2

(arcsin2
2

⋅
−

⋅=
x

x .

24
2

arcsin2

x

x

−
=

(2) )
2

(
2

sec

2
tan

1)
2

(tan

2
tan

1 2 ′⋅⋅=′⋅=′ xx
x

x
xy

xx
x csc

2
1

2
sec

2
tan

1 2 =⋅⋅= .

(3) )ln1(
ln12

1ln1 2
2

2 ′+⋅
+

=+=′ x
x

xy

)(lnln2
ln12

1
2

′⋅⋅
+

= xx
x x

x
x

1ln2
ln12

1
2

⋅⋅
+

=

xx
x

2ln1
ln
+

= .

(4) )(arctanarctan ′⋅=′ xey x )(
)(1

1
2

arctan ′⋅
+

⋅= x
x

e x

)1(22
1

)(1
1 arctan

2
arctan

xx
e

xx
e

x
x

+
=⋅

+
⋅= .

(5) y′=n sinn−1x⋅(sin x)′⋅cos nx+sinnx⋅(−sin nx)⋅(nx)′
=n sinn−1x⋅cos x ⋅cos nx+sinnx⋅(−sin nx) ⋅n
=n sinn−1x⋅(cos x⋅cos nx−sin x⋅sin nx)= n sinn−1xcos(n+1)x .



(6) 2222 1
1

)1(
)1()1(

)
1
1(1

1)
1
1(

)
1
1(1

1
xx

xx

x
xx

x

x
xy

+
−=

−
+−−⋅

−
++

=′
−
+⋅

−
++

=′ .

(7) 2
22

)(arccos

arcsin
1
1arccos

1
1

x

x
x

x
xy −

+
−=′

22 )(arccos
arcsinarccos

1
1

x
xx

x
+⋅

−
=

22 )(arccos12 xx−
= π .

(8) )(ln
ln
1

)ln(ln
1])[ln(ln

)ln(ln
1 ′⋅⋅=′⋅=′ x

xx
x

x
y

)ln(lnln
11

ln
1

)ln(ln
1

xxxxxx ⋅
=⋅⋅= .

(9)
2)11(

)
12
1

12
1)(11()11)(

12
1

12
1(

xx
xx

xxxx
xxy

−++
−

−
+

−−+−−++
−

+
+=′

22 11
1

xx −+−
= .

(10) 2)1(
)1()1(

1
11

1)
1
1(

1
11

1
x

xx

x
xx

x

x
x

y
+

−−+−⋅

+
−−

=′
+
−⋅

+
−−

=′

)1(2)1(
1

xxx −+
−= .

9. 设函数 f(x)和 g(x)可导, 且 f2(x)+g2(x)≠0, 试求函数 )()( 22 xgxfy += 的导数

.

解 ])()([
)()(2

1 22
22

′+⋅
+

=′ xgxf
xgxf

y

)]()(2)()(2[
)()(2

1
22

xgxgxfxf
xgxf

′+′⋅
+

=



)()(
)()()()(

22 xgxf
xgxgxfxf

+

′+′
= .

10. 设 f(x)可导, 求下列函数 y 的导数
dx
dy :

(1) y=f(x2);
(2) y=f(sin2x)+f(cos2x).

解 (1) y′=f ′(x2)⋅(x2)′= f ′(x2)⋅2x=2x⋅f ′(x2).

(2) y′=f ′(sin2x)⋅(sin2x)′+f ′(cos2x)⋅(cos2x)′
= f ′(sin2x)⋅2sin x⋅cos x+f ′(cos2x)⋅2cosx⋅(−sin x)
=sin 2x[f ′(sin2x)− f ′(cos2x)] .

11. 求下列函数的导数:

(1) y=ch(sh x );
(2) y=sh x⋅ech x;

(3) y=th(ln x);

(4) y=sh3x +ch2x ;

(5) y=th(1−x2);
(6) y=arch(x2+1);
(7) y=arch(e2x);
(8) y=arctan(th x);

(9)
x

xy 2ch2
1chln += ;

(10) )
1
1(ch2

+
−=

x
xy

解 (1) y′=sh(sh x)⋅(sh x)′=sh(sh x)⋅ch x .

(2) y′=ch x⋅ech x+sh x⋅ech x⋅sh x=ech x(ch x+sh2x) .

(3)
)(lnch

1)(ln
)(lnch

1
22 xx

x
x

y
⋅

=′⋅=′ .

(4) y′=3sh2x⋅ch x+2ch x⋅sh x =sh x⋅ch x⋅(3sh x+2) .

(5)
)1(ch

2)1(
)1(ch

1
22

2
22 x

xx
x

y
−

−=−⋅
−

=′ .

(6)
22

2)1(
)1(1

1
24

2
2 ++

=′+⋅
++

=′
xx

xx
x

y .



(7)
1

2)(
1)(

1
4

2
2

22 −
=′⋅

−
=′

x

x
x

x e
ee

e
y .

(8)
x

x
xxx

x
x

y 2

2

2222 ch
1

ch
sh1

1
ch

1
th1
1)th (

)th(1
1 ⋅

+
=⋅

+
=′⋅

+
=′

xxx 222 sh21
1

shch
1

+
=

+
= .

(9) )ch(
ch2
1)ch (

ch 
1 2

4 ′⋅−′⋅=′ x
x

x
x

y

xx
xx

x shch 2
ch2
1

ch 
sh 

4 ⋅⋅−=

x
xxx

x
x

x
x

3

2

3 ch
shchsh 

ch
sh

ch 
sh −⋅=−=

x
x
x

x
xx 3

3

3

3

2
th

ch
sh

ch
)1ch(sh ==−⋅= .

(10) ′
+
−⋅

+
−⋅

+
−=′

+
−⋅

+
−=′ )

1
1()

1
1(sh)

1
1(ch2])

1
1(ch[)

1
1(ch2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
xy

)
1
12(sh

)1(
2

)1(
)1()1()

1
12(sh 22 +

−⋅
+

=
+

−−+⋅
+
−⋅=

x
x

xx
xx

x
x .

12. 求下列函数的导数:

(1) y=e−x(x2−2x+3);

(2) y=sin2x⋅sin(x2);

(3) 2)
2

(arctan xy = ;

(4) nx
xy ln= ;

(5) tt

tt

ee
eey −

−

+
−= ;

(6)
x

y 1cosln= ;

(7) xey
1sin 2−

= ;

(8) xxy += ;

(9) 24
2

arcsin xxxy −+= ;



(10) 21
2arcsin
t
ty

+
= .

解 (1) y′=−e−x(x2−2x+3)+e−x(2x−2)
=e−x(−x2+4x−5).

(2) y′=2sin x⋅cos x⋅sin(x2)+sin2x⋅cos(x2) ⋅2x
=sin2x⋅sin(x2)+2x⋅sin2x⋅cos(x2).

(3)
2

arctan
4

4
2
1

4
1

1
2

arctan2 22
x

xx
xy

+
=⋅

+
⋅=′ .

(4) 12

1
ln1ln1

+

−
−=

⋅−⋅
=′ nn

nn

x
xn

x

nxxx
xy .

(5) 22

2

2 )1(
4

)(
))(())((

+
=

+
−−−++=′

−

−−−−

t

t

tt

tttttttt

e
e

ee
eeeeeeeey .

(6)
xxxxxxx

y 1tan1)1()1sin(1sec)1(cos1sec 22 =−⋅−⋅=′⋅=′ .

(7) )1(1cos)1sin2()1sin( 2

1sin2
1sin 22

xxx
e

x
ey xx −⋅⋅−⋅=′−⋅=′

−−

xexx
1sin

2

22sin1 −
⋅⋅= .

(8) )
2

11(
2

1)(
2

1
xxx

xx
xx

y +⋅
+

=′+⋅
+

=′

xxx
x

+⋅
+=

4
12 .

(9)
2

arcsin)2(
42
1

2
1

4
1

1
2

arcsin
22

xx
xx

xxy =−⋅
−

+⋅
−

⋅+=′ .

(10) 22

2

2
2

2
2

2
)1(

)2(2)1(2

)
1

2(1

1)
1

2(
)

1
2(1

1
t

ttt

t
tt

t

t
t

y
+

⋅−+⋅⋅

+
−

=′
+

⋅

+
−

=′



)1(|1|
)1(2

)1(
)1(2

)1(
1

22

2

22

2

22

2

tt
t

t
t

t
t

+−
−=

+
−⋅

−
+= .

习题 2−3
1. 求函数的二阶导数:

(1) y=2x2+ln x;

(2) y=e2x−1;

(3) y=xcos x;

(4) y=e− t sin t;

(5) 22 xay −= ;

(6) y=ln(1−x2)
(7) y=tan x;

(8)
1

1
3+

=
x

y ;

(9) y=(1+x2)arctan x ;

(10)
x
ey

x
= ;

(11)
2xxey= ;

(12) )1ln( 2xxy ++= .

解 (1)
x

xy 14 +=′ , 2
14
x

y −=′′ .

(2) y′=e2x−1 ⋅2=2e2x−1, y′′=2e2x−1 ⋅2=4e2x−1.

(3) y=xcos x ; y′=cos x−xsin x,

y′′=−sin x−sin x−xcos x=−2sin x−xcos x .

(4) y′=−e−tsin t+e− tcos t=e− t(cos t−sin t)
y′′=−e− t(cos t−sin t)+e−t(−sin t−cos t)=−2e− tcos t .

(5)
22

22
22

)(
2

1
xa

xxa
xa

y
−

−=′−⋅
−

=′ ,



2222

2

22

22
22

)( xaxa
a

xa
xa

xxxa
y

−−
−=

−
−

−⋅−−
−=′′ .

(6) 2
2

2 1
2)1(

1
1

x
xx

x
y

−
−=′−⋅

−
=′ ,

22

2

22

2

)1(
)1(2

)1(
)2(2)1(2

x
x

x
xxxy

−
+−=

−
−⋅−−−=′′ .

(7) y′=sec2 x,

y′′=2sec x⋅(sec x)′=2sec x⋅sec x⋅tan x=2sec2x⋅tan x .

(8) 23

2

23

3

)1(
3

)1(
)1(

+
−=

+
′+−=′

x
x

x
xy ,

33

3

43

3223

)1(
)12(6

)1(
3)1(23)1(6

+
−=

+
⋅+⋅−+⋅−=′′

x
xx

x
xxxxxy .

(9) 1arctan2
1

1)1(arctan2 2
2 +=

+
⋅++=′ xx

x
xxxy ,

21
2arctan2

x
xxy

+
+=′′ .

(10) 22
)1(1

x
xe

x
exey

xxx −=⋅−⋅=′ ,

3

2

4

2 )22(2)1(])1([
x

xxe
x

xxexexey
xxxx +−=⋅−−⋅+−=′′ .

(11) )21()2( 2222 xexexey xxx +=⋅⋅+=′ ,

)23(24)21(2 22 222 xxexexxey xxx +=⋅++⋅⋅=′′ .

(12)
222

2
2 1

1)
12
21(

1
1)1(

1
1

xx
x

xx
xx

xx
y

+
=

+
+⋅

++
=′++⋅

++
=′ ,

xx
x

x
x

x
x

x
y

++
−=

+
⋅

+
−=′⋅+⋅

+
−=′′

1)1()12
2

1
1)1(

1
1

222
2

2 .

2. 设 f(x)=(x+10)6, f ′′′(2)=?
解 f ′(x)=6(x+10)5, f ′′(x)=30(x+10)4, f ′′′(x)=120(x+10)3,



f ′′′(2)=120(2+10)3=207360.

3. 若 f ′′(x)存在, 求下列函数 y 的二阶导数 2

2

dx
yd :

(1) y=f(x2);
(2) y=ln[f(x)] .

解 (1)y′= f ′(x2)⋅(x2)′=2xf ′(x2),
y′′=2f ′(x2)+2x⋅2xf ′′(x2)=2f ′(x2)+4x2f ′′(x2).

(2) )(
)(

1 xf
xf

y ′=′ ,

2)]([
)()()()(

xf
xfxfxfxfy ′′−′′

=′′ 2

2

)]([
)]([)()(

xf
xfxfxf ′−′′

= .

4. 试从
ydy

dx
′

= 1 导出:

(1) 32

2

)(y
y

dy
xd

′
′′

−= ;

(2) 5

2

3

3

)(
)(3
y

yyy
dy

xd
′

′′′′−′′
= .

解 (1) ( ) ( ) ( ) 322

2

)(
1

)(
11

y
y

yy
y

dy
dx

ydx
d

ydy
d

dy
dx

dy
d

dy
xd

′
′′

−=
′

⋅
′

′′−=⋅
′

=
′

== .

(2) (
( )

) (
( )

)
dy
dx

y
y

dx
d

y
y

dy
d

dy
xd ⋅

′
′′

−=
′
′′

−= 333

3

5

2

6

23

)(
)(31

)(
)(3)(

y
yyy

yy
yyyyy

′
′′′′−′′

=
′

⋅
′

′′′⋅′′−′′′′
−= .

5. 已知物体的运动规律为 s=Asinωt(A、ω是常数), 求物体运动的加速度, 并验

证:

02
2

2
=+ s

dt
sd ω .

解 tA
dt
ds ωω cos= ,



tA
dt

sd ωω sin2
2

2
−= .

2

2

dt
sd 就是物体运动的加速度.

0sinsin 222
2

2
=+−=+ tAtAs

dt
sd ωωωωω .

6. 验证函数 y=C1eλx+C2e−λx(λ,C1, C2 是常数)满足关系式:

y′′−λ2y=0 .

解 y′=C1λeλx−C2λe−λx,

y′′=C1λ2eλx+C2λ2e−λx.

y′′−λ2y=(C1λ2eλx+C2λ2e−λx)−λ2(C1eλx+C2e−λx)
=(C1λ2eλx+C2λ2e−λx)−(C1λ2eλx+C2λ2e−λx)=0 .

7. 验证函数 y=exsin x 满足关系式:

y′′−2y′+2y=0 .

解 y′=exsin x+excos x=ex(sin x+cos x),

y′′=ex(sin x+cos x)+ex(cos x−sin x)=2excos x .

y′′−2y′+2y=2excos x−2ex(sin x+cos x)+2exsin x
=2excos x−2exsin x−2excos x+2exsin x=0 .

8. 求下列函数的 n 阶导数的一般表达式:

(1) y=xn+a1xn−1+a2xn−2+ ⋅ ⋅ ⋅ +an−1x+an (a1, a2, ⋅ ⋅ ⋅, an 都是常数);

(2) y=sin2x ;

(3) y=xln x ;

(4) y=xex .

解 (1) y′=nxn−1+(n−1)a1xn−2+(n−2)a2xn−3+ ⋅ ⋅ ⋅ +an−1,

y′′=n(n−1)xn−2+(n−1)(n−2)a1xn−3+(n−2)(n−3)a2xn−4+ ⋅ ⋅ ⋅ +an−2,

⋅ ⋅ ⋅,

y(n)=n(n−1)(n−2)⋅ ⋅ ⋅2⋅1x0=n! .

(2) y′=2sin x cos x=sin2x ,

)
2

2sin(22cos2 π+==′′ xxy ,

)
2

22sin(2)
2

2cos(2 22 ππ ⋅+=+=′′′ xxy ,



)
2

32sin(2)
2

22cos(2 33)4( ππ ⋅+=⋅+= xxy ,

⋅ ⋅ ⋅,

]
2

)1(2sin[2 1)( π⋅−+= − nxy nn .

(3) 1ln +=′ xy ,

11 −==′′ x
x

y ,

y′′′=(−1)x−2,

y(4)=(−1)(−2)x−3,

⋅ ⋅ ⋅,

y(n)=(−1)(−2)(−3)⋅ ⋅ ⋅(−n+2)x−n+1
11

2 )!2()1()!2()1( −−
− −−=−−= n

n
n

n
x
n

x
n .

(4) y′=ex+xex ,

y′′=ex+ex+xex=2ex+xex ,

y′′′=2ex+ex+xex=3ex+xex ,

⋅ ⋅ ⋅,

y(n)=nex+xex=ex(n+x) .

9. 求下列函数所指定的阶的导数:

(1) y=excos x, 求 y(4) ;

(2) y=xsh x, 求 y(100) ;

(3) y=x2sin 2x, 求 y(50) .
解 (1)令 u=ex, v=cos x , 有

u′=u′′=u′′′=u(4)=ex;

v′=−sin x , v′′=−cos x , v′′′=sin x, v(4)=cos x ,

所以 y(4)=u(4)⋅v+4u′′′⋅v′+6u′′⋅v′′+4u′⋅v′′′+u⋅v(4)

=ex[cos x+4(−sin x)+6(−cos x)+4sin x+cos x]=−4excos x .

(2)令 u=x, v=sh x, 则有

u′=1, u′′=0;

v′=ch x, v′′=sh x, ⋅ ⋅ ⋅ , v(99)=ch x , v(100)=sh x,

所以



)100()99(99
100

)98(98
100

)98(2
100

)99(1
100

)100()100(     vuvuCvuCvuCvuCvuy ⋅+⋅′+⋅′′⋅⋅⋅+′′⋅+′⋅+⋅=

=100ch x+xsh x .

(3)令 u=x2 , v=sin 2x, 则有

u′=2x, u′′=2, u′′′=0;

xxv 2sin2)
2

482sin(2 4848)48( =⋅+= π ,

v(49)=249cos 2x, v(50) =−250sin 2x ,

所以 )50()49(49
50

)48(48
50

)48(2
50

)49(1
150

)50()50(     vuvuCvuCvuCvuCvuy ⋅+⋅′+⋅′′⋅⋅⋅+′′⋅+′⋅+⋅=

)50()49(49
50

)48(48
50 vuvuCvuC ⋅+⋅′+⋅′′=

)2sin2(2cos22502sin22
2
4950 5024928 xxxxx −⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅=

)2sin
2

12252cos502sin(2 250 xxxxx ++−= .

习题 2−3
1. 求函数的二阶导数:

(1) y=2x2+ln x;

(2) y=e2x−1;

(3) y=xcos x;

(4) y=e− t sin t;

(5) 22 xay −= ;

(6) y=ln(1−x2)
(7) y=tan x;

(8)
1

1
3+

=
x

y ;

(9) y=(1+x2)arctan x ;

(10)
x
ey

x
= ;

(11) 2xxey= ;



(12) )1ln( 2xxy ++= .

解 (1)
x

xy 14 +=′ , 2
14
x

y −=′′ .

(2) y′=e2x−1 ⋅2=2e2x−1, y′′=2e2x−1 ⋅2=4e2x−1.

(3) y=xcos x ; y′=cos x−xsin x,

y′′=−sin x−sin x−xcos x=−2sin x−xcos x .

(4) y′=−e−tsin t+e− tcos t=e− t(cos t−sin t)
y′′=−e− t(cos t−sin t)+e−t(−sin t−cos t)=−2e− tcos t .

(5)
22

22
22

)(
2

1
xa

xxa
xa

y
−

−=′−⋅
−

=′ ,

2222

2

22

22
22

)( xaxa
a

xa
xa

xxxa
y

−−
−=

−
−

−⋅−−
−=′′ .

(6) 2
2

2 1
2)1(

1
1

x
xx

x
y

−
−=′−⋅

−
=′ ,

22

2

22

2

)1(
)1(2

)1(
)2(2)1(2

x
x

x
xxxy

−
+−=

−
−⋅−−−=′′ .

(7) y′=sec2 x,

y′′=2sec x⋅(sec x)′=2sec x⋅sec x⋅tan x=2sec2x⋅tan x .

(8) 23

2

23

3

)1(
3

)1(
)1(

+
−=

+
′+−=′

x
x

x
xy ,

33

3

43

3223

)1(
)12(6

)1(
3)1(23)1(6

+
−=

+
⋅+⋅−+⋅−=′′

x
xx

x
xxxxxy .

(9) 1arctan2
1

1)1(arctan2 2
2 +=

+
⋅++=′ xx

x
xxxy ,

21
2arctan2

x
xxy

+
+=′′ .

(10) 22
)1(1

x
xe

x
exey

xxx −=⋅−⋅=′ ,

3

2

4

2 )22(2)1(])1([
x

xxe
x

xxexexey
xxxx +−=⋅−−⋅+−=′′ .



(11) )21()2( 2222 xexexey xxx +=⋅⋅+=′ ,

)23(24)21(2 22 222 xxexexxey xxx +=⋅++⋅⋅=′′ .

(12)
222

2
2 1

1)
12
21(

1
1)1(

1
1

xx
x

xx
xx

xx
y

+
=

+
+⋅

++
=′++⋅

++
=′ ,

xx
x

x
x

x
x

x
y

++
−=

+
⋅

+
−=′⋅+⋅

+
−=′′

1)1()12
2

1
1)1(

1
1

222
2

2 .

2. 设 f(x)=(x+10)6, f ′′′(2)=?
解 f ′(x)=6(x+10)5, f ′′(x)=30(x+10)4, f ′′′(x)=120(x+10)3,

f ′′′(2)=120(2+10)3=207360.

3. 若 f ′′(x)存在, 求下列函数 y 的二阶导数 2

2

dx
yd :

(1) y=f(x2);
(2) y=ln[f(x)] .

解 (1)y′= f ′(x2)⋅(x2)′=2xf ′(x2),
y′′=2f ′(x2)+2x⋅2xf ′′(x2)=2f ′(x2)+4x2f ′′(x2).

(2) )(
)(

1 xf
xf

y ′=′ ,

2)]([
)()()()(

xf
xfxfxfxfy ′′−′′

=′′ 2

2

)]([
)]([)()(

xf
xfxfxf ′−′′

= .

4. 试从
ydy

dx
′

= 1 导出:

(1) 32

2

)(y
y

dy
xd

′
′′

−= ;

(2) 5

2

3

3

)(
)(3
y

yyy
dy

xd
′

′′′′−′′
= .

解 (1) ( ) ( ) ( ) 322

2

)(
1

)(
11

y
y

yy
y

dy
dx

ydx
d

ydy
d

dy
dx

dy
d

dy
xd

′
′′

−=
′

⋅
′

′′−=⋅
′

=
′

== .



(2) (
( )

) (
( )

)
dy
dx

y
y

dx
d

y
y

dy
d

dy
xd ⋅

′
′′

−=
′
′′

−= 333

3

5

2

6

23

)(
)(31

)(
)(3)(

y
yyy

yy
yyyyy

′
′′′′−′′=

′
⋅

′
′′′⋅′′−′′′′−= .

5. 已知物体的运动规律为 s=Asinωt(A、ω是常数), 求物体运动的加速度, 并验

证:

02
2

2
=+ s

dt
sd ω .

解 tA
dt
ds ωω cos= ,

tA
dt

sd ωω sin2
2

2
−= .

2

2

dt
sd 就是物体运动的加速度.

0sinsin 222
2

2
=+−=+ tAtAs

dt
sd ωωωωω .

6. 验证函数 y=C1eλx+C2e−λx(λ,C1, C2 是常数)满足关系式:

y′′−λ2y=0 .

解 y′=C1λeλx−C2λe−λx,

y′′=C1λ2eλx+C2λ2e−λx.

y′′−λ2y=(C1λ2eλx+C2λ2e−λx)−λ2(C1eλx+C2e−λx)
=(C1λ2eλx+C2λ2e−λx)−(C1λ2eλx+C2λ2e−λx)=0 .

7. 验证函数 y=exsin x 满足关系式:

y′′−2y′+2y=0 .

解 y′=exsin x+excos x=ex(sin x+cos x),

y′′=ex(sin x+cos x)+ex(cos x−sin x)=2excos x .

y′′−2y′+2y=2excos x−2ex(sin x+cos x)+2exsin x
=2excos x−2exsin x−2excos x+2exsin x=0 .

8. 求下列函数的 n 阶导数的一般表达式:

(1) y=xn+a1xn−1+a2xn−2+ ⋅ ⋅ ⋅ +an−1x+an (a1, a2, ⋅ ⋅ ⋅, an 都是常数);

(2) y=sin2x ;



(3) y=xln x ;

(4) y=xex .

解 (1) y′=nxn−1+(n−1)a1xn−2+(n−2)a2xn−3+ ⋅ ⋅ ⋅ +an−1,

y′′=n(n−1)xn−2+(n−1)(n−2)a1xn−3+(n−2)(n−3)a2xn−4+ ⋅ ⋅ ⋅ +an−2,

⋅ ⋅ ⋅,

y(n)=n(n−1)(n−2)⋅ ⋅ ⋅2⋅1x0=n! .

(2) y′=2sin x cos x=sin2x ,

)
2

2sin(22cos2 π+==′′ xxy ,

)
2

22sin(2)
2

2cos(2 22 ππ ⋅+=+=′′′ xxy ,

)
2

32sin(2)
2

22cos(2 33)4( ππ ⋅+=⋅+= xxy ,

⋅ ⋅ ⋅,

]
2

)1(2sin[2 1)( π⋅−+= − nxy nn .

(3) 1ln +=′ xy ,

11 −==′′ x
x

y ,

y′′′=(−1)x−2,

y(4)=(−1)(−2)x−3,

⋅ ⋅ ⋅,

y(n)=(−1)(−2)(−3)⋅ ⋅ ⋅(−n+2)x−n+1
11

2 )!2()1()!2()1( −−
− −−=−−= n

n
n

n
x
n

x
n .

(4) y′=ex+xex ,

y′′=ex+ex+xex=2ex+xex ,

y′′′=2ex+ex+xex=3ex+xex ,

⋅ ⋅ ⋅,

y(n)=nex+xex=ex(n+x) .

9. 求下列函数所指定的阶的导数:

(1) y=excos x, 求 y(4) ;

(2) y=xsh x, 求 y(100) ;

(3) y=x2sin 2x, 求 y(50) .



解 (1)令 u=ex, v=cos x , 有

u′=u′′=u′′′=u(4)=ex;

v′=−sin x , v′′=−cos x , v′′′=sin x, v(4)=cos x ,

所以 y(4)=u(4)⋅v+4u′′′⋅v′+6u′′⋅v′′+4u′⋅v′′′+u⋅v(4)

=ex[cos x+4(−sin x)+6(−cos x)+4sin x+cos x]=−4excos x .

(2)令 u=x, v=sh x, 则有

u′=1, u′′=0;

v′=ch x, v′′=sh x, ⋅ ⋅ ⋅ , v(99)=ch x , v(100)=sh x,

所以

)100()99(99
100

)98(98
100

)98(2
100

)99(1
100

)100()100(     vuvuCvuCvuCvuCvuy ⋅+⋅′+⋅′′⋅⋅⋅+′′⋅+′⋅+⋅=

=100ch x+xsh x .

(3)令 u=x2 , v=sin 2x, 则有

u′=2x, u′′=2, u′′′=0;

xxv 2sin2)
2

482sin(2 4848)48( =⋅+= π ,

v(49)=249cos 2x, v(50) =−250sin 2x ,

所以 )50()49(49
50

)48(48
50

)48(2
50

)49(1
150

)50()50(     vuvuCvuCvuCvuCvuy ⋅+⋅′+⋅′′⋅⋅⋅+′′⋅+′⋅+⋅=

)50()49(49
50

)48(48
50 vuvuCvuC ⋅+⋅′+⋅′′=

)2sin2(2cos22502sin22
2
4950 5024928 xxxxx −⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅=

)2sin
2

12252cos502sin(2 250 xxxxx ++−= .

习题 2−4

1. 求由下列方程所确定的隐函数 y 的导数
dx
dy :

(1) y2−2x y+9=0;
(2) x3+y3−3axy=0;
(3) xy=ex+y ;
(4) y=1−xey.
解 (1)方程两边求导数得



2y y′−2y−2x y′ =0 ,
于是 (y−x)y′=y,

xy
yy
−

=′ .

(2)方程两边求导数得

3x2+3y2y′−2ay−3axy′=0,
于是 (y2−ax)y′=ay−x2 ,

axy
xayy

−
−=′ 2

2
.

(3)方程两边求导数得

y +xy′=e x+y(1+y′),
于是 (x−ex+y)y′=ex+y−y,

yx

yx

ex
yey +

+

−
−=′ .

(4)方程两边求导数得

y′=−e y−xeyy′,
于是 (1+xe y)y′=−e y,

y

y

xe
ey

+
−=′

1
.

2. 求曲线 3
2

3
2

3
2

ayx =+ 在点 )
4
2 ,

4
2( aa 处的切线方程和法线方程.

解 方程两边求导数得

0
3
2

3
2 3

1
3
1

=′+
−−

yyx ,

于是
3
1
3
1

−

−

−=′
y

xy ,

在点 )
4
2 ,

4
2( aa 处 y′=−1.

所求切线方程为

)
4
2(

4
2 axay −−=− , 即 ayx

2
2=+ .

所求法线方程为

)
4
2(

4
2 axay −=− , 即 x−y=0.



3. 求由下列方程所确定的隐函数 y 的二阶导数 2

2

dx
yd :

(1) x2−y2=1;
(2) b2x2+a2y2=a2b2;
(3) y=tan(x+y);
(4) y=1+xey.
解 (1)方程两边求导数得

2x−2yy′=0,

y′=
y
x ,

33

22

22
1)(
yy

xy
y

y
xxy

y
yxy

y
xy −=−=

−
=

′−=′=′′ .

(2)方程两边求导数得

2b2x+2a2yy′=0,

y
x

a
by ⋅−=′ 2

2
,

2

2

2

2

2

22

2 )(

y
y
x

a
bxy

a
b

y
yxy

a
by

⋅−−
⋅−=

′−⋅−=′′

32

4

32

2222

2

2

ya
b

ya
xbya

a
b −=+⋅−= .

(3)方程两边求导数得

y′=sec2(x+y) ⋅(1+y′),

1)(cos
1

)(sec1
)(sec

22

2

−+
=

+−
+=′

yxyx
yxy

22

22 11
)(sin

)(cos)(sin
yyx

yxyx −−=
+−

+++= ,

5

2

233
)1(2)11(22

y
y

yy
y

y
y +−=−−=′=′′ .

(4)方程两边求导数得

y′=e y+xe yy′,



y
e

y
e

xe
ey

yy

y

y

−
=

−−
=

−
=′

2)1(11
,

3

2

22 )2(
)3(

)2(
)3(

)2(
)()2(

y
ye

y
yye

y
yeyyey

yyyy

−
−=

−
′−=

−
′−−−′

=′′ .

4. 用对数求导法求下列函数的导数:

(1) x
x

xy )
1

(
+

= ;

(2) 5 5 2 2
5
+

−=
x
xy ;

(3) 5

4

)1(
)3(2

+
−+=

x
xxy ;

(4) xexxy −= 1sin .
解 (1)两边取对数得

ln y=xln|x|−xln|1+x|，
两边求导得

x
xx

x
xxy

y +
⋅−+−⋅+=′
1

1)1ln(1ln1 ,

于是 ]
1

1
1

[ln)
1

(
xx

x
x

xy x
+

+
++

=′ .

(2)两边取对数得

)2ln(
25
1|5|ln

5
1ln 2 +−−= xxy ,

两边求导得

2
2

25
1

5
1

5
11

2 +
⋅−

−
⋅=′

x
x

x
y

y
,

于是 ]
2

2
5
1

5
1[

2
5

5
1

25 5 2 +
⋅−

−
=

+
−=′

x
x

xx
xy .

(3)两边取对数得

)1ln(5)3ln(4)2ln(
2
1ln +−−++= xxxy ,

两边求导得

1
5

3
4

)2(2
11

+
−

−
−

+
=′

xxx
y

y
,

于是 ]1
5

3
4

)2(2
1[

)1(
)3(2

5

4

+
−

−
+

++
−+=′ xxxx

xxy



(4)两边取对数得

)1ln(
4
1sinln

2
1ln

2
1ln xexxy −++= ,

两边求导得

)1(4
cot

2
1

2
11

x

x

e
ex

x
y

y −
−+=′ ,

于是 ]
)1(4

cot
2
1

2
1[1sin x

x
x

e
ex

x
exxy

−
−+−=′

]
1

cot22[1sin
4
1

−
++−= x

x
x

e
ex

x
exx .

5. 求下列参数方程所确定的函数的导数
dx
dy :

(1)
⎩
⎨
⎧

=
=

2

2

bty
atx ;

(2)
⎩
⎨
⎧

=
−=

θθ
θθ

cos
)sin1(

y
x .

解 (1) t
a
b

at
bt

x
y

dx
dy

t

t
2
3

2
3 2

==
′
′

= .

(2)
θθθ

θθθ
θ

θ
cossin1

sincos
−−

−=
′
′

=
x
y

dx
dy .

6. 已知
⎩
⎨
⎧

=
=

.cos
,sin
tey
tex

t

t
求当

3
π=t 时

dx
dy

的值.

解
tt
tt

tete
tete

x
y

dx
dy

tt

tt

t

t
cossin
sincos

cossin
sincos

+
−=

+
−=

′
′

= ,

当
3
π=t 时, 23

31
31

2
3

2
1

2
3

2
1

−=
+
−=

+

−
=

dx
dy .

7. 写出下列曲线在所给参数值相应的点处的切线方程和法线方程:

(1)
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx
2cos

sin , 在
4
π=t 处;

(2)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

2

2
2

1
3
1
3

t
aty
t

atx
, 在 t=2 处.

解 (1)
t

t
x
y

dx
dy

t

t
cos

2sin2−=
′
′

= .



当
4
π=t 时, 22

2
2
2

4
cos

)
4

2sin(2
−=−=

⋅−
= π

π

dx
dy ,

2
2

0 =x , 00 =y ,

所求切线方程为

)
2
2(22 −−= xy , 即 0222 =−+ yx ;

所求法线方程为

)
2
2(

22
1 −

−
−= xy , 即 0142 =−− yx .

(2) 2222

22

)1(
6

)1(
23)1(6

t
at

t
tattatyt +

=
+

⋅−+=′ ,

22

2

22

2

)1(
33

)1(
23)1(3

t
ata

t
tattaxt +

−=
+

⋅−+=′ ,

22 1
2

33
6

t
t

ata
at

x
y

dx
dy

t

t
−

=
−

=
′
′

= .

当 t=2 时,
3
4

21
22

2 −=
−

⋅=
dx
dy , ax

5
6

0 = , ay
5

12
0 = ,

所求切线方程为

)
5
6(

3
4

5
12 axay −−=− , 即 4x+3y−12a=0;

所求法线方程为

)
5
6(

4
3

5
12 axay −=− , 即 3x−4y+6a=0.

8. 求下列参数方程所确定的函数的二阶导数 2

2

dx
yd :

(1)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

.1
2
2

ty

tx ;

(2)
⎩
⎨
⎧

=
=

tby
tax

sin
cos ;

(3)
⎩
⎨
⎧

=
= −

t

t

ey
ex

2
3 ;

(4)
⎩
⎨
⎧

−=
=

)()(
)(

tfttfy
tfx

t

t
, 设 f ′′(t)存在且不为零.

解 (1)
tx

y
dx
dy

t

t 1−=
′
′

= , 3
2

2

2 1
1

)(
tt

t
x
y

dx
yd

t

tx ==
′
′′

= .



(2) t
a
b

ta
tb

x
y

dx
dy

t

t cot
sin

cos −=
−

=
′
′

= ,

ta
b

ta

t
a
b

x
y

dx
yd

t

tx
32

2

2

2

sinsin

csc)(
−=

−
=

′
′′

= .

(3) t
t

t

t

t e
e
e

x
y

dx
dy 2

3
2

3
2 −=

−
=

′
′

=
−

,

t
t

t

t

tx e
e

e

x
y

dx
yd 3

2

2

2

9
4

3

2
3
2

)(
=

−

⋅−
=

′
′′

= − .

(4) t
tf

tftfttf
x
y

dx
dy

t

t =
′′

′−′′+′
=

′
′

=
)(

)()()( ,

)(
1)(

2

2

tfx
y

dx
yd

t

tx
′′

=
′
′′

= .

9. 求下列参数方程所确定的函数的三阶导数 3

3

dx
yd :

(1)
⎩
⎨
⎧

−=
−=

3

21
tty
tx ;

(2)
⎩
⎨
⎧

−=
+=

tty
tx

arctan
)1ln( 2

.

解(1)
t
t

t
tt

dx
dy

2
31

)1(
)( 2

2

3

−
−=

′−
′−= ,

)31(
4
1

2

)
2
31(

3

2

2

2

ttt
t
t

dx
yd +−=

−

′
−
−

= ,

)1(
8
3

2

)31(
4
1

2
5

3
3

3
t

tt
tt

dx
yd +−=

−

′+−
= .

(2) t

t
t

t
t

tt
dx
dy

2
1

1
2
1

11

])1[ln(
)arctan(

2

2
2 =

+

+
−

=
′+
′−

= ,

t
t

t
t
t

dx
yd

4
1

1
2

)
2
1( 2

2
2

2 +=

+

′
= ,



3

4

2

2

3

3

8
1

1
2

)
4

1(

t
t

t
t
t
t

dx
yd −=

+

′+

= .

10. 落在平静水面上的石头, 产生同心波纹, 若最外一圈波半径的增大率总

是 6m/s, 问在 2 秒末扰动水面面积的增大率为多少？
解 设波的半径为 r, 对应圆面积为 S, 则 S=πr2, 两边同时对 t 求导得

S t′=2πrr′.
当 t=2 时, r=6⋅2=12, r′t=6,

故 S t′|t=2=2⋅12⋅6π=144π (米 2/秒).
11. 注水入深 8m 上顶直径 8m 的正圆锥形容器中, 其速率为 4m2/min . 当水

深为 5m 时, 其表面上升的速度为多少？

解 水深为 h 时, 水面半径为 hr
2
1= , 水面面积为 π2

4
1 hS= ,

水的体积为 32
124

1
3
1

3
1 hhhhSV ππ =⋅== ,

dt
dhh

dt
dV ⋅⋅= 23

12
π ,

dt
dV

hdt
dh ⋅= 2

4
π

.

已知 h=5(m)， 4=
dt
dV (m3/min) , 因此

πππ 25
164

25
44

2 =⋅=⋅=
dt
dV

hdt
dh (m/min).

12. 溶液自深 18cm 直径 12cm 的正圆锥形漏斗中漏入一直径为 10cm 的圆柱

形筒中, 开始时漏斗中盛满了溶液, 已知当溶液在漏斗中深为 12cm 时, 其表面下

降的速率为 1cm/min . 问此时圆柱形筒中溶液表面上升的速率为多少？

解 设在 t 时刻漏斗在的水深为 y, 圆柱形筒中水深为 h. 于是有

hyr 222 5
3
1186

3
1 =−⋅⋅ ππ .

由
186
yr = , 得

3
yr = , 代入上式得

hyy 222 5)
3

(
3
1186

3
1 =−⋅⋅ ππ ,

即 hy 23
3

2 5
3
1186

3
1 =−⋅⋅ π .

两边对 t 求导得

hyy t ′=′− 22
2 5

3
1 .

当 y=12 时, y′t=−1 代入上式得

64.0
25
16

5

)1(12
3
1

2

2
2

≈=
−⋅⋅−

=′th (cm/min)..



2−7
1. 已知 y=x3−x, 计算在 x=2 处当∆x 分别等于 1, 0.1, 0.01 时的∆y 及 dy.

解 ∆y|x=2, ∆x=1=[(2+1)3−(2+1)]−(23−2)=18,

dy|x=2, ∆x=1=(3x2−1)∆x|x=2, ∆x=1=11;

∆y|x=2, ∆x=0.1=[(2+0.1)3−(2+0.1)]−(23−2)=1.161,

dy|x=2, ∆x=0.1=(3x2−1)∆x|x=2, ∆x=0.1=1.1;

∆y|x=2, ∆x=0.01=[(2+0.01)3−(2+0.01)]−(23−2)=0.110601,

dy|x=2, ∆x=0.01=(3x2−1)∆x |x=2, ∆x=0.01=0.11.

2. 设函数 y=f(x)的图形如图所示, 试在图(a)、(b)、(c)、(d)中分别标出在点 x0

的 dy、∆y 及∆y−dy 并说明其正负.

解 (a)∆y>0, dy>0, ∆y−dy>0.

(b)∆y>0, dy>0, ∆y−dy<0.

(c)∆y<0, dy<0, ∆y−dy<0.

(d)∆y<0, dy<0, ∆y−dy>0.



3. 求下列函数的微分:

(1) x
x

y 21 += ;

(2) y=xsin 2x ;

(3)
12 +

=
x
xy ;

(4) y=ln2(1−x);
(5) y=x2e2x ;

(6) y=e−xcos(3−x);

(7) 21arcsin xy −= ;

(8) y=tan2(1+2x2);

(9) 2

2

1
1arctan

x
xy

+
−= ;

(10) s=Asin(ωt+ϕ) (A, ω, ϕ是常数) .

解 (1)因为
xx

y 11
2 +−=′ , 所以 dx

xx
dy )11( 2 +−= .

(2)因为 y′=sin2x+2xcos2x , 所以 dy=(sin2x+2xcos2x)dx.

(3)因为
1)1(

1
1

1
1

222

2
2

++
=

+
+

⋅−+
=′

xxx
x
xx

y , 所以 dx
xx

dy
1)1(

1
22 ++

= .

(4) dxx
x

dx
x

xdxxdxydy )1ln(
1

2]
)1(

1)1ln(2[])1([ln 2 −
−

=
−
−⋅−=′−=′= .

(5)dy=y′dx=(x2e2x)′dx=(2xe2x+2x2e2x)dx=2x(1+x)e2x.

(6) dy=y′dx=[e−xcos(3−x)]dx=[−e−xcos(3−x)+e−xsin(3−x)]dx
=e−x[sin(3−x)−cos(3−x)]dx .

(7) dx
xx

xdx
xx

dxxdxydy
222

2

1||
)

1
2(

)1(1
1)1(arcsin

−
−=

−
−⋅

−−
=′−=′= .

(8) dy=dtan2(1+2x2)=2tan(1+2x2)dtan(1+2x2)
=2tan(1+2x2) ⋅sec2(1+2x2)d(1+2x2)
=2tan(1+2x2) ⋅sec2(1+2x2) ⋅4xdx
=8x⋅tan(1+2x2) ⋅sec2(1+2x2)dx .



(9) )
1
1(

)
1
1(1

1
1
1arctan 2

2

2
2

22

2

x
xd

x
xx

xddy
+
−

+
−+

=
+
−=

dx
x
xdx

x
xxxx

x
x 422

22

2
2

2 1
4

)1(
)1(2)1(2

)
1
1(1

1
+

−=
+

−−+−
⋅

+
−+

= .

(10) dy=d[Asin(ω t+ϕ)]=Acos(ω t+ϕ)d(ωt+ϕ)=Aω cos(ωt+ϕ)dx .

4. 将适当的函数填入下列括号内, 使等式成立:

(1) d( )=2dx ;

(2) d( )=3xdx ;

(3) d( )=costdt ;

(4) d( )=sin ωxdx ;

(5) d( ) dx
x 1
1
+

= ;

(6) d( )=e−2xdx ;

(7) d( ) dx
x

1= ;

(8) d( )=sec23xdx .

解 (1) d( 2x+C )=2dx .

(2) d( Cx +2
2
3 )=3xdx .

(3) d( sin t+C )=costdt .

(4) d( Cx+− ω
ω

cos1 )=sin ωxdx .

(5) d( ln(1+x)+C ) dx
x 1
1
+

= .

(6) d( Ce x +− −2
2
1 )=e−2xdx .

(7) d( Cx +2 ) dx
x

1= .

(8) d( Cx+3tan
3
1 )=sec23xdx .

5. 如图所示的电缆 BOA
)

的长为 s, 跨度为 2l, 电缆的最低点 O 与杆顶连线 AB



的距离为 f, 则电缆长可按下面公式计算:

)
3
21(2 2

2

l
fls += ,

当 f 变化了∆f 时, 电缆长的变化约为多少？

解 ff
l

df
l
fldSS ∆=′+=≈∆

3
8)

3
21(2 2

2
.

6. 设扇形的圆心角α=60°, 半径 R=100cm(如图), 如果 R 不变, α 减少 30′, 问

扇形面积大约改变了多少？又如果α 不变, R 增加 1cm, 问扇形面积大约改变了多

少？

解 (1)扇形面积 2
2
1 RS α= ,

ααα α ∆=′=≈∆ 22
2
1)

2
1( RdRdSS .

将α=60°
3
π= , R=100,

360
03 πα −=′−=∆ 代入上式得

63.43)
360

(100
2
1 2 −≈−⋅⋅≈∆ πS (cm2).

(2) RRdRRdSS R ∆=′=≈∆ αα )
2
1( 2 .



将α=60°
3
π= , R=100, ∆R=1 代入上式得

72.1041100
3

≈⋅⋅≈∆ πS (cm2).

7. 计算下列三角函数值的近似值:

(1) cos29°;

(2) tan136°.

解 (1)已知 f (x+∆x)≈f (x)+f ′(x)∆x, 当 f(x)=cos x时, 有 cos(x+∆x)≈cos x−sin x⋅∆x
, 所以

cos29°= 87467.0
1802

1
2
3)

180
(

6
sin

6
cos)

1806
cos( ≈⋅+=−⋅−≈− ππππππ .

(2)已知 f (x+∆x)≈f (x)+f ′(x)∆x, 当 f(x)=tan x时, 有 tan(x+∆x)≈tan x+sec2x⋅∆x, 所

以

tan136°= 96509.0
180

21
1804

3sec
4
3tan)

1804
3tan( 2 −≈⋅+−=⋅+≈+ ππππππ .

8. 计算下列反三角函数值的近似值

(1) arcsin0.5002;

(2) arccos 0.4995.

解 (1)已知 f (x+∆x)≈f (x)+f ′(x)∆x, 当 f(x)=arcsin x 时, 有

x
x

xxx ∆⋅
−

+≈∆+
21

1arcsin)arcsin( ,

所以

0002.0
5.01

15.0arcsin)0002.05.0arcsin(5002.0arcsin
2

⋅
−

+≈+=

0002.0
3

2
6

⋅+= π ≈30°47′′.

(2)已知 f (x+∆x)≈f (x)+f ′(x)∆x, 当 f(x)=arccos x 时, 有

x
x

xxx ∆⋅
−

−≈∆+
21

1arccos)arccos( ,

所以

)0005.0(
5.01

15.0arccos)0005.05.0arccos(4995.0arccos
2

−⋅
−

−≈−=



0005.0
3

2
3

⋅+= π ≈60°2′.

9. 当 x 较小时, 证明下列近似公式:

(1) tan x≈x (x 是角的弧度值);

(2) ln(1+x )≈x ;

(3) x
x

−≈
+

1
1

1 ,

并计算 tan45′ 和 ln1.002 的近似值.

(1)已知当|∆x|较小时, f(x0+∆x)≈f(x0)+f ′(x0)∆x, 取 f(x)=tan x, x0=0, ∆x=x, 则有

tan x=tan(0+x)≈tan 0+sec20⋅x=sec20⋅x=x .

(2)已知当|∆x|较小时, f(x0+∆x)≈f(x0)+f ′(x0)∆x, 取 f(x)=ln x , x0=1, ∆x=x, 则有

ln(1+x)≈ln1+(ln x)′|x=1⋅x=x .

(3)已知当|∆x|较小时, f(x0+∆x)≈f(x0)+f ′(x0)∆x, 取
x

xf 1)( = , x0=1, ∆x=x, 则有

xx
xx x −=⋅′+≈

+ = 1|)1(1
1

1
1 .

tan45′≈45′≈0.01309;

ln(1.002)=ln(1+0.002) ≈0.002.

10. 计算下列各根式的的近似值:

(1) 3 996 ;

(2) 6 65 .

解 (1)设 n xxf =)( , 则当|x|较小时, 有 x
n

xffxf 11)1()1()1( +=′+≈+ ,

987.9)
1000

4
3
11(10

1000
411041000996 333 ≈⋅⋅−≈−⋅=−= .

(2)设 n xxf =)( , 则当|x|较小时, 有 x
n

xffxf 11)1()1()1( +=′+≈+ , 于是

0052.2)
64
1

6
11(2

64
11216465 666 ≈⋅+≈+⋅=+= .

11. 计算球体体积时, 要求精确度在 2%以内, 问这时测量直径 D 的相对误差

不能超过多少？



解 球的体积为 3
6
1 DV π= , DDdV ∆⋅= 2

2
1π , 因为计算球体体积时, 要求精度在

2%以内, 所以其相对误差不超过 2%, 即要求

%23

6
1

2
1

3

2

≤∆⋅=
∆⋅

=
D
D

D

DD

V
dV

π

π
,

所以 %
3
2≤∆

D
D ,

也就是测量直径的相对误差不能超过 %
3
2 .

12. 某厂生产如图所示的扇形板, 半径 R=200mm, 要求中心角α为 55°. 产品

检验时, 一般用测量弦长 l 的办法来间接测量中心角α, 如果测量弦长 l 时的误差

δ1=0.1mm, 问此而引起的中心角测量误差δx是多少？

解 由
2

sin
2

αRl = 得
400

arcsin2
2

arcsin2 l
R
l ==α ,

当α=55°时,
2

sin2 αRl = =400sin27.5°≈184.7,

δ ′α=|α′l|⋅δl ll
δ⋅⋅

−
⋅=

400
1

)
400

(1

12
2

.

当 l=184.7, δ l=0.1 时,

00056.01.0
400
1

)
400

7.184(1

12
2

≈⋅⋅
−

⋅=αδ (弧度).

总 习 题 二

1. 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格

内:

(1)f(x)在点 x0可导是 f(x)在点x0连续的____________条件. f(x)在点 x0连续是 f(x)
在点 x0可导的____________条件.

(2) f(x)在点 x0 的左导数 f−′(x0)及右导数 f+′(x0)都存在且相等是 f(x)在点 x0 可导

的_______条件.

(3) f(x)在点 x0可导是 f(x)在点 x0可微的____________条件.

解 (1)充分, 必要.

(2) 充分必要.



(3) 充分必要.

2. 选择下述题中给出的四个结论中一个正确的结论:

设 f(x)在 x=a 的某个邻域内有定义, 则 f(x)在 x=a 处可导的一个充分条件是

( ).

(A) )]()1([lim af
h

afh
h

−+
+∞→

存在; (B)
h

hafhaf
h

)()2(lim
0

+−+
→

存在;

(C)
h

hafhaf
h 2

)()(lim
0

−−+
→

存在; (D)
h

hafaf
h

)()(lim
0

−−
→

存在.

解 正确结论是 D.

提示:
x

afxaf
h

afhaf
h

hafaf
xhh ∆

−∆+=
−

−−=−−
→∆→→

)()(lim)()(lim)()(lim
000

(∆x=−h).

3. 设有一根细棒, 取棒的一端作为原点, 棒上任一点的做标x为, 于是分布在

区间[0, x]上细棒的质量 m 是 x 的函数 m=m(x),应怎样确定细棒在点 x0处的线密度

(对于均匀细棒来说, 单位长度细棒的质量叫做这细棒的线密度)？

解 ∆m=m(x0+∆x)−m(x0).
在区间[x0, x0+∆x]上的平均线密度为

x
xmxxm

x
m

∆
−∆+

=
∆
∆=

)()( 00ρ .

于是, 在点 x0处的线密度为

)()()(limlim 0
00

00
xm

x
xmxxm

x
m

xx
′=

∆
−∆+

=
∆
∆=

→∆→∆
ρ .

4. 根据导数的定义, 求
xxf 1)( = 的导数.

解 2000
1

)(
1lim

)(
lim

11
lim

xxxxxxxx
x

x
xxxy

xxx
−=

∆+
−=

∆+∆
∆−=

∆

−
∆+=′

→∆→∆→∆
.

5. 求下列函数 f(x)的 f−′(0)及 f+′(0),又 f ′(0)是否存在?

(1)
⎩
⎨
⎧

≥+
<= 0    )1ln(

0      sin)( xx
xxxf ;

(2)
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

0         0

0      
1)( 1

x

x
e

x
xf x .

解 (1)因为 10sinlim
0

)0()(lim)0(
00

=−=
−
−=′

−− →→
− x

x
x

fxff
xx

,



1ln)1ln(lim0)1ln(lim0
)0()(lim)0(

1

000
==+=−+=

−
−=′

+++ →→→+ exx
x

x
fxff x

xxx
,

而且 f−′(0) = f+′(0), 所以 f ′(0)存在, 且 f ′(0)=1.

(2)因为 1
1

1lim
0

0
1lim

0
)0()(lim)0( 10

1

00
=

+
=

−

−
+=

−
−=′

−−− →→→−
x

x

x

xx
e

x
e

x

x
fxff ,

0
1

1lim
0

0
1lim

0
)0()(lim)0( 10

1

00
=

+
=

−

−
+=

−
−=′

+++ →→→+
x

x

x

xx
e

x
e

x

x
fxff ,

而 f−′(0)≠ f+′(0), 所以 f ′(0)不存在.

6. 讨论函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
0        0
0    1sin)(

x
x

x
xxf

在 x=0 处的连续性与可导性.

解 因为 f(0)=0, )0(01sinlim)(lim
00

f
x

xxf
xx

===
→→

, 所以 f(x)在 x=0 处连续;

因为极限
xx

x
x

x
fxf

xxx
1sinlim

01sin
lim)0()(lim

000 →→→
=

−
=

−
不存在, 所以 f(x)在 x=0 处不

可导.

7. 求下列函数的导数:

(1) y=arcsin(sin x);

(2)
x
xy

−
+=

1
1arctan ;

(3) xxxy tanlncos
2

tanln ⋅−= ;

(4) )1ln( 2xx eey ++= ;

(5) x xy= (x>0) .



解(1)
|cos|

coscos
sin1
1)(sin

sin1
1

22 x
xx

x
x

x
y =⋅

−
=′⋅

−
=′ .

(2) 2222 1
1

)1(
)1()1(

)
1
1(1
1)

1
1(

)
1
1(1
1

xx
xx

x
xx

x

x
xy

+
=

−
++−⋅

−
++

=′
−
+⋅

−
++

=′ .

(3) )(tan
tan

1costanlnsin)
2

(tan

2
tan

1 ′⋅⋅−⋅+′⋅=′ x
x

xxxx
xy

xxx
x

xxxx
x tanlnsinsec

tan
1costanlnsin

2
1

2
sec

2
tan

1 22 ⋅=⋅⋅−⋅+⋅⋅ .

(4)
x

x

x

x
x

xx
xx

xx e
e

e
ee

ee
ee

ee
y

22

2

2
2

2 1
)

12
2(

1
1)1(

1
1

+
=

+
+⋅

++
=′++⋅

++
=′ .

(5) x
x

y ln1ln = ,
xx

x
x

y
y

11ln11
2 ⋅+−=′ , )ln1()1ln1( 222 x

x
x

x
x

x
xy

x
x −=+−=′ .

8. 求下列函数的二阶导数:

(1)y=cos2x ⋅ln x ;

(2)
21 x

xy
−

= .

解 (1)
x

xxx
x

xxxxy 1cosln2sin1coslnsincos2 22 ⋅+⋅−=⋅+⋅−=′ ,

2
2 1cos1sincos212sinln2cos2

x
x

x
xx

x
xxxy ⋅−⋅−⋅−⋅−=′′

2

2cos2sin2ln2cos2
x

x
x

xxx −−⋅−= .

(2) 2
3

2
2

2
2

)1(
1

1
1

−
−=

−
−
−⋅−−

=′ x
x

x
xxx

y

52
2
5

2

)1(
3)2()1(

2
3

x
xxxy

−
=−⋅−−=′′

−
.



9. 求下列函数的 n 阶导数:

(1) m xy += 1 ;

(2)
x
xy

+
−=

1
1 .

解 (1) mm xxy
1

)1(1 +=+= ,

11
)1(1 −

+=′ mxmy ,
21

)1)(11(1 −
+−=′′ mxmmy ,

31
)1)(21)(11(1 −

+−−=′′′ mxmmmy , ⋅ ⋅ ⋅,

n
mn xn

mmmm
y

−
++−⋅⋅⋅−−=

1
)( )1)(11(    )21)(11(1 .

(2) 1)1(21
1
1 −++−=
+
−= x

x
xy ,

y′=2(−1)(1+x)−2, y′′=2(−1)(−2)(1+x)−3, y′′′=2(−1)(−2)(−3)(1+x)−4, ⋅ ⋅ ⋅,

1
)1()(

)1(
!)1(2)1)((    )3)(2)(1(2

+
+−

+
−=+−⋅⋅⋅−−−= n

n
nn

x
nxny .

10. 设函数 y=y(x)由方程 e y+xy=e 所确定, 求 y′′(0).
解 方程两边求导得

e yy′+y+xy′=0, —— (1)

于是 yex
yy

+
−=′ ;

2)(
)1()()( y

yy

y ex
yeyexy

ex
yy

+
′+−+′

−=′
+

−=′′ . ——(2)

当 x=0 时, 由原方程得 y(0)=1, 由(1)式得
e

y 1)0( −=′ , 由(2)式得 2
1)0(
e

y =′′ .

11. 求下列由参数方程所确定的函数的一阶导数
dx
dy

及二阶导数 2

2

dx
yd :

(1)
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

3

3

sin
cos

ay
ax ;



(2)
⎩
⎨
⎧

=
+=

ty
tx

arctan
1ln 2

.

解 (1) θ
θθ
θθ

θ
θ tan

)sin(cos3
cossin3

)cos(
)sin(

2

2

3

3
−=

−
=

′
′

=
a

a
a
a

dx
dy ,

θθ
θθ

θ
θ
θ cscsec

3
1

sincos3
sec

)cos(
)tan( 4

2

2

32

2
⋅=

−
−=

′
′−=

aaadx
yd .

(2)
t

t
t
t

t
t

dx
dy 1

1

1
1

]1[ln
)(arctan

2

2

2
=

+

+=
′+

′
= ,

3

2

2

2

22

2 1

1

1

]1[ln

)1(

t
t

t
t
t

t
t

dx
yd +−=

+

−
=

′+

′
= .

12. 求曲线
⎩
⎨
⎧

=
=

−t

t

ey
ex 2 在 t=0 相的点处的切线方程及法线方程.

解 tt

t

t

t

ee
e

e
e

dx
dy

22
1

2)2(
)( −=−=
′
′

=
−−

.

当 t=0 时,
2
1−=

dx
dy , x=2, y=1.

所求切线的方程为 )2(
2
11 −−=− xy , 即 x+2y−4=0;

所求法线的方程为 y−1=2(x−2).

13. 甲船以 6km/h 的速率向东行驶, 乙船以 8km/h 的速率向南行驶, 在中午十

二点正, 乙船位于甲船之北 16km 处. 问下午一点正两船相离的速率为多少?
解 设从中午十二点开始, 经过 t 小时, 两船之间的距离为 S, 则有

S2=(16−8t)2+(6t)2,

tt
dt
dSS 72)816(162 +−−= ,



S
tt

dt
dS

2
72)816(16 +−−= .

当 t=1 时, S=10,

8.2
20

72128
1

−=+−=
=tdt

dS (km/h),

即下午一点正两船相离的速度为−2.8km/h .

14. 利用函数的微分代替函数的增量求 3 02.1 的近似值.

解 设 3)( xxf = , 则有 xxffxf ∆=∆′≈−∆+
3
1)1()1()1( , 或 xxf ∆+≈∆+

3
11)1( 于是

007.102.0
3
1102.0102.1 33 =⋅+=+= .

15. 已知单摆的振动周期
g
lT π2= , 其中 g=980 cm/s 2, l 为摆长(单位为 cm).

设原摆长为 20cm, 为使周期 T 增大 0.05s, 摆长约需加长多少？

解 因为 L
gL

dTT ∆⋅=≈∆ π ,

所以 23.205.0
20

=≈∆
=L

gLL
π

(cm),

即摆长约需加长 2.23cm.



习题 3−1

1. 验证罗尔定理对函数 y=ln sin x 在区间 ]
6

5 ,
6

[ ππ 上的正确性.

解 因为 y=ln sin x 在区间 ]
6

5 ,
6

[ ππ 上连续, 在 )
6

5 ,
6

( ππ 内可导, 且 )
6

5()
6

( ππ yy = ,

所以由罗尔定理知, 至少存在一点 )
6

5 ,
6

( ππξ ∈ , 使得 y′(ξ)=cot ξ=0.

由 y′(x)=cot x=0 得 )
6

5 ,
6

(
2

πππ ∈ .

因此确有 )
6
5 ,

6
(

2
πππξ ∈= , 使 y′(ξ)=cot ξ=0.

2. 验证拉格朗日中值定理对函数 y=4x3−5x2+x−2 在区间[0, 1]上的正确性.

解 因为 y=4x3−5x2+x−2 在区间[0, 1]上连续, 在(0, 1)内可导, 由拉格朗日中值

定理知, 至少存在一点ξ∈(0, 1), 使 0
01

)0()1()( =
−
−=′ yyy ξ .

由 y′(x)=12x2−10x+1=0 得 )1 ,0(
12

135 ∈±=x .

因此确有 )1 ,0(
12

135 ∈±=ξ , 使
01

)0()1()(
−
−=′ yyy ξ .



3. 对函数 f(x)=sin x 及 F(x)=x+cos x 在区间 ]
2

 ,0[ π 上验证柯西中值定理的正确

性.

解 因为 f(x)=sin x 及 F(x)=x +cos x 在区间 ]
2

 ,0[ π 上连续, 在 )
2

 ,0( π 可导, 且

F′(x)=1−sin x 在 )
2

 ,0( π 内不为 0, 所以由柯西中值定理知至少存在一点 )2 ,0( πξ ∈ , 使

得

)(
)(

)0()
2

(

)0()
2

(

ξ
ξ

π

π

F
f

FF

ff
′
′

=
−

−
.

令
)0()

2
(

)0()
2

(

)(
)(

FF

ff

xF
xf

−

−
=

′
′

π

π
, 即

2
2

sin1
cos

−
=

− πx
x .

化简得 1
4)2(

8sin 2 −
+−

=
π

x . 易证 11
4)2(

80 2 <−
+−

<
π

, 所以 1
4)2(

8sin 2 −
+−

=
π

x 在

)
2

 ,0( π 内有解, 即确实存在 )
2

 ,0( πξ ∈ , 使得

)(
)(

)0()
2

(

)0()
2

(

ξ
ξ

π

π

F
f

FF

ff
′
′

=
−

−
.

4. 试证明对函数 y=px2+qx+r 应用拉格朗日中值定理时所求得的点ξ 总是位于

区间的正中间.

证明 因为函数 y=px2+qx+r 在闭区间[a, b]上连续, 在开区间(a, b)内可导, 由

拉格朗日中值定理, 至少存在一点ξ∈(a, b), 使得 y(b)−y(a)=y′(ξ)(b−a), 即

(pb2+qb+r)−(pa2+qa+r)=(2pξ+q)(b−a).

化间上式得

p(b−a)(b+a)=2pξ (b−a),

故
2

ba+=ξ .

5. 不用求出函数 f(x)=(x−1)(x−2)(x−3)(x−4)的导数，说明方程 f ′(x)=0 有几个实

根, 并指出它们所在的区间.



解 由于 f(x)在[1, 2]上连续, 在(1, 2)内可导, 且 f(1)=f(2)=0, 所以由罗尔定理可

知, 存在ξ1∈(1, 2), 使 f ′(ξ1)=0. 同理存在ξ2∈(2, 3), 使 f ′(ξ2)=0; 存在ξ3∈(3, 4), 使 f
′(ξ3)=0. 显然ξ1、ξ2、ξ 3都是方程 f ′(x)=0 的根. 注意到方程 f ′(x)=0 是三次方程, 它

至多能有三个实根, 现已发现它的三个实根, 故它们也就是方程 f ′(x)=0 的全部根.

6. 证明恒等式:
2

arccosarcsin π=+ xx (−1≤x≤1).

证明 设 f(x)= arcsin x+arccos x. 因为

0
1

1
1

1)(
22

≡
−

−
−

=′
xx

xf ,

所以 f (x)≡C, 其中 C 是一常数.

因此
2

arccosarcsin)0()( π=+== xxfxf , 即
2

arccosarcsin π=+ xx .

7. 若方程 a0xn+a1xn−1+ ⋅ ⋅ ⋅ + an−1x=0 有一个正根 x0, 证明方程

a0nxn−1+a1(n−1)xn−2 + ⋅ ⋅ ⋅ +an−1 =0
必有一个小于 x0的正根.

证明 设 F(x)=a0xn+a1xn−1+ ⋅ ⋅ ⋅ + an−1x, 由于 F(x)在[0, x0]上连续, 在(0, x0)内可

导, 且 F(0)=F(x0)=0, 根据罗尔定理, 至少存在一点ξ∈(0, x0), 使 F ′(ξ)=0, 即方程

a0nxn−1+a1(n−1)xn−2 + ⋅ ⋅ ⋅ +an−1 =0
必有一个小于 x0的正根.

8. 若函数 f(x)在(a, b)内具有二阶导数, 且 f(x1)=f(x2)=f(x3), 其中 a<x1<x2<x3<b,

证明:

在(x1, x3)内至少有一点ξ, 使得 f ′′(ξ)=0.

证明 由于 f(x)在[x1, x2]上连续, 在(x1, x2)内可导, 且 f(x1)=f(x2), 根据罗尔定理,

至少存在一点ξ1∈(x1, x2), 使 f ′(ξ1)=0. 同理存在一点ξ2∈(x2, x3), 使 f ′(ξ2)=0.

又由于 f ′(x)在[ξ1, ξ2]上连续, 在(ξ1, ξ2)内可导, 且 f ′(ξ1)=f ′(ξ2)=0, 根据罗尔定

理, 至少存在一点ξ ∈(ξ1, ξ2)⊂(x1, x3), 使 f ′′(ξ )=0.

9. 设 a>b>0, n>1, 证明:

nbn−1(a−b)<an−bn<nan−1(a−b) .

证明 设 f(x)=xn, 则 f(x)在[b, a]上连续, 在(b, a)内可导, 由拉格朗日中值定理,

存在ξ∈(b, a), 使

f(a)−f(b)=f ′(ξ)(a−b), 即 an−bn=nξ n−1(a−b).



因为 nbn−1(a−b)<nξ n−1(a−b)< nan−1(a−b),
所以 nbn−1(a−b)<an−bn< nan−1(a−b) .

10. 设 a>b>0, 证明:

b
ba

b
a

a
ba −<<− ln .

证明 设f(x)=ln x, 则f(x)在区间[b, a]上连续, 在区间(b, a)内可导, 由拉格朗日

中值定理, 存在ξ∈(b, a), 使

f(a)−f(b)=f ′(ξ)(a−b), 即 )(1lnln baba −=−
ξ

.

因为b<ξ<a, 所以

)(1lnln)(1 ba
b

baba
a

−<−<− , 即
b

ba
b
a

a
ba −<<− ln .

11. 证明下列不等式:

(1)|arctan a−arctan b|≤|a−b|;
(2)当 x>1 时, ex>e⋅x .

证明 (1)设f(x)=arctan x, 则f(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导, 由拉格朗日中

值定理, 存在ξ∈(a, b), 使

f(b)−f(a)=f ′(ξ)(b−a), 即 )(
1

1arctanarctan 2 abab −
+

=−
ξ

,

所以 ||||
1

1|arctanarctan| 2 ababab −≤−
+

=−
ξ

, 即|arctan a−arctan b|≤|a−b|.

(2)设f(x)=ex, 则f(x)在区间[1, x]上连续, 在区间(1, x)内可导, 由拉格朗日中值

定理, 存在ξ∈(1, x), 使

f(x)−f(1)=f ′(ξ)(x−1), 即 ex −e=eξ (x−1).
因为ξ >1, 所以

ex −e=eξ (x−1)>e(x−1), 即 ex>e⋅x.

12. 证明方程 x5+x−1=0 只有一个正根.

证明 设 f(x)=x5+x−1, 则 f(x)是[0, +∞)内的连续函数.

因为 f(0)=−1 , f(1)=1 , f(0)f(1)<0, 所以函数在 (0, 1)内至少有一个零点 , 即

x5+x−1=0 至少有一个正根.

假如方程至少有两个正根, 则由罗尔定理, f ′(x)存在零点, 但 f ′(x)=5x4+1≠0,

矛盾. 这说明方程只能有一个正根.

13. 设 f(x)、g(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导, 证明在(a, b)内有一点ξ, 使



)()(
)()()()()(

)()(
ξ
ξ

gag
fafabbgag

bfaf
′
′−= .

解 设 )()(
)()()( xgag

xfafx =ϕ , 则ϕ(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导, 由拉格朗日中

值定理, 存在ξ∈(a, b), 使

ϕ(b)−ϕ(a)=ϕ′(ξ)(b−a),

即 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

′
′+′

′−=− )()(
)()(

)(])([
)(])([)()()(

)()(
)()(
)()(

ξ
ξ

ξ
ξ

gag
faf

gag
fafabagag

afaf
bgag
bfaf .

因此 )()(
)()()()()(

)()(
ξ
ξ

gag
fafabbgag

bfaf
′
′

−= .

14. 证明: 若函数.f(x)在(−∞, +∞)内满足关系式 f ′(x)=f(x), 且 f(0)=1 则 f(x)=ex .

证明 令 xe
xfx )()( =ϕ , 则在(−∞, +∞)内有

0)()()()()( 2

2

2

2
≡−=−′

=′ x

x

x

x

e
exfexf

e
exfexfxϕ ,

所以在(−∞, +∞)内ϕ(x)为常数.

因此ϕ(x)=ϕ(0)=1, 从而 f(x)=ex .

15. 设函数 y=f(x)在 x=0 的某邻域内具有 n 阶导数, 且 f(0)=f ′(0)= ⋅ ⋅ ⋅ =f
(n−1)(0)=0, 试用柯西中值定理证明:

!
)()( )(

n
xf

x
xf n

n
θ= (0<θ<1).

证明 根据柯西中值定理

1
1

1)(
0

)0()()(
−

′
=

−
−= nn n

f
x

fxf
x

xf
ξ

ξ (ξ1 介于 0 与 x 之间),

2
2

2
11

1

1
1

1

1
)1(

)(
0

)0()()(
−−−− −

′′
=

⋅−
′−′

=
′

nnnn nn
f

nn
ff

n
f

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ (ξ2 介于 0 与ξ1 之间),

3
3

3
22

2

2
2

2

2
)2)(1(

)(
0)1()1(

)0()(
)1(

)(
−−−− −−

′′′
=

⋅−−−
′′−′′

=
−
′′

nnnn nnn
f

nnnn
ff

nn
f

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ (ξ3 介于 0 与ξ2 之

间),



依次下去可得

!
)(

02   )1(2   )1(
)0()(

2   )1(
)( )(

1

)1(
1

)1(

1

1
)1(

n
f

nnnn
ff

nn
f n

n

n

n
n

n

n

n
n ξ

ξ
ξ

ξ
ξ =

⋅⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅−
−=

⋅⋅⋅⋅− −

−
−

−

−

−
−

(ξn 介于 0 与ξn−1 之

间),

所以
!

)()( )(

n
f

x
xf n

n

n
ξ= .

由于ξn 可以表示为ξn =θ x (0<θ<1), 所以
!

)()( )(

n
xf

x
xf n

n
θ= (0<θ<1).

习题 3−2
1. 用洛必达法则求下列极限:

(1)
x

x
x

)1ln(lim
0

+
→

;

(2)
x
ee xx

x sin
lim

0

−

→

− ;

(3)
ax

ax
ax −

−
→

sinsinlim ;

(4)
x
x

x 5tan
3sinlim

π→
;

(5) 2
2

)2(
sinlnlim

x
x

x −→ ππ
;

(6) nn

mm

ax ax
ax

−
−

→
lim ;

(7)
x
x

x 2tanln
7tanlnlim

0+→
;

(8)
x
x

x 3tan
tanlim

2
π→

;

(9)
xarc

x
x cot

)11ln(
lim

+

+∞→
;

(10)
xx

x
x cossec

)1ln(lim
2

0 −
+

→
;

(11) xx
x

2cotlim
0→

;



(12) 2
1

2
0

lim x
x

ex
→

;

(13) )
1

1
1

2(lim 21 −
−

−→ xxx
;

(14) x
x x

a )1(lim +
∞→

;

(15) x
x

xsin
0

lim
+→

;

(16) x
x x

tan
0

)1(lim
+→

.

解 (1) 11
1lim1

1
1

lim)1ln(lim
000

=
+

=+=+
→→→ x

x
x

x
xxx

.

(2) 2
cos

lim
sin

lim
00

=+=− −

→

−

→ x
ee

x
ee xx

x

xx

x
.

(3) ax
ax

ax
axax

cos
1

coslimsinsinlim ==
−
−

→→
.

(4)
5
3

5sec5
3cos3lim

5tan
3sinlim 2 −==

→→ x
x

x
x

xx ππ
.

(5)
8
1

2
csclim4

1
)2()2(2

cotlim
)2(

sinlnlim
2

22
2

2

−=
−

−−=
−⋅−

=
− →→→

x
x
x

x
x

xxx πππ ππ
.

(6) nm
n

m

n

m

axnn

mm

ax
a

n
m

na
mx

nx
mx

ax
ax −

−

−

−

−

→→
===

−
−

1

1

1

1
limlim .

(7)
22sec

2tan
1

77sec
7tan

1
lim

2tanln
7tanlnlim

2

2

00 ⋅⋅

⋅⋅
=

+→+→ x
x

x
x

x
x

xx

1
77sec
22seclim

2
7

7tan
2tanlim

2
7

2

2

00
=

⋅
⋅==

+→+→ x
x

x
x

xx
.

(8)
x
x

x
x

x
x

xxx
2

2

2
2

2

22
cos

3coslim
3
1

33sec
seclim

3tan
tanlim

πππ →→→
=

⋅
=

)sin(cos2
3)3sin(3cos2lim

3
1

2
xx
xx

x −
⋅−=

→π x
x

x cos
3coslim

2
π→

−=



3
sin

3sin3lim
2

=
−

−−=
→ x

x
x π

.

(9)
2

2

2

2

1lim

1
1

)1(11
1

limcotarc

)11ln(
lim

xx
x

x

x
x

x
x

xxx +
+=

+
−

−⋅
+

=
+

+∞→+∞→+∞→

1
2
2lim

21
2lim ==
+

=
+∞→+∞→ xx x

x .

(10)
x

x
x
xx

xx
x

xxx 2

2

02

2

0

2

0 cos1
lim

cos1
)1ln(coslim

cossec
)1ln(lim

−
=

−
+=

−
+

→→→

1
sin

lim
)sin(cos2

2lim
00

==
−−

=
→→ x

x
xx

x
xx

.

(注: cosx⋅ln(1+x2)~x2)

(11)
2
1

22sec
1lim

2tan
lim2cotlim 2000

=
⋅

==
→→→ xx

xxx
xxx

.

(12) +∞====
+∞→+∞→→→ 1

limlim1limlim
2

1

0

1
2

0

2
2

t

t

t

t

x

x
x

x
e

t
e

x

eex

(注: 当 x→0 时, +∞→= 2
1
x

t .

(13)
2
1

2
1lim

1
1lim

1
1

1
2lim

12121
−=−=

−
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−

− →→→ xx
x

xx xxx
.

(14)因为
)1ln(

lim)1(lim x
ax

x
x

x
e

x
a +

∞→∞→
=+ ,

而

2

2

1

)(
1

1

lim1
)1ln(

lim)1(ln(lim

x

x
a

x
a

x

x
a

x
ax

xxx −

−⋅
+

=
+

=+
∞→∞→∞→

aa
ax

ax
xx

==
+

=
∞→∞→ 1

limlim ,

所以 ax
ax

x
x

x
ee

x
a ==+

+

∞→∞→

)1ln(
lim)1(lim .

.



(15)因为 xx
x

x
x

ex lnsin
0

sin
0

limlim
+→+→

= ,

而
xx

x
x
xxx

xxx cotcsc

1
lim

csc
lnlimlnsinlim

000 ⋅−
==

+→+→+→

0
cos

sinlim
2

0
=−=

+→ xx
x

x
,

所以 1limlim 0lnsin
0

sin
0

===
+→+→

eex xx
x

x
x

.

(16)因为 xxx
x

e
x

lntantan
0

)1(lim −
+→

= ,

而
x

x
x
xxx

xxx 2000 csc

1
limcot

lnlimlntanlim
−

==
+→+→+→

0sinlim
2

0
=−=

+→ x
x

x
,

所以 1lim)1(lim 0lntan
0

tan
0

=== −
+→+→

ee
x

xx
x

x
x

.

2. 验证极限
x

xx
x

sinlim +
∞→

存在, 但不能用洛必达法则得出.

解 1)sin1(limsinlim =+=+
∞→∞→ x

x
x

xx
xx

, 极限
x

xx
x

sinlim +
∞→

是存在的.

但 )cos1(lim
1
cos1lim

)(
)sin(lim xx

x
xx

xxx
+=+=

′
′+

∞→∞→∞→
不存在, 不能用洛必达法则.

3. 验证极限
x
xx

x sin

1sin
lim

2

0→
存在, 但不能用洛必达法则得出.

解 0011sin
sin

lim
sin

1sin
lim

0

2

0
=⋅=⋅=

→→ x
x

x
x

x
xx

xx
, 极限

x
xx

x sin

1sin
lim

2

0→
是存在的.

但
x

xx
x

x
x

x
xx cos

1cos1sin2
lim

)(sin

)1sin(
lim

0

2

0

−
=

′

′

→→
不存在, 不能用洛必达法则.

4. 讨论函数

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤

>+
=

−
0          

0     ])1([)(

2
1

1
1

xe

x
e
x

xf
x

x

在点 x=0 处的连续性.



解 2
1

)0( −
= ef , )0(lim)(lim 2

1
2
1

00
feexf

xx
===

−−

−→−→
,

因为
]1)1ln(1[1

0

1
1

00
lim])1([lim)(lim

−+

−→−→+→
=+=

x
xx

x
x

x

xx
e

e
xxf ,

而 200

)1ln(lim]1)1ln(1[1lim
x

xxx
xx xx

−+=−+
+→+→

2
1

)1(2
1lim

2

1
1

1
lim

00
−=

+
−=

−
+=

+→+→ xx
x

xx
,

所以
]1)1ln(1[1

0

1
1

00
lim])1([lim)(lim −+

−→−→+→
=+=

xxx
x

x
x

xx
e

e
xxf

)0(2
1

fe ==
− .

因此 f(x)在点 x=0 处连续.

习题 3−3
1. 按(x−4)的幂展开多项式 x4−5x3+x2−3x+4.

解 设 f(x)=x4−5x3+x2−3x+4. 因为

f(4)=−56,

f ′(4)=(4x3−15x2+2x−3)|x=4=21,

f ′′(4)=(12x2−30x+2)|x=4=74,

f ′′′(4)=(24x−30)|x=4=66,

f (4)(4)=24,

所以

4
)4(

32 )4(
!4

)4()4(
!3

)4()4(
!2

)4()4)(4()4()( −+−′′′+−′′+−′+= xfxfxfxffxf



=−56+21(x−4)+37(x−4)2+11(x−4)3+(x−4)4.

2. 应用麦克劳林公式, 按 x 幂展开函数 f(x)=(x2−3x+1)3.

解 因为

f ′(x)=3(x2−3x+1)2(2x−3),
f ′′(x)=6(x2−3x+1)(2x−3)2+6(x2−3x+1)2=30(x2−3x+1)(x2−3x+2),
f ′′′(x)=30(2x−3)(x2−3x+2)+30(x2−3x+1)(2x−3)=30(2x−3)(2x2−6x+3),
f (4)(x)=60(2x2−6x+3)+30(2x−3)(4x−6)=360(x2−3x+2),
f (5)(x)=360(2x−3),
f (6)(x)=720;

f(0)=1, f ′(0)=−9, f ′′(0)=60, f ′′′(0)=−270,

f (4)(0)=720, f (5) (0)=−1080, f (6)(0)=720,

所以

6
)6(

5
)5(

4
)4(

32
!6

)0(
!5

)0(
!4

)0(
!3

)0(
!2

)0()0()0()( xfxfxfxfxfxffxf +++′′′+′′+′+=

=1−9x+30x3−45x3+30x4−9x5+x6.

3. 求函数 xxf =)( 按(x−4)的幂展开的带有拉格朗日型余项的 3 阶泰勒公式.

解 因为

24)4( ==f ,
4
1

2
1)4( 42

1
==′ =

−
xxf ,

32
1

4
1)4( 42

3
−=−=′′ =

−
xxf ,

328
3

8
3)4( 42

5

⋅
==′′′ =

−
xxf , 2

7
)4(

16
15)(

−
−= xxf ,

所以 4
)4(

32 )4(
!4

)()4(
!3

)4()4(
!2

)4()4)(4()4( −+−
′′′

+−
′′

+−′+= xfxfxfxffx ξ

4
7

32 )4(
)]4(4[16

15
!4

1)4(
512
1)4(

64
1)4(

4
12 −

−+
⋅−−+−−−+= x

x
xxx

θ
(0<θ<1).

4. 求函数 f(x)=ln x 按(x−2)的幂展开的带有佩亚诺型余项的 n 阶泰勒公式.

解 因为

f ′(x)=x−1, f ′′(x)=(−1)x−2, f ′′′(x)=(−1)(−2)x−3 , ⋅ ⋅ ⋅ ,

n

n
nn

x
nxnxf )!1()1()1(    )2)(1()(

1
)( −−=+−⋅⋅⋅−−=

−
− ;



k

k
k kf

2
)!1()1()2(

1
)( −−=

−
(k=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, n+1),

所以

])2[()2(
!

)2(    )2(
!3

)2()2(
!2

)2()2)(2()2(ln
)(

32 nn
n

xox
n

fxfxfxffx −+−+⋅⋅⋅+−
′′′

+−
′′

+−′+=

])2[()2(
2
)1(    )2(

23
1)2(

22
1)2(

2
12ln

1
3

3
2

2
nn

n

n
xox

n
xxx −+−

⋅
−+⋅⋅⋅−−

⋅
+−

⋅
−−+=

−
.

5. 求函数
x

xf 1)( = 按(x+1)的幂展开的带有拉格朗日型余项的 n 阶泰勒公式.

解 因为

f(x)=x−1, f ′(x)=(−1)x−2, f ′′(x)=(−1)(−2)x−3 , ⋅ ⋅ ⋅ ,

1
)1()( !)1()(    )2)(1()( +

+− −=−⋅⋅⋅−−= n

n
nn

x
nxnxf ;

!
)1(

!)1()1( 1
)( kkf k

k
k −=

−
−=− + (k=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, n),

所以     )1(
!3

)1()1(
!2

)1()1)(1()1(1 32 ⋅⋅⋅++−′′′
++−′′

++−′+−= xfxfxff
x

1
)1()(

)1(
)!1(

)()1(
!

)1( +
+

+
+

++−+ n
n

n
n

x
n

fx
n

f ξ

1
2

1
32 )1(

)]1(1[
)1(])1(    )1()1()1(1[ +

+

+
+

++−
−+++⋅⋅⋅+++++++−= n

n

n
n x

x
xxxx

θ

(0<θ<1).
6. 求函数 f(x)=tan x 的带有拉格朗日型余项的 3 阶麦克劳林公式.

解 因为

f ′(x)=sec2x,

f ′′(x)=2sec x⋅sec x⋅tan x=2sec2x⋅tan x,

f ′′′(x)=4sec x⋅sec x⋅tan2x+2sec4x=4sec2x⋅tan2x+2sec4x,

f (4)(x)=8sec2x⋅tan3x+8sec4x⋅tan x+8sec4x⋅tan x
x
xx

5

2

cos
)2(sinsin8 += ;

f(0)=0, f ′(0)=1, f ′′(0)=0, f ′′′(0)=2,

所以 4
5

2
3

)(cos3
]2)()[sinsin(

3
1tan x

x
xxxxx

θ
θθ +++= (0<θ<1).



7. 求函数 f(x)=xex 的带有佩亚诺型余项的 n 阶麦克劳林公式.

解 因为

f ′(x)=ex+xex,

f ′′(x)=ex+ex+xex=2ex+xex,

f ′′′(x)=2ex+ex+xex=3ex+xex, ⋅ ⋅ ⋅,

f (n)(x)=nex+xex;
f (k )(0)=k (k=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, n),

所以 )(
!

)0(    
!3

)0(
!2

)0()0()0(
)(

32 nn
n

x xox
n

fxfxfxffxe ++⋅⋅⋅⋅+′′′+′′+′+=

)(
)!1(

1    
!2

1 32 nn xox
n

xxx +
−

⋅⋅⋅+++= .

8. 验证当
2
10 ≤≤ x 时, 按公式

62
1

32 xxxex +++≈ 计算 ex 的近似值时, 所产生的误

差小于 0.01, 并求 e 的近似值, 使误差小于 0.01.

解 因为公式
62

1
32 xxxex +++≈ 右端为 ex的三阶麦克劳林公式, 其余项为

4
3 !4

)( xexR
ξ

= ,

所以当
2
10 ≤≤ x 时，按公式

62
1

32 xxxex +++≈ 计算 ex 的误差

01.00045.0)
2
1(

!4
3|

!4
||)(| 42

1

4
3 <≈≤= xexR

ξ
.

645.1)
2
1(

6
1)

2
1(

2
1

2
11 322

1
≈⋅+⋅++≈=ee .

9. 应用三阶泰勒公式求下列各数的近似值, 并估计误差:

(1) 3 30 ;

(2)sin18°.

解 (1)设 3)( xxf = , 则 f(x)在 x0=27 点展开成三阶泰勒公式为

23
5

3
2

33 )27)(27
9
2(

!2
1)27(27

3
127)( −⋅−⋅+−⋅+==

−−
xxxxf



43
11

33
8

)27)(81
80(!4

1)27)(2727
10(!3

1 −−⋅+−⋅⋅+
−−

xx ξ (ξ介于 27 与 x 之间).

于是 33
8

23
5

3
2

33 3)27
27
10(

!3
13)27

9
2(

!2
1327

3
12730 ⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅+≈

−−−

10724.3)
3
5

3
1

3
11(3 1063 ≈+−+≈ ,

其误差为

5
11

43
11

43
11

3 1088.1
3!4

80327
81
80

!4
1|3)

81
80(

!4
1||)30(| −−−

×=
⋅

=⋅⋅⋅<⋅−⋅= ξR .

(2) 已知

43
!4

sin
!3

1sin xxxx ξ+−= (ξ介于 0 与 x 之间),

所以 sin 18° 3090.0)
10

(
!3

1
1010

sin 3≈−≈= πππ ,

其误差为

444
3 1003.2)

10
(

!4
6

sin
|)

10
(

!4
sin||)

10
(| −×=<= π

π
πξπR .

10. 利用泰勒公式求下列极限:

(1) )23(lim 4 343 23 xxxx
x

−−+
+∞→

;

(2)
)]1ln([

coslim 2
2

0

2

xxx
ex

x

x −+
−

−

→
;

(3)
2

22

0 sin)(cos

1
2
11

lim 2 xex

xx
xx −

+−+

→
.

解 (1)
t

tt

x

xxxxxx
txx

43

0

43
4 343 23 2131lim1

2131
lim)23(lim −−+=

−−+
=−−+

+→+∞→+∞→
.

因为 )(1313 tott ++=+ , )(
2
11214 tott +−=− , 所以



2
3])(

2
3[lim

)](
2
11[)](1[

lim)23(lim
00

4 343 23 =+=
+−−++

=−−+
+→+→+∞→ t

to
t

tottot
xxxx

ttx
.

(2)
])1ln(1[

)](
4
1

!2
1

2
11[)](

!4
1

!2
11[

lim
)]1ln([

coslim 1
3

442442

02
2

0

2

x
x

x

x
xx

xoxxxoxx

xxx
ex

−+

+⋅+−−++−
=

−+
−

→

−

→

0
1

0

)1ln(1

)(
12
1

lim 11
3

4

0
=

+
=

−+

+−
= −→ e

x

x
xox

x
x

.

(3)
2442442

4422

02

22

0 ))](
!2

11())(
!4

1
!2

11[(

)](
!4

3
!2

11[
2
11

lim
sin)(cos

1
2
11

lim 2

xxoxxxoxx

xoxxx

xex

xx
xxx +++−++−

+−+−+
=

−

+−+

→→

12
1

2
3
!4

3

)(
24
11

2
3

)(
!4

3
lim

)(
24
11

2
3

)(
!4

3
lim

2

4
2

4

4

04264

44

0
−=

−
=

+−−

+
=

⋅+−−

+
=

→→

x
xox

x
xo

xoxxx

xox
xx

.

习题 3−4
1. 判定函数 f(x)=arctan x−x 单调性.

解 因为 0
1

11
1

1)( 22 ≤
+

−=−
+

=′
xx

xf , 且仅当 x=0 时等号成立, 所以 f(x)在(−∞,

+∞)内单调减少.

2. 判定函数 f(x)=x+cos x (0≤x≤2π)的单调性.

解 因为 f ′(x)=1−sin x≥0, 所以 f(x)=x+cos x 在[0, 2π]上单调增加.

3. 确定下列函数的单调区间:

(1) y=2x3−6x2−18x−7;

(2)
x

xy 82 += (x>0);

(3)
xxx

y
694

10
23 +−

= ;

(4) )1ln( 2xxy ++= ;

(5) y=(x−1)(x+1)3;



(6) )0())(2(3 2 >−−= axaaxy ;

(7) y=xne−x (n>0, x≥0);
(8)y=x+|sin 2x|.
解 (1) y′=6x2−12x−18=6(x−3)(x+1)=0, 令 y′=0 得驻点 x1=−1, x2=3.

列表得

可见函数在(−∞, −1]和[3, +∞)内单调增加, 在[−1, 3]内单调减少.

(2) 0)2)(2(282 22 =+−=−=′
x

xx
x

y ,令 y′=0 得驻点 x1=2, x2=−2(舍去).

因为当x>2时, y>0; 当 0<x<2时, y′<0, 所以函数在(0, 2]内单调减少, 在[2, +∞)
内单调增加.

(3) 223 )694(
)1)(12(60

xxx
xxy

+−
−−−=′ , 令 y′=0 得驻点

2
1

1=x , x2=1, 不可导点为 x=0.

列表得

x (−∞, 0) 0 (0,
2
1 )

2
1 (

2
1 , 1) 1 (1, +∞)

y′ − 不存在 − 0 + 0 −

y ↘ ↘ 0 ↗ ↘

可见函数在(−∞, 0), ]
2
1 ,0( , [1, +∞)内单调减少, 在 ]1 ,

2
1[ 上单调增加.

(4)因为 0
1

1)
12
21(

1
1

222
>

+
=

+
+

++
=′

xx
x

xx
y , 所以函数在(−∞, +∞)内单调增

加.

(5) y′=(x+1)3+3(x−1)(x+1)2 2)1)(
2
1(4 +−= xx . 因为当

2
1<x 时, y′<0; 当

2
1>x 时,

y′>0, 所以函数在 ]
2
1 ,(−∞ 内单调减少, 在 ) ,

2
1[ ∞+ 内单调增加.

x (−∞, −1) −1 (−1, 3) 3 (3, +∞)
y′ + 0 − 0 +

y ↗ ↘ ↗



(6)
3 2 )()2(3

)
3
2(

xaax

ax
y

−−

−−
=′ , 驻点为

3
2

1
ax = , 不可导点为

22
ax = , x3=a .

列表得

x
)

2
 ,( a−∞

2
a )

3
2 ,

2
( aa

3
2a ) ,

3
2( aa

a (a, +∞)

y′ + 不存在 + 0 − 不存在 +

y ↗ ↗ ↘ ↗

可见函数在 )
2

 ,( a−∞ , ]
3

2 ,
2

( aa , (a, +∞)内单调增加, 在 ) ,
3
2[ aa 内单调减少.

(7)y′=e−xxn−1(n−x), 驻点为 x=n. 因为当 0<x<n时, y′>0; 当 x>n 时, y′<0, 所以函

数在[0, n]上单调增加, 在[n, +∞)内单调减少.

(8)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+<<+−

+≤≤+
=

ππππ

πππ

kxkxx

kxkxx
y

2
      2sin

2
      2sin

(k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅),

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+<<+−

+≤≤+
=′

ππππ

πππ

kxkx

kxkx
y

2
      2cos21

2      2cos21
(k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅).

y′是以π为周期的函数, 在[0, π]内令 y′=0, 得驻点
21
π=x ,

6
5

2
π=x , 不可导点为

23
π=x .

列表得

x )
3

 ,0( π 3
π )

2
 ,

3
( ππ

2
π )

6
5 ,

2
( ππ

6
5π ) ,

6
5( ππ

y′ + 0 − 不存在 + 0 −

y ↗ ↘ ↗ ↘

根据函数在[0, π]上的单调性及 y′在(−∞, +∞)的周期性可知函数在 ]
32

 ,
2

[ πππ +kk 上单



调增加, 在 ]
22

 ,
32

[ ππππ ++ kk 上单调减少(k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅).

4. 证明下列不等式:

(1)当 x>0 时, xx +>+ 1
2
11 ;

(2)当 x>0 时, 22 1)1ln(1 xxxx +>+++ ;

(3)当
2

0 π<< x 时, sin x+tan x>2x;

(4)当
2

0 π<< x 时, 3
3
1tan xxx +> ;

(5)当 x>4 时, 2x>x2;

证明 (1)设 xxxf +−+= 1
2
11)( , 则 f (x)在[0, +∞)内是连续的. 因为

x
xf

+
−=′

12
1

2
1)( 0

12
11 >

+
−+=
x

x ,

所以 f (x)在(0, +∞)内是单调增加的, 从而当 x>0 时 f (x)>f (0)=0, 即

01
2
11 >+−+ xx ,

也就是 xx +>+ 1
2
11 .

(2)设 22 1)1ln(1)( xxxxxf +−+++= , 则 f (x)在[0, +∞)内是连续的. 因为

0)1ln(
1

)
1

1(
1
1)1ln()( 2

222
2 >++=

+
−

+
+⋅

++
⋅+++=′ xx

x
x

x
x

xx
xxxxf ,

所以 f (x)在(0, +∞)内是单调增加的, 从而当 x>0 时 f(x)>f(0)=0, 即

01)1ln(1 22 >+−+++ xxxx ,

也就是 22 1)1ln(1 xxxx +>+++ .

(3)设 f(x)=sin x+tan x−2x, 则 f(x)在 )
2

 ,0[ π 内连续,

f ′(x)=cos x+sec2x−2
x

xxx
2

2

cos
]cos)1)[(cos1(cos −−−= .

因为在 )
2

 ,0( π 内 cos x−1<0, cos2x−1<0, −cos x<0, 所以 f ′(x)>0, 从而 f(x)在



)
2

 ,0( π 内单调增加, 因此当
2

0 π<< x 时, f(x)>f(0)=0, 即

sin x+tan x−2x>0,

也就是 sin x+tan x>2x.

(4)设 3
3
1tan)( xxxxf −−= , 则 f(x)在 )

2
 ,0[ π 内连续,

))(tan(tantan1sec)( 2222 xxxxxxxxxf +−=−=−−=′ .

因为当
2

0 π<< x 时, tan x>x, tan x+x>0, 所以 f ′(x)在 )
2

 ,0( π 内单调增加, 因此当

2
0 π<< x 时, f(x)>f(0)=0, 即

0
3
1tan 3 >−− xxx ,

也就是 2
3
1tan xxx +> .

(5)设 f(x)=x ln2−2ln x, 则 f (x)在[4, +∞)内连续, 因为

0
4
2

2
ln2

2
4ln22ln)( =−>−=−=′ e

xx
xf ,

所以当 x>4 时, f ′(x)>0, 即 f(x)内单调增加.

因此当 x>4 时, f(x)>f(4)=0, 即 x ln2−2ln x>0, 也就是 2x>x2.

5. 讨论方程 ln x=ax (其中 a>0)有几个实根？

解 设 f(x)=ln x−ax. 则 f(x)在(0, +∞)内连续,
x
axa

x
xf −=−=′ 11)( , 驻点为

a
x 1= .

因为当
a

x 10 << 时, f ′(x)>0, 所以 f(x)在 )1 ,0(
a

内单调增加; 当
a

x 1> 时, f ′(x)<0,

所以 f(x)在 ) ,1( ∞+
a

内单调减少. 又因为当 x→0 及 x→+∞时, f(x)→−∞, 所以如果

011ln)1( >−=
aa

f , 即
e

a 1< , 则方程有且仅有两个实根; 如果 011ln)1( <−=
aa

f , 即

e
a 1> , 则方程没有实根. 如果 011ln)1( =−=

aa
f , 即

e
a 1= , 则方程仅有一个实根.

6. 单调函数的导函数是否必为单调函数？研究下面这个例子:

f(x)=x+sin x .

解 单调函数的导函数不一定为单调函数.

例如 f(x)=x+sin x 在(−∞,+∞)内是单调增加的, 但其导数不是单调函数. 事实上



,

f ′(x)=1+cos x≥0,

这就明 f(x)在(−∞, +∞)内是单调增加的. f ′′(x)=−sin x 在(−∞, +∞)内不保持确定的符

号, 故 f ′(x)在(−∞, +∞)内不是单调的.

7. 判定下列曲线的凹凸性:

(1) y=4x−x2 ;

(2) y=sh x;

(3)
x

y 11+= (x>0);

(4) y=x arctan x ;

解 (1)y′=4−2x, y′′=−2,

因为 y′′<0, 所以曲线在(−∞, +∞)内是凸的.

(2)y′=ch x, y′′=sh x. 令 y′′=0, 得 x=0.

因为当 x<0 时, y′′=sh x<0; 当 x>0 时, y′′=sh x>0, 所以曲线在(−∞, 0]内是凸的,

在[0, +∞)内是凹的.

(3) 2
1
x

y −=′ , 3
2
x

y =′′ .

因为当 x>0 时, y′′>0, 所以曲线在(0, +∞)内是凹的.

(4) 21
arctan

x
xxy

+
+=′ , 22)1(

2
x

y
+

=′′ .

因为在(−∞, +∞)内, y′′>0, 所以曲线 y=xarctg x 在(−∞, +∞)内是凹的.

8. 求下列函数图形的拐点及凹或凸的区间:

(1).y=x3−5x2+3x+5 ;

(2) y=xe −x ;

(3) y=(x+1)4+ex ;

(4) y=ln(x2+1);
(5) y=earctan x ;

(6) y=x4(12ln x−7),

解 (1)y′=3x2−10x+3, y′′=6x−10. 令 y′′=0, 得
3
5=x .



因为当
3
5<x 时, y′′<0; 当

3
5>x 时, y′′>0, 所以曲线在 ]

3
5 ,(−∞ 内是凸的, 在

) ,
3
5[ ∞+ 内是凹的, 拐点为 )

27
20 ,

3
5( .

(2)y′=e−x−xe−x, y′′=−e−x−e−x+xe−x=e−x(x−2). 令 y′′=0, 得 x=2.

因为当 x<2 时, y′′<0; 当 x>2 时, y′′>0, 所以曲线在(−∞, 2]内是凸的, 在[2, +∞)
内是凹的, 拐点为(2, 2e−2).

(3)y′=4(x+1)3+ex, y′′=12(x+1)2+ex .

因为在(−∞, +∞)内, y′′>0, 所以曲线 y=(x+1)4+ex的在(−∞, +∞)内是凹的, 无拐

点.

(4)
1

2
2 +

=′
x

xy , 2222

2

)1(
)1)(1(2

)1(
22)1(2

+
+−−=

+
⋅−+=′′

x
xx

x
xxxy . 令 y′′=0, 得 x1=−1, x2=1.

列表得

可见曲线在(−∞, −1]和[1, +∞)内是凸的, 在[−1, 1]内是凹的, 拐点为(−1, ln2)和
(1, ln2).

(5) 2
arctan

1
1
x

ey x
+

⋅=′ , )21(
1 2

arctan
x

x
ey

x
−

+
=′′ . 令 y′′=0 得,

2
1=x .

因为当
2
1<x 时, y′′>0; 当

2
1>x 时, y′′<0, 所以曲线 y=earctg x 在 ]

2
1 ,(−∞ 内是凹的,

在 ) ,
2
1[ ∞+ 内是凸的, 拐点是 ) ,2

1( 2
1arctan

e .

(6) y′=4x3(12ln x−7)+12x3, y′′=144x2⋅ln x. 令 y′′=0, 得 x=1.

因为当 0<x<1时, y′′<0; 当 x>1 时, y′′>0, 所以曲线在(0, 1]内是凸的, 在[1, +∞)
内是凹的, 拐点为(1, −7).

9. 利用函数图形的凹凸性, 证明下列不等式:

x (−∞, −1) −1 (−1, 1) 1 (1, +∞)
y′′ − 0 + 0 −

y ∩
ln2

拐点
∪

ln2

拐点
∩



(1) nnn yxyx )
2

()(
2
1 +>+ (x>0, y>0, x≠y, n>1);

(2) )(
2

2 yxeee yxyx
≠>+

+

;

(3)
2

ln)(lnln yxyxyyxx ++>+ (x>0, y>0, x≠y).

证明 (1)设 f(t)=tn, 则 f ′(t)=ntn−1, f ′′(t)=n(n−1)t n−2. 因为当 t>0 时, f ′′(t)>0, 所以

曲线 f(t)=t n 在区间(0, +∞)内是凹的. 由定义, 对任意的 x>0, y>0, x≠y 有

)2()]()([2
1 yxfyfxf +>+ ,

即 nnn yxyx )
2

()(
2
1 +>+ .

(2)设 f(t)=et, 则 f ′(t)=et, f ′′(t)=et . 因为 f ′′(t)>0, 所以曲线 f(t)=et 在(−∞, +∞)内
是凹的. 由定义, 对任意的 x, y∈(−∞, +∞), x≠y 有

)2()]()([2
1 yxfyfxf +>+ ,

即 )(
2

2 yxeee yxyx
≠>+

+

.

(3)设 f(t)=t ln t , 则 f ′(t)=ln t+1,
t

tf 1)( =′′ .

因为当 t>0时, f ′′(t)>0, 所以函数 f(t)=t ln t 的图形在(0, +∞)内是凹的. 由定义,

对任意的 x>0, y>0, x≠y 有

)
2

()]()([
2
1 yxfyfxf +>+ ,

即
2

ln)(lnln yxyxyyxx ++>+ .

10. 试证明曲线
1

1
2 +
−

=
x
xy 有三个拐点位于同一直线上.

证明 22

2

)1(
12

+
++−=′

x
xxy , 3232

23

)1(
)]32()][32()[1(2

)1(
2662

+
+−−−+=

+
+−−=′′

x
xxx

x
xxxy .

令 y′′=0, 得 x1=−1, 322 −=x , 323 +=x .

例表得



x
(−∞.

−1)
−1

)32 ,1( −−
32− )32 ,32( +− 32+

) ,32( ∞++

y′ − 0 + 0 − 0 +

y ∩ −1 ∪ )32(4
31

−
−

∩ )32(4
31

+
+

∪

可见拐点为(−1, −1), )
)32(4

31 ,32(
−

−− , )
)32(4

31 ,32(
+

++ . 因为

4
1

)1(32

)1(
)32(4

31

=
−−−

−−
−

−

,
4
1

)1(32

)1(
)32(4

31

=
−−+

−−
+

+

,

所以这三个拐点在一条直线上.

11. 问 a、b 为何值时, 点(1, 3)为曲线 y=ax3+bx2的拐点？

解 y′=3ax2+2bx, y′′=6ax+2b. 要使(1, 3)成为曲线y=ax3+bx2的拐点, 必须y(1)=3

且 y′′(1)=0, 即 a+b=3 且 6a +2b=0, 解此方程组得
2
3−=a ,

2
9=b .

12. 试决定曲线 y=ax3+bx2+cx+d 中的 a、b、c、d, 使得 x=−2 处曲线有水平切

线, (1, −10)为拐点, 且点(−2, 44)在曲线上.

解 y′=3ax2+2bx+c, y′′=6ax+2b . 依条件有

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′′
=−′

−=
=−

0)1(
0)2(

10)1(
44)2(

y
y
y
y

, 即
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−

−=+++
=+−+−

026
0412

10
44248

ba
cba
dcba

dcba

.

解之得 a=1, b=−3, c=−24, d=16.

13. 试决定 y=k(x2−3)2 中 k 的值, 使曲线的拐点处的法线通过原点.

解 y′=4kx3−12kx, y′′=12k(x−1)(x+1). 令 y′′=0, 得 x1=−1, x2=1.

因为在 x1=−1 的两侧 y′′是异号的, 又当 x=−1 时 y=4k, 所以点(−1, 4k)是拐点.

因为 y′(−1)=8k, 所以过拐点(−1, 4k)的法线方程为 )1(
8
14 +−=− x
k

ky . 要使法线

过原点, 则(0, 0)应满足法线方程, 即
k

k
8
14 −=− ,

8
2±=k .



同理, 因为在 x1=1的两侧 y′′是异号的, 又当 x=1时 y=4k, 所以点(1, 4k)也是拐

点.

因为 y′(1)=−8k, 所以过拐点(−1, 4k)的法线方程为 )1(
8
14 −=− x
k

ky . 要使法线

过原点, 则(0, 0)应满足法线方程, 即
k

k
8
14 −=− ,

8
2±=k .

因此当
8
2±=k 时, 该曲线的拐点处的法线通过原点.

14. 设 y=f(x)在 x=x0 的某邻域内具有三阶连续导数, 如果 f ′ ′(x 0)=0, 而 f
′′′(x0)≠0, 试问 (x0, f(x0))是否为拐点？为什么？

解 不妨设 f ′′′(x0)>0. 由 f ′′′(x)的连续性, 存在 x0的某一邻域(x0−δ, x0+δ), 在此

邻域内有 f ′′′(x)>0. 由拉格朗日中值定理, 有

f ′′(x)−f ′′(x0)=f ′′′(ξ)(x−x0) (ξ介于 x0 与 x 之间),
即 f ′′(x)=f ′′′(ξ)(x−x0).

因为当 x0−δ<x<x0 时, f ′′(x)<0; 当 x0<x<x0+δ 时, f ′′(x)>0, 所以(x0, f(x0))是拐点.

习题 3−5
1. 求函数的极值:

(1) y=2x3−6x2−18x+7;
(2) y=x−ln(1+x) ;
(3) y=−x4+2x2 ;

(4) xxy −+= 1 ;

(5)
254

31

x

xy
+

+
= ;

(6)
1
443

2

2

++
++

=
xx
xxy ;

(7) y=ex cos x ;

(8) xxy
1

= ;



(9) 3
1

)1(23 +−= xy ;

(10) y=x+tan x .
解 (1)函数的定义为(−∞, +∞),  y′=6x2−12x−18=6(x2−2x−3)=6(x−3)(x+1), 驻点为 x1=−1,

x2=3.
列表

x (−∞, −1) −1 (−1, 3) 3 (3, +∞)
y′ + 0 − 0 +
y ↗ 17 极大值 ↘ −47 极小值 ↗

可见函数在 x=−1 处取得极大值 17, 在 x=3 处取得极小值−47.

(2)函数的定义为(−1, +∞),
x

x
x

y
+

=
+

−=′
11

11 , 驻点为 x=0. 因为当−1<x<0 时, y′<0; 当 x>0

时, y′>0, 所以函数在 x=0 处取得极小值, 极小值为 y(0)=0.
(3)函数的定义为(−∞, +∞),

y′=−4x3+4x=−4x(x2−1), y′′=−12x2+4,
令 y′=0, 得 x1=0, x2=−1, x3=1.
因为 y′′(0)=4>0, y′′(−1)=−8<0, y′′(1)=−8<0, 所以 y(0)=0 是函数的极小值, y(−1)=1 和 y(1)=1

是函数的极大值.
(4)函数的定义域为(−∞, 1],

)112(12
43

12
112

12
11

+−−

−
=

−

−−
=

−
−=′

xx
x

x
x

x
y ,

令 y′=0, 得驻点
4
3=x .

因为当
4
3<x 时, y′>0; 当 1

4
3 << x 时, y′<0, 所以

4
5)1( =y 为函数的极大值.

(5)函数的定义为(−∞, +∞),
32 )54(

)
5

12(5

x

x
y

+

−−
=′ , 驻点为

5
12=x .

因为当
5

12
<x 时, y′>0; 当

5
12

>x 时, y′<0, 所以函数在
5

12
=x 处取得极大值, 极大值为

10
205)

5
12( =y .

(6)函数的定义为(−∞, +∞),
22 )1(

)2(
++
+−=′

xx
xxy , 驻点为 x1=0, x2=−2.

列表

x (−∞, −2) −2 (−2, 0) 0 (0, +∞)



y′ − 0 + 0 −

y ↘
3
8
极小值 ↗ 4极大值 ↘

可见函数在 x=−2 处取得极小值
3
8 , 在 x=0 处取得极大值 4.

(7)函数的定义域为(−∞, +∞).

y′=e x(cos x−sin x ), y′′=−e xsin x.

令 y′=0, 得驻点 π
π kx 2
4

+= , π
π )1(2
4

++= kx , (k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅).

因为 0)2
4

( <+′′ ππ ky , 所以
2
2)2

4
(

2
4 ⋅=+

+ π
π

π
π k

eky 是函数的极大值.

因为 y′′ 0])1(2
4

[ >++ π
π k , 所以

2
2])1(2

4
[

)1(2
4 ⋅−=++

++ π
π

π
π k

eky 是函数的极小值.

(8)函数 xxy
1

= 的定义域为(0, +∞),

)ln1(1
2

1

x
x

xy x −⋅=′ .

令 y′=0, 得驻点 x=e .

因为当 x<e 时, y′>0; 当 x>e 时, y′<0, 所以 eeey
1

)( = 为函数 f(x)的极大值.

(9)函数的定义域为(−∞, +∞),
3/2)1(

1
3
2

+
−=′

x
y , 因为 y′<0, 所以函数在(−∞, +∞)是单调

减少的, 无极值.

(10)函数 y=x+tg x 的定义域为 π
π kx +≠
2
 (k=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅  ⋅).

因为 y′=1+sec 2x >0, 所以函数 f(x)无极值.

2. 试证明: 如果函数 y=ax3+bx2+cx +d 满足条件 b2 −3ac<0, 那么这函数没有极值 .
证明 y′=3a x2+2b x+c. 由 b2 −3ac<0, 知 a≠0. 于是配方得到

y′=3a x2+2b x+c
a
bac

a
bxa

a
cx

a
bxa

3
3)

3
(3)

33
2(3

2
222 −

++=++= ,

因 3ac−b2>0, 所以当 a>0 时, y′>0; 当 a<0 时, y′<0. 因此 y=ax3+bx2+cx +d 是单调函数, 没

有极值.

3. 试问a为何值时, 函数 xxaxf 3sin
3
1sin)( += 在

3
π

=x 处取得极值？它是极大值还是极小



值？并求此极值.
解 f ′(x)=acos x+cos 3x, f ′′(x)=−asin x−3 sin x.

要使函数 f(x)在
3
π

=x 处取得极值, 必有 0)
3

( =′ πf , 即 01
2
1

=−⋅a , a=2 .

当a=2 时, 0
2
32)

3
( <⋅−=′′ πf . 因此, 当a=2 时, 函数 f (x)在

3
π

=x 处取得极值, 而且取得极

大值, 极大值为 3)
2
3( =f .

4. 求下列函数的最大值、最小值:

(1) y=2x3−3x2 , −1≤x≤4;
(2) y=x4−8x2+2, −1≤x≤3 ;

(3) xxy −+= 1 , −5≤x≤1.

解 (1)y′=6x2−6x=6x(x−1), 令 y′=0, 得 x1=0, x2=1. 计算函数值得

y(−1)=−5, y(0)=0, y(1)=−1, y(4)=80,
经比较得出函数的最小值为 y(−1)=−5, 最大值为 y(4)=80.

(2)y′=4x3−16x=4x(x2−4), 令 y′=0, 得 x1=0, x2=−2(舍去), x 3=2. 计算函数值得

y(−1)=−5, y(0)=2, y(2)=−14, y(3)=11,
经比较得出函数的最小值为 y(2)=−14, 最大值为 y(3)=11.

(3)
x

y
−

−=′
12
11 , 令 y′=0, 得

4
3=x . 计算函数值得

65)5( +−=−y ,
4
5)

4
3( =y , y(1)=1,

经比较得出函数的最小值为 65)5( +−=−y , 最大值为
4
5)

4
3( =y .

5. 问函数 y=2x3−6x2−18x−7(1≤x≤4)在何处取得最大值？并求出它的最大值.
解 y′=6x2−12x−18=6(x−3)(x+1), 函数 f(x)在 1≤x≤4 内的驻点为 x=3.

比较函数值:

f(1)=−29, f(3)=−61, f(4)=−47,
函数 f(x)在 x=1 处取得最大值, 最大值为 f (1)=−29.

6. 问函数
x

xy 542 −= (x<0)在何处取得最小值？

解
2

542
x

xy +=′ , 在(−∞, 0)的驻点为 x=−3. 因为

3
1082
x

y −=′′ , 0
27

1082)3( >+=−′′y ,

所以函数在 x=−3 处取得极小值. 又因为驻点只有一个, 所以这个极小值也就是最小值, 即函

数在 x=−3 处取得最小值, 最小值为 27)3( =−y .



7. 问函数
12 +

=
x

xy (x≥0)在何处取得最大值？

解
22

2

)1(
1

+

−
=′

x
xy . 函数在(0, +∞)内的驻点为 x=1.

因为当 0<x<1 时, y′>0; 当 x>1 时 y′<0, 所以函数在 x=1 处取得极大值. 又因为函数在

(0, +∞)内只有一个驻点, 所以此极大值也是函数的最大值, 即函数在 x=1 处取得最大值, 最大

值为 f (1)=
2
1 .

8. 某车间靠墙壁要盖一间长方形小屋, 现有存砖只够砌20cm长的墙壁, 问应围成怎样的

长方形才能使这间小屋的面积最大？

解 设宽为 x 长为 y, 则 2x+y=20, y=20−2x, 于是面积为

S= xy=x(20−2x)=20x−2x2.
S ′=20−4x=4(10−x), S ′′=−4.

令 S ′=0, 得唯一驻点 x=10.
因为 S ′′(10)−4<0, 所以 x=10 为极大值点, 从而也是最大值点.
当宽为 5 米, 长为 10 米时这间小屋面积最大.
9. 要造一圆柱形油罐, 体积为 V, 问底半径 r 和高 h 等于多少时, 才能使表面积最小？这

时底直径与高的比是多少？

解 由 V=π r2h, 得 h=Vπ−1r−2. 于是油罐表面积为

S=2π r2+2π rh
r
Vr 22 2 += π (0<x<+∞),

2

24
r
VrS −=′ π .

令 S ′=0, 得驻点 3
2π
Vr = .

因为 044
3

>+=′′
r
VS π , 所以 S 在驻点 3

2π
Vr = 处取得极小值, 也就是最小值. 这时相应的

高为 r
r

Vh 2
 2

0

==
π

. 底直径与高的比为 2r : h=1 : 1.

10. 某地区防空洞的截面拟建成矩形加半圆(如图), 截面的面积

为5m2, 问底宽 x 为多少时才能使截面的周长最小, 从而使建造时所用

的材料最省？

解 设矩形高为 h , 截面的周长 S, 则 5)
2

(
2
1 2 =⋅+ πxxh , x

x
h

8
5 π−= .

于是



x
xxxhxS 10

42
2 ++=++= ππ (

π
400 << x ),

2

10
4

1
x

S −+=′
π .

令 S ′=0, 得唯一驻点
π+

=
4
40x .

因为 020
3

>=′′
x

S , 所以
π+

=
4
40x 为极小值点, 同时也是最小值点.

因此底宽为
π+

=
4
40x 时所用的材料最省.

11. 设有重量为 5kg 的物体, 置于水平面上, 受力 F 的作用

而开始移动(如图). 设摩擦系数µ=0.25, 问力 F与水平线的交角α
为多少时, 才可使力 F 的大小为最小？

解 由 F cos α =(m−Fsin α)µ 得

αµα
µ

sincos +
=

mF (
2
 0 π

α ≤≤ ),

2)sin(cos
)cos(sin

αµα
αµαµ

+
−=′ mF ,

驻点为 α = arctan µ.

因为 F 的最小值一定在 )
2
 ,0( π

内取得, 而 F 在 )
2
 ,0( π

内只有一个驻点α = arctan µ,

所以α=arctan µ一定也是 F 的最小值点. 从而当α=arctan0.25=14°时, 力 F 最小.
12. 有一杠杆, 支点在它的一端. 在距支点 0.1m 处挂

一重量为 49kg 的物体. 加力于杠杆的另一端使杠杆保持

水平(如图). 如果杠杆的线密度为 5kg/m , 求最省力的杆

长?
解 设杆长为 x (m), 加于杠杆一端的力为 F, 则有

1.0495
2
1 ⋅+⋅= xxxF , 即 )0(9.4

2
5 >+= x

x
xF .

2

9.4
2
5

x
F −=′ ,

驻点为 x=1.4. 由问题的实际意义知, F 的最小值一定在(0, +∞)内取得, 而 F 在(0, +∞)内只有一

个驻点 x=1.4, 所以 F 一定在 x=1.4m 处取得最小值, 即最省力的杆长为 1.4m.
13. 从一块半径为 R 的圆铁片上挖去一个扇形做成一漏斗(如图),

问留下的扇形的中心角ϕ取多大时, 做成的漏斗的容积最大？



解 漏斗的底周长 l、底半径 r、高 h 分别为

l=R⋅ϕ ,  
π
ϕ

2
Rr = , 2222 4

2
ϕπ

π
−=−= RrRh .

漏斗的容积为

22
2

23
2 4

243
1

ϕπ
π
ϕ

π −==
RhrV (0<ϕ<2π).

22

22

2

3

4

)38(
24 ϕπ

ϕπϕ
π −

−
⋅=′

RV ，驻点为 πϕ
3

62= .

由问题的实际意义, V 一定在(0, 2π)内取得最大值, 而 V 在(0, 2π)内只有一个驻点, 所以该驻

点一定也是最大值点. 因此当ϕ π
3
62= 时, 漏斗的容积最大.

14. 某吊车的车身高为 1.5m, 吊臂长 15m, 现在要把一个

6m 宽、2m 高的屋架, 水平地吊到 6m 高的柱子上去(如图), 问

能否吊得上去？

解 设吊臂对地面的倾角为ϕ时, 屋架能够吊到的最大高度为 h. 在直角三角形∆EDG 中

15sin ϕ=(h−1. 5)+2+3tan ϕ ,

故
2
1tan3sin15 −−= ϕϕh ,

ϕ
ϕ

2cos
3cos15 −=′h .

令 h′=0 得唯一驻点 54
5

1arccos
3

≈=ϕ °.

因为 0
cos

sin6sin15
3

<−−=′′
ϕ
ϕϕh , 所以ϕ=54°为极大值点, 同时这也是最大值点.

当ϕ=54°时, 5.7
2
1tan3sin15 ≈−−= ϕϕh m.

所以把此屋最高能水平地吊至 7. 5m 高, 现只要求水平地吊到 6m 处, 当然能吊上去.
15. 一房地产公司有 50 套公寓要出租. 当月租金定为 1000 元时, 公寓会全部租出去. 当

月租金每增加 50 元时, 就会多一套公寓租不出去, 而租出去的公寓每月需花费 100 元的维修

费. 试问房租定为多少可获最大收入？



解 房租定为 x 元, 纯收入为 R 元.
当 x≤1000 时, R=50x−50×100=50x−5000, 且当 x=1000 时, 得最大纯收入 45000 元.
当 x>1000 时,

700072
50
1100)]1000(

5
150[)]1000(

5
150[ 2 −+−=⋅−−−⋅−−= xxxxxR , 

72
25
1 +−=′ xR .

令 R′=0 得(1000, +∞)内唯一驻点 x=1800. 因为 0
25
1 <−=′′R , 所以 1800 为极大值点, 同时

也是最大值点. 最大值为 R=57800.
因此, 房租定为 1800 元可获最大收入.

习题 3-6
描绘下列函数的图形:

1. )786(5
1 24 ++−= xxxy ;

解 (1)定义域为(−∞, +∞);

(2) 23 )1)(2(5
4)8124(5

1 −+=+−=′ xxxxy ,

)1)(1(5
12)33(5

4 2 −+=−=′′ xxxy ,

令 y′=0, 得 x=−2, x=1; 令 y′′=0, 得 x=−1, x=1.
(3)列表

x (−∞, −2) −2 (−2, −1) −1 (−1, 1) 1 (1, +∞)

y′ − 0 + + + 0 +

y′′ + + + 0 − 0 +

y=f(x) ↘∪ 5
17− ↗∪ 5

6− ↗∩ 2 ↗∪



极小值 拐点
拐点

(4)作图:

2.
21 x

xy
+

= ;

解 (1)定义域为(−∞, +∞);
(2)奇函数, 图形关于原点对称 , 故可选

讨论 x≥0 时函数的图形.

(3)
22 )1(

)1)(1(
x

xxy
+

+−−
=′ ,

32 )1(
)3)(3(2

x
xxxy

+

+−
=′′ ,

当 x≥0 时, 令 y′=0, 得 x=1; 令 y′′=0, 得 x=0, 3=x .
(4)列表

x 0 (0, 1) 1 (1, 3 ) 3
( 3 ,
+∞)

y′ + + 0 − − −

y′′ 0 − − − 0 +

y=f(x)
0

拐点
↗∩ 2

1极大

值
↘∩ 4

3

拐点
↘∪

(5)有水平渐近线 y=0;
(6)作图:



3. 2)1( −−= xey ;

解 (1)定义域为(−∞, +∞);

(2) )]
2
21()][

2
21([4)1(2

22 )1()1( −−+−=′′−−=′ −−−− xxeyexy xx ,

令 y′=0, 得 x=1; 令 y′′=0, 得
2
21+=x ,

2
21−=x .

(3)列表

x )
2
21 ,( −−∞

2
21− )1 ,

2
21( − 1 )

2
21 ,1( +

2
21+ ) ,

2
21( ∞++

y′ + + + 0 − − −

y′′ + 0 − − − 0 +

y=f(x) ↗∪
2
1

−
e

拐点
↗∩

1
极大

值

↘∩
2
1

−
e

拐点
↘∪

(4)有水平渐近线 y=0;
(5)作图:

4.
x

xy 12 += ;

解 (1)定义域为(−∞,
0)∪(0, +∞);

(2)
2

3

2

1212
x

x
x

xy −
=−=′ ,

3

3

3

)1(222
x

x
x

y +
=+=′′ ,

令 y′=0, 得
3 2
1

=x ; 令 y′′=0, 得 x=−1.



(3)列表

x (−∞, −1) −1 (−1, 0) 0 )
2

1 ,0(
3 3 2

1 ) ,
2

1(
3

∞+

y′ − − − 无 − 0 +

y′′ + 0 − 无 + + +

y=f(x) ↘∪
0

拐点
↘∩ 无 ↘∪

3 2
2
3

极小值
↗∪

(4)有铅直渐近线 x=0;
(5)作图:

5.
x

xy
2cos

cos= .

解 (1)定义域为
42
ππ

+≠
nx (n=0, ±1, ±2, ⋅ ⋅ ⋅)

(2)是偶函数, 周期为 2 p  . 可先作[0, p ]上的图形, 再根据
对称性作出[−p , 0)内的图形, 最后根据周期性作出[−p , p ]以外

的图形;

(3)
x

xxy
2cos

)sin23(sin
2

2−
=′ ,

x
xxxy

2cos
)sin4sin123(cos

3

42 −+⋅
=′′ ,

在[0, p ]上, 令 y′=0, 得 x=0, x=p ; 令 y′′=0, 得
2
π

=x .

(4)列表

x 0 )
4

 ,0( π
4
π )

2
 ,

4
( ππ

2
π )

4
3 ,

2
( ππ

4
3π ) ,

4
3( ππ p



y′ 0 + 无 + + + 无 + 0

y′′ + + 无 − 0 + 无 − −

y=f(x)
1

极小

值

↗∪ 无 ↗∩
0
拐

点

↗∪ 无 ↗∩
−1
极大

值

(5)有铅直渐近线
4
π=x 及

4
3π=x ;

(6)作图:

习题 3−7
1. 求椭圆 4x2+y2=4 在点(0, 2)处的曲率.
解 两边对 x 求导数得

8x+2yy′=0,
y
xy 4

−=′ ,
2

44
y

yxyy ′−−=′′ .

y′|(0, 2)=0, y′′|(0, 2)=−2.
所求曲率为



2
)01(
|2|

)1(
||

2/322/32
=

+
−=

′+

′′
=

y
yK .

2. 求曲线 y=lnsec x 在点(x, y)处的曲率及曲率半径.

解 xxx
x

y tantansec
sec

1 =⋅⋅=′ , xy 2sec=′′ .

所求曲率为

|cos|
)tan1(
|sec|

)1(
||

2/32

2

2/32
x

x
x

y
yK =

+
=

′+

′′
= ,

曲率半径为

|sec|
|cos|

11 x
xK

===ρ .

3. 求抛物线 y=x2−4x+3 在其顶点处的曲率及曲率半径.
解 y′=2x−4, y′′=2.
令 y′=0, 得顶点的横坐标为 x=2.

y′|x=2=0, y′′|x=2=2.
所求曲率为

2
)01(
|2|

)1(
||

2/322/32
=

+
=

′+

′′
=

y
yK ,

曲率半径为

2
11 ==

K
ρ .

4. 求曲线 x=a cos3t, y=a sin 3t 在 t=t0 处的曲率.

解 t
xa
tay tan
)cos(
)sin(

3

3

−=
′

′
=′ ,

ttaxa
xy

43 cossin3
1

)cos(
)tan(

⋅
=

′
′−=′′ .

所求曲率为

|2sin|3
2|

cossin3
1|

)tan1(

|
cossin3

1|

)1(
||

32/32

4

2/32 tattat
tta

y
yK ==

+
⋅=

′+

′′
= ,

|2sin|3
2

00 ta
K

tt
=

=
.

5. 对数曲线 y=ln x 上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径.

解
x

y 1=′ ,
2

1
x

y −=′′ .



2/32
2/3

2

2

2/32 )1()11(

|1|

)1(
||

x
x

x

x
y
yK

+
=

+

−
=

′+

′′
= ,

x
x 2

3
2 )1( +

=ρ ,

2

22

2

2
3

22
1

2
)12(1)1(2)1(

2
3

x
xx

x

xxxx −−
=

+−⋅⋅+
=′ρ .

令ρ′=0, 得
2
2=x .

因为当
2
20 << x 时, ρ<0; 当

2
2>x 时, ρ>0, 所以

2
2=x 是ρ的极小值点, 同时也最小值

点. 当
2
2

=x 时, 
2
2ln=y . 因此在曲线上点 )

2
2ln ,

2
2( 处曲率半径最小, 最小曲率半径为

2
33=ρ .

6. 证明曲线
a
xay ch= 在点(x, y)处的曲率半径为

a
y 2

.

解
a
xy sh=′ ,

a
x

a
y ch1=′′ .

在点(x, y)处的曲率半径为

a
y

a
xa

a
x

a

a
x

a
x

a

a
x

y
y 2

2

2/322/32
2/32

ch
|ch1|

)(ch

|ch1|

)sh1(

||
)1(

===
+

=
′′

′+
=ρ .

7. 一飞机沿抛物线路径
10000

2xy= (y 轴铅直向上, 单位为 m)作俯冲飞行, 在坐标原点 O 处

飞机的速度为 v=200m/s 飞行员体重 G=70Kg. 求飞机俯冲至最低点即原点 O 处时座椅对飞行

员的反力.

解
500010000

2 xxy ==′ ,
5000

1=′′y ; y′|x=0=0,
5000

1| 0 =′′ =xy .

5000

5000
1

)01(
||
)1(|

2/322/32

0 =
+

=
′′

′+
== y

y
xρ .

向心力 560
5000

20070 22

=
×

==
ρ

mVF (牛顿).



飞行员离心力及它本身的重量对座椅的压力为

79×9.8+560=1246(牛顿).
8. 汽车连同载重共 5t, 在抛物线拱桥上行驶, 速度为 21.6km/h, 桥的跨度为 10m, 拱的矢

高为 0.25m . 求汽车越过桥顶时对桥的压力.
解 如图取直角坐标系, 设抛物线拱桥方程为 y=ax2, 由于抛物线过点(5, 0.25), 代入方程

得

01.0
25
25.0 ==a ,

于是抛物线方程为 y=0. 01x2.

y′=0.02x, y′′=0.02.

50
02.0

)01(
||
)1(|

2/322/32

0 =
+

=
′′

′+
== y

y
xρ .

向心力为 3600
50

)
3600

106.21(105 2
3

3
2

=

××
==

ρ
mVF (牛顿).

因为汽车重为 5 吨, 所以汽车越过桥顶时对桥的压力为

5×103×9.8−3600=45400(牛顿).
*9. 求曲线 y=ln x 在与 x 轴交点处的曲率圆方程.

*10. 求曲线 y=tan x 在点 )1 ,
4

(π
处的曲率圆方程.

*11. 求抛物线 y2=2px 的渐屈线方程.

总习题三

1. 填空:

设常数 k>0, 函数 k
e
xxxf +−= ln)( 在(0, +∞)内零点的个数为________.

解 应填写 2.

提示:
ex

xf 11)( −=′ ,
2

1)(
x

xf −=′′ .

在(0, +∞)内, 令 f ′(x)=0, 得唯一驻点 x=e .

因为 f ′′(x)<0, 所以曲线 k
e
xxxf +−= ln)( 在(0, +∞)内是凸的, 且驻点 x=e 一定是最大值点,

最大值为 f(e)=k>0.

又因为 −∞=
+→

)(lim
0

xf
x

, −∞=
+∞→

)(lim xf
x

, 所以曲线经过 x 轴两次, 即零点的个数为 2.

2. 选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论:
设在[0, 1]上 f ′′(x)>0, 则 f ′(0), f ′(1), f(1)−f(0)或 f(0)−f(1)几个数的大小顺序为( ).
(A)f ′(1)>f ′(0)>f(1)−f(0); (B)f ′(1)>f(1)−f(0)>f ′(0);



(C)f(1)−f(0)>f ′(1)>f ′(0); (D)f ′(1)>f(0)−f(1)>f ′(0).
解 选择 B .
提示: 因为 f ′′(x)>0, 所以 f ′(x)在[0, 1]上单调增加, 从而 f ′(1)>f ′(x)>f ′(0).
又由拉格朗日中值定理, 有 f(1)−f(0)=f ′(ξ), ξ∈[0, 1], 所以

f ′(1)> f(1)−f(0)>f ′(0).
3. 列举一个函数 f(x)满足: f(x)在[a, b]上连续, 在(a,b)内除某一点外处处可导, 但在(a, b)内

不存在点ξ , 使 f(b)−f(a)=f ′(ξ)(b−a).
解 取 f(x)=|x|, x∈[−1, 1].
易知 f(x)在[−1, 1]上连续, 且当 x>0 时 f ′(x)=1; 当 x>0 时, f ′(x)=−1; f ′(0)不存在, 即 f(x)在

[−1, 1]上除 x=0 外处处可导.
注意 f(1)−f(−1)=0, 所以要使 f(1)−f(−1)=f ′(ξ)(1−(−1))成立, 即 f ′(ξ)=0, 是不可能的.
因此在(−1, 1)内不存在点ξ , 使 f(1)−f(−1)=f ′(ξ)(1−(−1)).

4. 设 kxf
x

=′
∞→

)(lim , 求 )]()([lim xfaxf
x

−+
∞→

.

解 根据拉格朗日中值公式, f(x+a)−f (x)=f ′(ξ )⋅a, ξ 介于 x+a 与 x 之间.
当 x→∞ 时, ξ → ∞, 于是

akfaafxfaxf
xx

=′=⋅′=−+
∞→∞→∞→

)(lim)(lim)]()([lim ξξ
ξ

.

5. 证明多项式 f (x)=x3−3x+a 在[0, 1]上不可能有两个零点.
证明 f ′(x)=3x2−3=3(x2−1), 因为当 x∈(0, 1)时, f ′(x)<0, 所以 f (x)在[0, 1]上单调减少. 因

此, f(x) 在[0, 1]上至多有一个零点.

6. 设
1

    
2
1

0 +
+⋅⋅⋅++

n
aaa n =0, 证明多项式 f(x)=a0+a1x+⋅ ⋅ ⋅+anxn 在(0,1)内至少有一个零点.

证明 设 121
0 12

)( +

+
+++= nn x

n
a

xaxaxF Λ , 则 F(x)在[0, 1]上连续, 在(0, 1)内可导, 且

F(0)=F(1)=0. 由罗尔定理, 在(0, 1)内至少有一个点ξ , 使 F(ξ )=0. 而 F ′(x)=f(x), 所以 f(x)在(0,
1)内至少有一个零点.

7. 设 f(x)在[0, a]上连续, 在(0, a)内可导, 且 f(a)=0, 证明存在一点ξ∈(0, a), 使

f(ξ)+ξf ′(ξ)=0.
证明 设 F(x)=xf(x), 则 F(x)在[0, a ]上连续, 在(0, a )内可导, 且 F(0)=F(a)=0. 由罗尔定理,

在(0, a )内至少有一个点ξ , 使 F(ξ )=0. 而 F(x)=f(x)+x f ′(x), 所以 f(ξ)+ξf ′(ξ)=0.
8. 设 0<a<b, 函数 f(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导, 试利用柯西中值定理, 证明存在一点

ξ∈(a, b)使
a
bfbfaf ln)()()( ξξ ′=− .

证明 对于 f(x)和 ln x 在[a, b]上用柯西中值定理, 有

ξ

ξ
1

)(
lnln

)()( f
ab
afbf ′

=
−
− , ξ∈(a, b),



即
a
bfbfaf ln)()()( ξξ ′=− , ξ∈(a, b).

9. 设 f(x)、g(x)都是可导函数, 且|f ′(x)|<g′(x), 证明: 当 x>a 时, |f(x)−f(a)|<g(x)−g(a).

证明 由条件|f ′(x)|<g′(x)得知, 1
)(
)(

<
′
′
ξ
ξ

g
f , 且有 g′(x)>0, g(x)是单调增加的, 当 x>a 时,

g(x)>g(a).
因为 f (x)、g (x)都是可导函数, 所以 f (x)、g (x) 在[a, x]上连续, 在(a, x)内可导, 根据柯西

中值定理, 至少存在一点ξ∈(a, x), 使
)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agxg
afxf

′
′

=
−
− .

因此, 1
)(
)(

)()(
|)()(|

<
′
′

=
−
−

ξ
ξ

g
f

agxg
afxf , |f (x)−f (a)|<g (x)−g (a).

10. 求下列极限:

(1)
xx

xx x

x ln1
lim

1 +−
−

→
;

(2) ]1
)1ln(

1[lim
0 xxx

−
+→

;

(3) x

x
x)arctan2(lim

π+∞→
.

(4) nxx
n

xx
x

naaa ]/)    [(lim
11

2

1

1 +⋅⋅⋅++
∞→

(其中 a1, a2, ⋅ ⋅ ⋅, an>0).

解 (1) (xx)′=(ex l n x )′=e x l n x (ln x+1)=xx (ln x+1).

x
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x

xx
xx

xx
xx

xx x

x

x

x

x

x

x

x −
+−

=
+−

+−
=

′+−
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=
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− +

→→→→ 1
)1(lnlim
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1

1111

2
1

)1)(ln11(ln1
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1

1
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−+++−
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.

(2)

x
xx

x
xx
xx

xx
xx

xx xxxx

+
++

+
−

=
′+
′+−

=
+
+−

=−
+ →→→→

1
)1ln(

1
11

lim
])1ln([
])1ln([lim

)1ln(
)1ln(lim]1

)1ln(
1[lim

0000

2
1

11)1ln(
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)1ln()1(
lim

00
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+++
=

+++
=

→→ xxxx
x

xx

(3)
)

2
lnarctan(ln

lim)arctan2(lim π

π

+

+∞→+∞→
=

xx

x

x

x
ex ,

因为



)2lnarctan(lnlim
π

+
+∞→

xx
x π

π 2
1
1

1
arctan

1

lim
)1(

)2lnarctan(ln
lim

2

2
−=

−

+
⋅

=
′

′+
=
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x

xx

x

x

xx
,

所以

ππ

π

2
 )

2
lnarctan(ln

lim)arctan2(lim
−+

+∞→+∞→
== eex

xx

x

x

x
.

(4)令 nxx
n

xx naaay ]/)    [(
11

2

1

1 +⋅⋅⋅++= . 则 ]ln)    [ln(ln
11

2

1

1 naaanxy x
n

xx −+⋅⋅⋅++= , 因为

x

naaan
y

x
n

xx

xx 1
]ln)    [ln(

limlnlim

11

2

1

1 −+⋅⋅⋅++
=

∞→∞→

)1(

)1()ln    lnln(

    

1
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1
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1

1

′

′⋅+⋅⋅⋅++⋅

+⋅⋅⋅++

⋅

=
∞→

x

x
aaaaaa

aaa

n n
x
n

xx

x
n

xx

x

=ln a1+ln a2+⋅ ⋅ ⋅+ln an=ln(a1⋅a2⋅ ⋅ ⋅ an).

即 y
x

lnlim
∞→

=ln(a1⋅a2⋅ ⋅ ⋅ an), 从而 nx
nxx

n
xx

x
aaaynaaa    lim]/)    [(lim 21

11

2

1

1 ⋅⋅⋅⋅==+⋅⋅⋅++
∞→∞→
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11. 证明下列不等式:

(1)当
2

0 21
π<<< xx 时,

1

2

1

2

tan
tan

x
x

x
x

> ;

(2):当 x>0 时,
x

xx
+

>+
1

arctan)1ln( .

证明 (1)令
x

xxf tan)( = , )
2

 ,0( π∈x .

因为 0tantansec)(
22

2

>
−

>
−

=′
x

xx
x

xxxxf ,

所以在 )
2

 ,0( π
内 f(x)为单调增加的. 因此当

2
0 21

π<<< xx 时有]

2

2

1

1 tantan
x

x
x

x
< , 即

1

2

1

2

tan
tan

x
x

x
x

> .

(2)要证(1+x)ln(1+x)>arctan x , 即证(1+x)ln(1+x)− arctan x >0.

设 f(x)=(1+x)ln(1+x)− arctan x , 则 f(x)在[0, +∞)上连续,
21

1)1ln()(
x

xxf
+

−+=′ .



因为当 x>0 时, ln(1+x)>0, 0
1

11
2

>
+

−
x

, 所以 f ′(x)>0, f(x)在[0, +∞)上单调增加.

因此, 当 x>0 时, f(x)>f(0), 而 f(0)=0, 从而 f(x)>0, 即(1+x)ln(1+x)−arctan x>0 .

12. 设
⎩
⎨
⎧

≤+
>

=
0   2
0     )(

2

xx
xxxf

x
, 求 f(x)的极值.

解 x=0 是函数的间断点.
当 x<0 时, f ′(x)=1; 当 x>0 时, f ′(x)=2x 2x (ln x +1).

令 f ′(x)=0, 得函数的驻点
e

x 1= .

列表:

x (−∞, 0) 0
)1 ,0(

e
e
1 ) ,1( ∞+

e

f ′(x) + 不存在 − 0 +

f(x) ↗ 2 极大值 ↘ ee
2

−
极小值 ↗

函数的极大值为 f (0)=2, 极小值为 ee
e

f
2

)1(
−

= .

13. 求椭圆 x2−xy +y2=3 上纵坐标最大和最小的点.

解 2x−y−xy′+2yy′=0,
yx
yxy

2
2

−
−

=′ . 当 yx
2
1= 时, y′=0.

将 yx
2
1= 代入椭圆方程, 得 3

2
1

4
1 222 =+− yyy , y =±2 .

于是得驻点 x=−1, x=1. 因为椭圆上纵坐标最大和最小的点一定存在, 且在驻点处取得, 又当

x=−1 时, y =−2, 当 x=1 时, y=2, 所以纵坐标最大和最小的点分别为(1, 2)和(−1, −2).

14. 求数列 }{n n 的最大项.

解 令 xx xxxf
1

)( == (x>0), 则

x
x

xf ln1)(ln = ,

)ln1(1ln11)(
)(

1
222

x
x

x
xx

xf
xf

−=−=′⋅ ,

)ln1()(
2

1

xxxf x −=′
−

.

令 f ′(x)=0, 得唯一驻点 x=e .



因为当 0<x<e 时, f ′(x)>0; 当 x>e 时, f ′(x)<0, 所以唯一驻点 x=e 为最大值点.

因此所求最大项为 33 3}3 ,2max{ = .

15. 曲线弧 y=sin x (0<x<π)上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径.
解 y′=cos x, y′′=−sin x,

x
x

y
y

sin
)cos1(

||
)1( 2/322/32 +

=
′′

′+
=ρ (0<x<π),

x

xxxxxx
2

2
3

22
1

2

sin

cos)cos1(sin)sincos2()cos1(
2
3

+−⋅−+
=′ρ

x
xxxx

2

222
1

2

sin
)1cossin3(cos)cos1( +++−

= .

在(0, π)内, 令ρ′=0, 得驻点
2
π

=x .

因为当
2

0 π<< x 时, ρ′<0; 当 ππ <<x
2

时, ρ′>0, 所以
2
π=x 是ρ的极小值点, 同时也是ρ的最

小值点, 最小值为 1

2
sin

)
2

cos1( 2/32

=
+

π

π

ρ .

16. 证明方程 x3−5x−2=0 只有一个正根. 并求此正根的近似值, 使精确到本世纪末 10−3.
解 设 f (x)=x3−5x−2, 则

f ′(x)=3x2−5, f ′′(x)=6x .

当 x>0 时, f ′′(x)>0, 所以在(0, +∞)内曲线是凹的, 又 f(0)=−2, +∞=−−
+∞→

)2(lim 3 xx
x

, 所以在

(0, +∞)内方程 x3−5x−2=0 只能有一个根.
(求根的近似值略)

17. 设 f ′′(x0)存在, 证明 )(
)(2)()(

lim 02
000

0
xf

h
xfhxfhxf

h
′′=

−−++
→

.

证明
h

hxfhxf
h

xfhxfhxf
hh 2

)()(
lim

)(2)()(
lim 00

02
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0
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=

−−++
→→

h
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h
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2
1 00

0
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=

→

h
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h

)]()([)]()([
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2
1 0000
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=
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)()]()([
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1]
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2
1

000
0000

0
xfxfxf

h
hxfxf

h
xfhxf

h
′′=′′+′′=

−′−
+

′−+′
=

→
.

18. 设 f (n)(x0)存在, 且 f (x0)=f ′(x0)= ⋅ ⋅ ⋅ =f (n)(x0)=0, 证明 f(x)=o[(x−x0)n] (x→x0).
证明 因为

1
00 )(
)(lim

)(
)(lim

00
−→→ −

′
=

− nxxnxx xxn
xf

xx
xf

2
0 ))(1(

)(lim
0

−→ −−

′′
= nxx xxnn

xf
=⋅ ⋅ ⋅

)(!
)(

lim
0

)1(

0 xxn
xf n

xx −
=

−

→

0)(
!

1)()(
lim

!
1

0
)(

0

0
)1()1(

0
==

−
−

=
−−

→
xf

nxx
xfxf

n
n

nn

xx
,

所以 f(x)=o[(x−x0)n] (x→x0).
19. 设 f(x)在(a, b)内二阶可导, 且 f ′′(x)≥0. 证明对于(a, b)内任意两点 x1, x2 及 0≤t≤1, 有

f[(1−t)x1+tx2]≤(1−t)f(x1)+tf(x2).
证明 设(1−t)x1+tx2=x0. 在 x=x0 点的一阶泰勒公式为

2
0000 )(

!2
)())(()()( xxfxxxfxfxf −

′′
+−′+= ξ (其中ξ介于 x 与 x0 之间).

因为 f ′′(x)≥0, 所以

f(x)≥f(x0)+f ′(x0)(x−x0).
因此

f(x1)≥ f(x0)+f ′(x0)(x1−x0), f(x2)≥f(x0)+f ′(x0)(x2−x0).
于是有

(1−t)f(x1)+tf(x2)≥(1−t)[ f(x0)+f ′(x0)(x1−x0)]+t[f(x0)+f ′(x0)(x2−x0)]
=(1−t)f(x0)+t f(x0)+f ′(x0)[(1−t)x1+t x2]−f ′(x0)[(1−t)x0+t x0]
=f(x0)+f ′(x0)x0−f ′(x0)x0

=f(x0),
即 f(x0)≤(1−t)f(x1)+tf(x2),
所以 f[(1−t)x1+tx2]≤(1−t)f(x1)+tf(x2) (0≤t≤1).

20. 试确定常数 a 和 b, 使 f(x)=x−(a+b cos x)sin x 为当 x→0 时关于 x 的 5 阶无穷小.
解 f(x)是有任意阶导数的, 它的 5 阶麦克劳公式为

)(
!5

)0(
!4

)0(
!3

)0(
!2

)0()0()0()( 55
)5(

4
)4(

32 xoxfxfxfxfxffxf +++
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+
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)(
!5
16

!3
4)1( 553 xoxbaxbaxba +

−−
+

+
+−−= .

要使 f(x)=x−(a+b cos x)sin x 为当 x→0 时关于 x 的 5 阶无穷小, 就是要使极限

])(
!5
16

!3
41[lim)(lim

5

5

24050 x
xoba

x
ba

x
ba

x
xf

xx
+

−−
+

+
+
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=
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存在且不为 0. 为此令

⎩
⎨
⎧

=+
=−−
04
01

ba
ba

,

解之得
3
4

=a ,
3
1

−=b .

因为当
3
4=a ,

3
1−=b 时,

0
30
1

!5
16)(lim

50
≠=

−−
=

→

ba
x

xf
x

,

所以当
3
4=a ,

3
1−=b 时, f(x)=x−(a+b cos x)sin x 为当 x→0 时关于 x 的 5 阶无穷小.


